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PI'()'.OQO (a la primera edicidn)

La Matemadtica no es un deporte para espectadores; el lector debe acercarse a este texto con
un lapicero en su mano y un papel a su lado para verificar con sus propios razonamientos y su
espiritu critico las afirmaciones que contiene.

De la misma manera que lograr un nivel adecuado en el juego del tenis requiere tiempo y
practica, y conseguir tocar una pieza de musica cldsica requiere esfuerzo, recompensado por la
belleza que su musica proporciona, la matematica es una ciencia cuyo aprendizaje requiere es-
fuerzo y préctica y cuya recompensa se alcanza por la elegancia con la que permite resolver
problemas propios y de otras Ciencias.

Esperamos que el lector se esfuerce en comprender los conceptos y resultados que se expo-
nen en este libro, porque ellos son la base para poder apreciar posteriormente varias de las apor-
taciones que la Ciencia ha dado a la humanidad a través de los tiempos y, de manera especial,
en el siglo XX.

Este libro ha surgido de las clases de Algebra y Geometria impartidas durante varios afios a
los alumnos de primer curso de las licenciaturas de Ciencias Fisicas y Ciencias Matemadticas en
la Universidad Auténoma de Madrid. Ha crecido con la colaboracién de varios colegas del De-
partamento de Matematicas de esta universidad; unos, aportando soluciones para la mejor expo-
sicién de algunas lecciones; otros, mejorando ideas ya plasmadas en papel; otros, finalmente,
corrigiendo varias versiones del manuscrito. A todos ellos agradezco su desinteresada aporta-
cién en la elaboracidn de este libro.

En él se ha pretendido seguir un esquema que permita al lector adivinar los resultados e
intuir su demostracion: para ello, se dan varios ejemplos antes de enunciar un resultado y apor-
tar las razones convincentes que lo demuestran. Estas razones son puramente geométricas cuan-
do ha sido posible, como en la demostracion de las propiedades de las secciones conicas (Capi-
tulo 11) o en la clasificaciéon de los movimientos en el plano (Capitulo 10).

Se dan ejemplos de aplicaciones en varias ocasiones después de haber concluido la demos-
tracion de un resultado importante. Con todo ello, se intenta lograr una participacién activa del
lector en el descubrimiento de las ideas principales de cada capitulo, a la vez que se le brinda la
oportunidad de ir comprobando su nivel de conocimientos.
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Este nivel de conocimientos puede comprobarse también intentando solucionar los numero-
sos problemas que se proponen al final de casi todas las secciones y los que, a modo de repaso,
se incluyen después de los Capitulos 6 y 13. El completo aprendizaje de las teorias matemadticas
se consigue después de haber resuelto numerosos ejercicios. El lector debe intentar resolverlos
todos, con la seguridad de que estos intentos, aunque sean fallidos, le proporcionardn grandes
beneficios.

De muchos de los problemas se incluyen los resultados al final del libro. La elaboracién de
estos resultados ha contado con la participacién de varios ayudantes del departamento de Mate-
maticas, a quienes también agradezco su contribucion.

Las Rozas de Madrid
Agosto de 1987



Prélogo (a la tercera edicion)

Esta tercera edicion surge de la propuesta de Pearson Educacién de hacer una revision del libro
Algebra y Geometria que publicé por primera vez en 1987 la Universidad Auténoma de Madrid
en su Coleccion de Estudios y fue luego reimpresa en 1994 en la coleccidn de libros de texto
que pusieron en marcha la editorial Addison-Wesley Iberoamericana y la Universidad Auténo-
ma de Madrid. Se ha aprovechado la experiencia educativa de los autores acumulada durante
los ultimos afios para mejorar la presentacion de algunos temas y afiadir otros que se han consi-
derado relevantes.

La obra ha pasado a llamarse Algebra lineal y Geometria, reordenando los capitulos para
poner juntos los que pertenecen al Algebra lineal (Capitulos 1 a 6) y dejar para el final los que
tratan de Geometria (Capitulos 7 a 13). El primer grupo de ejercicios de repaso, que en la se-
gunda edicién estaban después del capitulo 7, se incluyen ahora después del capitulo 6, al fina-
lizar los temas propios de Algebra lineal.

Tanto en las secciones remodeladas, como en las nuevas, se ha seguido el mismo esquema
de presentacion que impregnaba las dos ediciones anteriores: numerosos ejemplos ayudan a
conjeturar resultados y allanan el camino de su demostracién. El lector encontrard también mu-
chos ejemplos para evaluar sus conocimientos sobre las teorias desarrolladas. Asimismo, en los
capitulos dedicados a la Geometria se ha reforzado la presentaciéon puramente geométrica,
cuando ello no ha requerido alargarla en exceso.

En el Capitulo 2 se incluye la factorizacion LU de una matriz y se explica como usarla para
resolver sistemas de ecuaciones lineales de gran tamafio. En el Capitulo 4 se ha incluido una
seccion detallada sobre el espacio vectorial cociente. En el Capitulo 5 se ha remodelado la sec-
cion de espacio dual de un espacio vectorial.

Una mayor reestructuracion ha tenido lugar en el Capitulo 6; manteniendo todos los ejem-
plos, la presentacién de la forma de Jordan de una matriz se hace utilizando como base el poli-
nomio caracteristico de la matriz. Esperamos que esta nueva presentacion sea del agrado del
lector.

En el Capitulo 8, dedicado al estudio de los espacios euclideos y sus transformaciones, se ha
afiadido una seccién dedicada a la descomposicion de una matriz en valores singulares. Hoy en
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dia estas técnicas son utilizadas en dominios tan diversos como la compresién de imdgenes, la
recuperacion de informacidn e incluso en el andlisis de la expresion de genes interactuando con
diversas técnicas estadisticas.

La segunda edicién contenia un estudio geométrico de los movimientos en el plano y un
estudio analitico de estos y de los correspondientes en el espacio. Se ha afiadido en el capitulo
10 un teorema de estructura de los movimientos en el espacio, para completar una visiéon mas
geométrica de estos movimientos.

Los capitulos 11 y 13, que tratan de las secciones conicas y de las superficies de segundo
grado respectivamente, han sido revisados afiadiendo ejemplos y mejorando las figuras, ademas
de mejorar la presentacion de su clasificacion.

La implantacién de los nuevos planes de estudio en las universidades europeas ha puesto
énfasis en la necesidad de una participacion activa y continua del estudiante en el proceso de
aprendizaje. La estructura de este libro, con numerosos ejemplos previos y posteriores a los
desarrollos tedricos, asi como la gran cantidad de ejercicios que se proponen al final de cada
seccion y los que se afiaden como ejercicios de repaso, se adapta perfectamente a este nuevo
paradigma del aprendizaje. Esperamos que esta tercera edicion tenga tan buena acogida como
la han tenido las ediciones anteriores.

Cantoblanco, Madrid

Marzo de 2012
EUGENIO HERNANDEZ RODRIGUEZ
MARIA JESUS VAZQUEZ GALLO
MARIA ANGELES ZURRO MORO

Las autoras quisieran explicitamente agradecer al profesor Eugenio Hernandez su invitacion
a colaborar en la nueva edicién de este libro.

MARIA JESUS VAZQUEZ GALLO
MARIA ANGELES ZURRO MORO



Capitulo 1

Resolucion de sistemas

de ecuaciones lineales.
Operaciones con matrices.

1.1. Resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales: método de eliminacion de
Gauss-Jordan.

1.2. Rango de una matriz. Estructura de las
soluciones de un sistema.

1.3. Aplicaciones lineales de R"en R™y
operaciones con matrices.

1.4. Inversa de una aplicacion e inversa de
una matriz.



2 Capitulo 1. Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales. Operaciones con matrices

Introduccién

Este capitulo estd dedicado a la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales; el problema geo-
métrico mas sencillo en el cual surge la necesidad de resolver sistemas de ecuaciones lineales es
el de conocer la interseccion de dos rectas en el plano. Asi, por ejemplo, los nimeros que satis-
facen el sistema

+y=2
3 —y=2
determinan el punto de interseccion de las rectas +y =2y 3 — Yy =2, representadas en la
figura 1.1.
x+y=2
3x—y=2
Figura 1.1

Es posible que el lector esté familiarizado con la resolucion de sistemas de ecuaciones li-
neales como el anterior utilizando uno de los siguientes métodos:

1) to 0 e elimina i n, que consiste en realizar «operaciones» con las ecuaciones da-
das hasta eliminar una de las incégnitas.

2) to o e tit i n, que consiste en despejar una incégnita de una de las ecuaciones
y sustituirla en la otra.

3) to o e ramero elo eterminante , que consiste en encontrar las soluciones del

sistema anterior como un cociente de dos determinantes.

De todos estos métodos el que resulta menos engorroso cuando se trata de resolver sistemas
de un gran nimero de incdgnitas es el método de elimina i n, que recibe el nombre de m to o
eelimina i n e Ga or an.
Comenzaremos exponiendo este método seguidamente.



Seccién 1.1. Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales: método de eliminacién de Gauss-Jordan 3

1.1. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES:
METODO DE ELIMINACION DE GAUSS-JORDAN

EJEMPLO A. Tratemos de resolver el sistema

+y=2
3 —y=2
de dos ecuaciones con dos incdgnitas; una solucién de este sistema es un par de nimeros reales

(a, b) que satisface las dos ecuaciones simultineamente. El primer paso es multiplicar por 3 la
primera ecuacion y restarla de la segunda para obtener el sistema

+ y= 2
4y=4}
A continuacién dividimos entre —4 (o bien multiplicamos por — 1/4) la segunda ecuacion
para obtener el sistema
+y=2
y=1}

Restando la segunda ecuacion de la primera se obtiene

=1
y=1

que nos permite obtener facilmente el par de nimeros reales (1, 1), que es solucién del sistema

dado.

Nota. Observar que = 1,y = 1 satisfacen ambas ecuaciones; el lector puede comprobar
siempre que el resultado obtenido es correcto sustituyendo los valores encontrados en el sistema
dado.

EJEMPLO B. Tratemos de resolver el sistema

[ +t3,+ 5=-3
3,49,+4 ;=
21* >t 3

[
\
N

de tres ecuaciones lineales con tres incognitas.

Comenzamos eliminando | de las ecuaciones segunda y tercera; esto se consigue multipli-
cando por 3 la primera ecuacion y restandola de la segunda y multiplicando por 2 la primera
ecuacién y restandola de la tercera. Realizando estas operaciones, el sistema anterior se trans-
forma en

[ +t3,+ s=-3
3= 2
_7 2 3 = 12
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Intercambiando las ecuaciones segunda y tercera se obtiene:

1 +3,+ 5=-3
*7 27 3 12
3= 2
A continuacidn, eliminamos 5 de la primera y la segunda de las ecuaciones restando la
tercera de la primera y sumando la tercera y la segunda. Obtenemos:

+3, =-5
-7, =14
3= 2
Multiplicando por —1/7 la segunda ecuacién se obtiene:
 +3, =-5
, =-2
3= 2

Finalmente, eliminamos , de la primera ecuacién multiplicando por 3 la segunda y restan-
dola de la primera; obtenemos:

1= 1
2:_2
3: 2

que nos da la solucién (1, —2, 2) del sistema.
Comprobacién. 1 —6+2=-3; 3—18+8=—-7, 2+2+2=6.

* 0 ok ok

El lector se preguntard por qué el método utilizado produce la solucién del sistema. La res-
puesta es que las «operaciones» realizadas con las ecuaciones transforman un sistema en otro
e ivalente, es decir, que tiene las mismas soluciones. Recapitulemos las operaciones realizadas
en los ejemplos anteriores que, de ahora en adelante, serdn llamadas 0 era ione elementale :

i) Multiplicar una ecuacién por un nimero real no nulo.
ii) Intercambiar dos ecuaciones.
iii) Sumar o restar un miltiplo de una ecuacién a otra.

No resulta complicado comprobar que las operaciones elementales transforman un sistema
en otro equivalente. Por ejemplo, si (a, b, ) es solucién de ; +3 , + ;= —3, también es
solucionde3 ;| +9 ,+3 ;=—9,yaque

3a+9%+3 =3@+3b+ )=3(—-3)=-09.

De manera similar, si (a, b, ) es también solucién de 3 ;, +9 , + 4 ;= —7, cinco veces la
ecuaciéon | +3 ,+ ;= —3mdéslaecuacion3 ; +9 ,+4 ;= —Tnosda

8 ,+24 ,+9 ,=-22
que tiene (a, b, ) como solucién, ya que

8a+24b+9 =(5a+15b+5)+@Ba+9b+4)=5-3)—7=-22
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Resumiendo, podemos decir que el método de elimina i n e Ga Or an consiste en re-
ducir un sistema dado a otro equivalente, mds sencillo, mediante operaciones elementales.

Puede observarse que la repeticion de las incdgnitas y de los signos + en los ejemplos
anteriores es innecesaria. Si eliminamos estos simbolos en el ejemplo B, el sistema queda redu-
cido a la siguiente ordenacion rectangular, que llamaremos matri :

1 3 11]-3
3 9 4 |—7
2 -1 1 6
La matriz
1 3 1
3 9 4
2 -1 1

recibe el nombre de matri e lo oei iente el i temay la matriz anterior recibe el nombre
de matri am lia a el i tema. En ésta, la linea vertical separa la matriz de los coeficientes de
los términos independientes.

Utilizando la matriz ampliada del sistema e indicando con i), ii) o iii) las operaciones ele-
mentales que se realizan sobre las filas de la matriz, de acuerdo con las operaciones elementales
que se realizan sobre las ecuaciones, el ejemplo B puede resumirse de la siguiente manera:

13 1]-3) 1 3 1]|-3 1 3 1|-3

3 9 4(-7]—5f0o o 1| 2] %0 -7 -1 12|22

2 -1 1] 6/ 2. \0 =7 —1| 12 0o 0 1| 2/ s+
1 3 0|-5 _ 13 0|-5, 10 0] 1
0—7014'—1)>010—2%'2010—2
o o 1] 2 7 \oo 1|2 " " \oo 1| 2

La ultima matriz es la matriz del sistema

1 1
)= 2
3 2

que nos da las soluciones.
EJEMPLO C. Para resolver el sistema
1 + 3 2 3 + 4 = 1
- 2 1 + 2 + 2 3 - 7
2 - 4=0
de tres ecuaciones con cuatro incognitas escribimos la matriz del sistema y la reducimos a una

forma mads sencilla mediante operaciones elementales. El lector no tendra dificultad en seguir
los pasos realizados.
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T T T N A T I S O F AN
21 2 0[7]—>{07 0 29|
o1 o —-1/0/ """ \o1 o0 —1]0
13 -1 1]y 13 -1 11y 13 -1 11
01 0 -1j0]—-(01 0 —1{0]—">(0 1 0 —1/0
07 o0 209/ “\oo o 99/ 9 \oo0o o 1|1
/13 -1 010 1 0 -1 0]-3
— o1 ooft]—5{o1 0o 1
-5 \0 0 o0 1|1) " 0 0 1] 1
Esta dltima matriz corresponde al sistema
1 -3 =-3
2 = 1
o= 1

Claramente , =1y , = 1, pero de la primera ecuacién no pueden determinarse de manera
Unica Yy j;simplemente, dando un valor, ,a ;se obtieneunvalor | = —3 + para ;ylas
soluciones del sistema son:

=3+
,=1
L=
L= 1

obien (—3 + , 1, , 1), para todo nimero real . Este sistema tiene in inita soluciones que se
obtienen dando valores a . jRealizar la comprobacion!

Las dos matrices finales de los ejemplos B y C pueden escribirse de la forma

Estas dos matrices tienen en comun que por ellas puede trazarse una «escalera descendente»
tal que:

1) Cada peldafio tiene altura uno.

2) Debajo de la escalera todos los elementos de la matriz son cero.

3) En cada esquina de un peldafio aparece el nimero 1.

4) Toda columna que contiene un 1 en una esquina de un peldafio tiene todos los demds
elementos nulos.

Toda matriz que posee estas propiedades serd denominada una matri e alona are i a.
Elm to o eelimnain eGa or an consiste entonces en reducir la matriz de un sistema
dado a una matriz escalonada reducida mediante operaciones elementales.
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EJEMPLO D. Para resolver el sistema
1~ 2t 3=1
2,4+ ,+ =0
2 1 - 2 2 + 2 3 = 3

escribimos su matriz ampliada y la transformamos mediante operaciones elementales hasta re-
ducirla a una matriz escalonada reducida:

1 —1 1]1 1 -1 1| 1 1 1 1 1
iii) i)

2 1o lo 3 2 =250 1 13|23
2 =2 2|3/ r2nn \0 o0 of 1/ 3 \o o 0 1
o/t o 23] 13 0 (Lo 230
oo 1 a2 w0l —13 o)
7\ o 0 1) B2k \0 0 0 L1

Esta dltima matriz corresponde al sistema

1 +(2/3) ;=0
»—(1/3) 5=0
0=1

que, obviamente, no tiene ol i n, yaque 0 # 1.

Observacién. El proceso que se ha seguido al aplicar a un sistema particular el método de
eliminaciéon de Gauss-Jordan no es dnico, como el lector habrd podido comprobar si ha in-
tentado realizar por su cuenta alguno de los ejemplos C o D. Sin embargo, la matriz escalo-

nada reducida de un sistema dado es unica. La demostracion completa de este resultado no
es sencilla.

A continuacién damos algunas definiciones relativas a los sistemas hasta ahora estudiados.
Una expresion de la forma

g tan, +-t+a,,=b
Q tay, - Fay,=hb (1.1
Qni 1 T &m 2t -t ay, n:bm

donde los a; son ndmeros reales, se denomina un itema eme a ione lineale onnin
gnita y oei iente reale . Una solucién de (1.1) son n ndmeros ( {, 5, ..., ) tal que al
sustituir ; por ;, i =1, 2, ..., n, se obtiene una igualdad en todas las ecuaciones del sistema.
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Si el sistema posee al menos una solucién se dice que es om atible y si no posee ninguna
solucién se dice que es in om atible; si un sistema es compatible y tiene una tnica solucion se
dice que es etermina 0 y si tiene mds de una solucién se dice que es in etermina o.

Los sistemas de los ejemplos A, B y C son compatibles, mientras que el del ejemplo D es
incompatible. En los casos de compatibilidad, el del ejemplo C es indeterminado y los sistemas
de los ejemplos A y B son determinados.

Los distintos casos que pueden presentarse en un sistema quedan caracterizados por la ma-
triz escalonada reducida que se obtiene en cada sistema. Recordemos que

aj;p Qo Qyp
_ &1 8n - an
Am; Amz ot Gmn

se denomina lamatri elo oeiiente el itema,y

a4 a;n | by
-_ | &1 axn &y | by
Anp Ama amn | bm

eslamatri am lia a el i tema. Las matrices escalonadas reducidas de la matriz de los coefi-
cientes y de la matriz ampliada de los sistemas de los ejemplos B, C y D se muestran en el
siguiente cuadro.

/ Matriz escalonada reducida | Matriz escalonada reducidh
de la matriz de los coeficientes de la matriz ampliada
1 0 0 1 00 1
Ejemplo B 01 O 0(1 0]—-2
0 0]1 0 011 2
1 0 -1 0 1 0 —1 0 |—-3
Ejemplo C 01 0 o0 0] 1 0 o0 1
0 0 01 0 0 o111
1 0 2/3 1 0 2/3 |0
Ejemplo D o1 —1/3 o1 —1/3|0
\_ 0 0 0 0 0 01 J

Si convenimos en escribir:

nimero de peldafios de una matriz escalonada reducida de

= ndmero de peldafios de una matriz escalonada reducida de ,
n = ndmero de incégnitas del sistema,

las diferencias, en cuanto a soluciones, de los ejemplos anteriores quedan plasmadas en el cua-
dro siguiente.
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e i ™
p p n
Ejemplo B Sistema compatible determinado 3 3 3
Ejemplo C Sistema compatible indeterminado 3 3 4
Ejemplo D Sistema incompatible 2 3 3
\_ Jemp P Y,

La observacion resumida en este cuadro sugiere el siguiente resultado:

Teorema 1.1.1 (Rouché-Frobenius)

1) Un sistema es om atible etermina osiysolosi = ~=n.
2) Un sistema es om atible in etermina osiysolosi =~ <n.
3) Un sistema es in om atible siy solosi < =

Nota. Las definiciones de , =y n pueden encontrarse entre los dos cuadros anteriores.

Demostracion. Observemos en primer lugar que basta demostrar las implicaciones:

a) si =~ =n,el sistema es compatible determinado,
b) si = < n, el sistema es compatible indeterminado,
c) si < ,elsistema es incompatible,

ya que el resto de las implicaciones contenidas en el teorema se deducen de estas tres. Se anima
al lector a que compruebe esta ultima afirmacioén.

a) Si = " =n,lamatriz escalonada reducida  de este sistema es de la forma

columna (n+1)

< fila n
Por tanto, = |, , = 5 .., = pessulnica solucién y el sistema es compatible y deter-
minado.
b) Si = < n,lamatriz escalonada de este sistema es de la forma
1240 0 - 0 d,
1 0 0 d,

1 - 0 ds

' ] ﬂ «— fila p




10  Capitulo 1. Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales. Operaciones con matrices

donde los rectdngulos sombreados representan matrices. Si las columnas con 1 en una esquina
de un peldafio corresponden a las incégnitas , = 4, , .., , S€tiene que

n, = b n, = 25 opn T s = 0, 7é nl, n2, ., N

es una solucién del sistema. Por tanto, el sistema es compatible.
Falta demostrar que el sistema es indeterminado. Si todas las matrices sombreadas son nu-
las, el sistema es equivalente a

)

Puesto que < n, alguna incognita, digamos , no aparece en el sistema anterior y, por tanto,
puede tomar cualquier valor, con lo cual se obtienen infinitas soluciones del sistema.
Supongamos, entonces, que no todas las matrices sombreadas son nulas. Sea

una columna no nula de una de estas matrices correspondiente a la incégnita . Dando al resto
de las incOgnitas distintas de ,, = 1,2, .., ,yde ,el valor cero, tenemos:

n+el = 1, n+62 = o5 ey +e| = 5 = 41 s =

1 n I> Ni+ g

lo cual nos da infinitas soluciones del sistema dando valores a . El sistema, por tanto, es in-
determinado.
¢) Si < 7, lamatriz escalonada de este sistema es de la forma

1240 0 g

Z
1 0 g
Z
Z
Z
-
A | < fila p

0O - 0 0 01

>
[

La( + 1)-ésima filade nos da la ecuacién 0 =1 y, entonces, el sistema es incompatible.

k * *

Finalmente, el sistema (1.1) se dice que es 0mog neo si todos los b = 0y no omog neo
si al menos uno de los b es distinto de cero.
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Al realizar operaciones elementales con la matriz ampliada

a; a, - |0
—-_ |81 8 - @y (0
Ani Qmy  t Amn 0

de un sistema homogéneo, la dltima columna estd siempre formada por ceros; por tanto, nunca
puede tener mds peldafios que la matriz escalonada de . Asi pues, para un sistema 0mMO0g Neo
= "y por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es siempre om atible.

Este resultado puede demostrarse mds facilmente observandoque =0, ,=0,.., ,=0
es siempre solucién de un sistema homogéneo; esta solucién se denomina la ol i n trivial. Si
un sistema homogéneo posee soluciones distintas de la trivial es indeterminado, y para esto es
necesario y suficiente, segin el teorema de Rouché-Frobenius, que = ~<n.

EJEMPLO E. Queremos demostrar que el sistema homogéneo

1t o= 3= 4=0
21_2+ 3_2420

es indeterminado. Realizando operaciones elementales con su matriz ampliada se tiene:
1 I -1 —1|0\ u [1 1 -1 —1(0Y\
— —
2 -1 1 —2]0 0 -3 3 0|10/
I 1 -1 —1]|0\ @ (1 O 0 —1]0Y\
—
01 —1 01]0 0|1 -1 010

Como 2= = < n =4, seobtiene el resultado deseado.
Sus soluciones se obtienen escribiendo el sistema correspondiente a la matriz escalonada

reducida:
1 T 4= 0}
27 3 =0

Haciendo ;= |, ,= , se tiene:

donde |y ,son nimeros reales cualesquiera.

* % *
Elmto o eeliminai n e Ga or an para resolver sistemas de ecuaciones lineales se
resume en los siguientes pasos:

1) Se localiza la columna que no conste completamente de ceros y que esté mas a la iz-
quierda.
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2) Se intercambia la fila superior con otra, para llevar un elemento diferente de cero a la
parte superior de la columna que se encontré en el paso 1.

3) Siel elemento que estd ahora en la parte superior de la columna encontrada en el paso 1
es a, se multiplica la primera fila por 1/a, para introducir el 1 principal.

4) Se suman multiplos apropiados de la fila superior a las filas de abajo, de manera que
todos los elementos debajo del 1 principal se conviertan en ceros.

5) Se cubre ahora la fila superior de la matriz y se empieza nuevamente con el paso 1
aplicado a la submatriz que queda. Se continia de esta manera hasta que la matriz com-
pleta quede en forma escalonada en las filas.

6) Empezando con la tultima fila diferente de cero y yendo hacia arriba, se suman multi-
plos adecuados de cada fila a las de arriba, para introducir ceros sobre los 1 principales.

EJERCICIOS 1.1

1. Encontrar todas las soluciones (si existen) de cada uno de los siguientes sistemas de ecua-
ciones lineales mediante el método de eliminacién de Gauss-Jordan:

a) 1= 1 b) 1t 2=1 _
1~ o2 =1 2,+,=0
2. Utilizar operaciones elementales para reducir las matrices dadas a su matriz escalonada
reducida.
1 3 7 4 0 0 1
a (6 -5 —1 2 b) |0 1 O
7 =2 6 1 1 00
-1
:1)’ 0 _:1)’ 2 31 —4 2
c d 1 21 =2 3]
) 3 -1 1 )
1 1 0 2 1
-1 1 -1

3. Resolver los siguientes sistemas mediante el método de eliminacién de Gauss-Jordan:

21+2+ 3:3 1+22+43:1
a) 1 2+ 320 b) l+ 2+33=2
31_2+23=2 2]+52+93=]

2,-2, + ,=-3
2, +3,+ 3—3,=—6
3,44, 3+2,= 0

(+3 .+ 5= 4= 2

21_ 2+33= 9
C) 31_52+ 3=_4 d)
4,-T,+ 3

I
)

1t 2t 3=3
2172_‘_33:4
31+ 2 3:3
21 _2320

31+ 2 3+ 24_ 7=O
e) 2,-2,+5,— T7,— 1=0 f)
_41_42+73_114+13=0
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+2,4+3 5= 2
1_ 2+ 3: 0 1_32+23=0
0 L, -, )y — 1 =2,+2,;=0
1 2 3
—2 4+ =
3,44,+35= 0 b2 0
+ ot st 4=
1 2 3_ 4_(5) .+ 35— 6=0
i) 2+ +24:1 B 1 +2,+25— 9=0p
l+2 3 4_0 1+22+23_10=0
1 2 -

4. Utilizar el teorema de Rouché-Frobenius para realizar un estudio del nimero de soluciones
de los siguientes sistemas:

l+22_ 3=1 21+ 2—5
31+22+ 3+ 4 5=3
a + ;=2 b ; c — =
) 2+ ) LT I 9
43, =3 ~ : [ +2,=0

5. Demostrar que el sistema

a1 T ap 2:0}
8 1 Tay,=0

es compatible indeterminado si y solo si a,,8,, — @,,8,; = 0.

1.2. RANGO DE UNA MATRIZ. ESTRUCTURA DE LAS SOLUCIONES

DE UN SISTEMA

En la seccién anterior se observé que el nimero de peldafios de 1a matriz escalonada reducida
de un sistema es importante para determinar la compatibilidad o incompatibilidad de un siste-
ma. En esta seccidn se relacionard este nimero con el importante concepto de rango e na
matri . Ademads, se estudiara la estructura de las soluciones de un sistema de ecuaciones li-
neales.

En los ejemplos de la seccidn anterior se ha observado que las soluciones de un sistema
pueden escribirse de la forma

(al’ a2’ (223} an)a
donde a,, a,, ..., a, son nimeros reales. Un elemento de esta forma recibe el nombre de ve tory
se denota por
a=(a, ay, ..., ay).
Los niimeros reales a, =1, 2, ..., n, reciben el nombre de om onente del vector &, a,
se denomina rimera om onente,a, eg N a Om onente, y asi sucesivamente. El vector O es

aquel cuyas componentes son todas nulas. Dos vectores @ = (a;, &,, ..., a,) y b = (b, b,, ..., b,)
son iguales, y escribiremos & = b, cuando a, = b,,a, = b,, ..., a, = b,
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Los vectores no solo aparecen como soluciones de un sistema de ecuaciones lineales, sino
que también aparecen en las filas o en las columnas de una matriz, en cuyo caso reciben el
nombre de vectores fila o vectores columna de la matriz. Por ejemplo, la matriz

1 2 0 1
2 1 30
-1 2 -1 1
tiene como vectores fila
a=(1,2,0,1), b=(2,1,3,0, ~=(-1,2, -1, 1)

y como vectores columna:
T=(,2, -1, e=(2,1,2, =(0,3, -1, g=(,0,1).

Nota. A veces, los vectores columna de una matriz se escriben en notacioén vertical de la
forma:

Las definiciones que daremos con vectores no dependen de la notacién que se utilice para
representarlos. En este texto aparecerdn las dos notaciones indistintamente.

Al resolver un sistema por el método de eliminaciéon de Gauss-Jordan se han realizado cier-
tas operaciones con los vectores fila de su matriz ampliada, que recibian el nombre de operacio-
nes elementales. Estas operaciones son la ma e ve tore :

a+b=(@,a,..a)+b,by...b)=(@ +b,a+b, .., a +b)
ylam Itiliain e nvetor or nn mero real
a= (al, Ay, ..oy an) =( a;, dy, ..., an).

Las operaciones con vectores poseen las siguientes propiedades, que se dejan como ejerci-
cio para el lector:

(S;) @+ b =D+ a(conmutativa)

(S,) (@-+b)+ " =a+ (b+ ") (asociativa)

(S;) 0+a=a+0=a

(S,) at+(—a=(—a+a=0,donde (—a)=(—1)a

M, @+b=3a+ b

M, ( +)a= a+ a

My (B=( )a

M, la=1a

Nota. El vector (—a) = (—1)a se denomina 0 e to de a.

Dado un conjunto de vectores {&,, @,, ..., @ }, una expresioén de la forma

161_'— 262+"‘+ a
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donde los , =1, ..., , son nimeros reales, se dice que es una ombina i n lineal de los
vectores dados.

Un vector @ se dice que es ombina i n lineal de los vectores &, @,, ..., @, si existen nime-
ros reales |, ,,.., ,talesque

a= 4, + ,4,+ -+ a.

El vector 0 es combinacién lineal de cualquier conjunto de vectores, ya que basta tomar
todos los = 0. La expresion anterior puede escribirse de la forma

a4+ .8+ + a+(—Da=0

donde no todos los coeficientes de los vectores son nulos (el coeficiente de des —1).
Esto sugiere la siguiente definicion.

Definicion 1.2.1

i) Un conjunto de vectores {&,, @,, ..., @ } es linealmente dependiente si existen nimeros
s 2, - DO todos nulos, tales que:

a, + ,a+--+ a=0.

i)  Un conjunto de vectores {d,, @,, ..., @ } se dice linealmente independiente si no es lineal-
mente dependiente, es decir, cualquier expresion del tipo

a, + ,4,+--+ a=0

implica necesariamente que ;= ,=---= =0.

EJEMPLO A. Queremos estudiar si los vectores @, = (2, 1) y @, = (1, 1) son linealmente de-
pendientes o independientes; para ello, tratemos de encontrar dos nimeros ;y , tales que:

12, 1) + (1, 1) = (0, 0).

Puesto que dos vectores son iguales si y solo si sus componentes correspondientes coinci-
den, la igualdad anterior puede escribirse de la forma

2,4+ ,= 0}
1+ 2=0
que es un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas. Realizando operaciones elementales
con la matriz de este sistema se tiene:

2 10\ & (1 1]0\ & [1 110
— —>
1 110 2 110 0 —11]0
hp (1 110 1 010
—_— —— .
0 110 0110

Como = =2 = nimero de incégnitas y el sistema es homogéneo, solo tiene la solucién
trivial ; = , = 0. Esto implica que los vectores &, 8, son linealmente independientes.

* & *
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EJEMPLO B. Para estudiar si los vectores @, = (1, 1, 3), 3@, = (0, 1, 2) y @, = (1, 2, 5) son
linealmente dependientes o independientes formamos la expresion

1(1’ 1’ 3) + 2(0, la 2) + 3(1a 29 5) = (O$ 01 0)

que puede escribirse de la forma:

Puesto que
Lo (o /1 0 1jOy /1 0 1]0
11 2fo] 2 o1 o] 2 (o]t 1]0
32 510 0 2 210 0 0 010
setiene que = = 2 < 3 = ndmero de incdgnitas y, por tanto, el sistema posee soluciones no

triviales: los vectores dados son linealmente dependientes.
Si queremos encontrar una combinacion lineal de los vectores anteriores, basta resolver el
sistema anterior; dicho sistema es equivalente a:

I + 3= 0}
2t 3=0
de acuerdo con las operaciones elementales anteriormente realizadas. Haciendo 5 = , se tiene
1 =—, 5= — .Como caso particular de  podemos tomar = —1, con lo cual | =1,

, =1, y se tiene:
1(1, 1, 3) + 10, 1, 2) — 1(1, 2, 5) = (0, 0, 0)

como se puede comprobar facilmente.

*k * *

En los ejemplos anteriores, se habrd observado que tinicamente es necesario escribir la ma-
triz cuyas columnas son los vectores dados y realizar en ella operaciones elementales para es-
tudiar la dependencia o independencia lineal de un conjunto de vectores. Si el nimero de pelda-
flos coincide con el nimero de columnas, los vectores columna son linealmente independientes
y, en caso contrario, son linealmente dependientes.

Definicion 1.2.2

i) Se denomina rango de un conjunto de vectores al mayor nimero de ellos que son lineal-
mente independientes.

ii) Se denomina rango de una matriz A, y se denota por r( ), al rango de sus vectores co-
lumna.
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El rango de los vectores del ejemplo A es 2, ya que son linealmente independientes. El
rango de los vectores del ejemplo B es menor que 3, ya que son linealmente dependientes.

En estos momentos, es conveniente resaltar la forma de calcular el rango de una matriz.
Dada la matriz

apr ap ajn

_ &1 axn an

Am1 Ama Amn

se consideran los vectores
ap ap ajn
_ a . a . a

a = 21 E, = :22 A= 2n
aml am2 amn

de entre los cuales hay que determinar el mayor ndmero de ellos que sean linealmente indepen-
dientes.

En primer lugar, es necesario estudiar si los n vectores son linealmente independientes, es
decir, si el sistema homogéneo

8+ ,a+ -+ ,d,=0 2.1)

posee Unicamente la solucién nula. En caso de que posea inicamente la solucién nula, el rango
de la matriz es n. Observar que para determinar si (2.1) posee soluciones no nulas tnicamente
es necesario reducir la matriz ~ a su forma escalonada reducida.

Si los n vectores son linealmente dependientes, es necesario estudiar si alguno de los posi-
bles subconjuntos de n — 1 vectores de entre los n anteriores es linealmente independiente.

Si estos subconjuntos de n — 1 vectores son todos linealmente dependientes es nece-
sario estudiar todos los subconjuntos de n — 2 vectores. El proceso termina cuando encontre-
mos por primera vez unos cuantos vectores de entre los anteriores que sean linealmente inde-
pendientes.

En teoria, calcular el rango de una matriz puede parecer complicado y largo. En la prictica,
sin embargo, resulta sencillo, como se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO C. Para encontrar el rango de la matriz

1 3 2 1
=11 0 —-1 -2
3 4 1 -2
comenzamos resolviendo el sistema
1 3 2 1

0
A1)+ o]+ 5[ =1+ 4/ -1]=|0
3 4 1 -2/ \o
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de tres ecuaciones con cuatro incégnitas. Puesto que

13 2 1 1 3 2 1 13 2 1
1o -1 —2|2 010 -3 - >i03 -3 -3
34 1 -2 0 -5 -5 - 0 0 0 0
13 2 1 10 —1 -2
1o 11 1) —1lo]1 1 1
000 0 00 0 0

el sistema posee soluciones no triviales. Por tanto, los cuatro vectores columna de la matriz son
linealmente dependientes.

Si tomamos tres de ellos, por ejemplo, los tres primeros, la matriz escalonada reducida del
sistema que forman es

1 0 —1
01 1
0 0 0

ya que se obtiene realizando las mismas operaciones elementales que antes sobre las tres prime-
ras columnas de la matriz. Estos tres vectores son, por tanto, linealmente dependientes.

El lector puede comprobar que cualesquiera tres vectores de entre los anteriores son lineal-
mente dependientes

Finalmente, si tomamos los dos primeros vectores, el sistema

1 3\ /0
1]+ Llo]=|o
3 4/ \o

tiene como matriz escalonada reducida

1 0
o1
0 0

y, por tanto, son linealmente independientes. Concluimos, entonces, que r( ) = 2.

*k & *

El lector habra podido observar en el ejemplo anterior que el rango de una matriz coincide
con el nimero de peldafios de su matriz escalonada reducida. Este resultado se demuestra a
continuacion.

Teorema 1.2.3

El rango de una matriz coincide con el nimero de peldafios de su matriz escalonada re-
ducida.
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Demostracion. Sea una matriz de la forma

ajp Qp o Qyp
_ |81 8xn - @
Ami Amp ot Qmn

y denotemos por @,, a,, ..., a, sus vectores columna. Sea el nimero de peldafios de una matriz
escalonada reducida de . Esta matriz escalonada reducida es de la forma:

n ny n3

WZ|\ 0
1 0
1

p

0

0

0

0

1 « fila p
0
El sistema homogéneo

1@, t 28, +--+ a =0

M

correspondiente a las columnas no sombreadas de la matriz tiene tinicamente la solucion trivial,
ya que su matriz escalonada reducida es

1 0 0 --- () columnap
1 0 0
1 :
-0
0 |1 |« fiap
0

Hemos demostrado, por tanto, que la matriz  posee al menos vectores columna lineal-
mente independientes.

El teorema quedard demostrado si probamos que no existen mds de  vectores columna de
que sean linealmente independientes.

Tomemos vectores columna @y, , dp,, ..., dn, de ,con > . El sistema

18m, T 28y, -+ ay =0 (2.2)

posee una matriz escalonada reducida con peldafios como méaximo, ya que la matriz esca-
lonada reducida de  tiene peldafios. Puesto que el sistema anterior tiene incognitas vy,
es mayor que , (2.2) es indeterminado. Por tanto, los  vectores dados son linealmente de-
pendientes.
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EJEMPLO D. Para calcular el rango de los vectores @, =(1, 1, 3),a,=(2,2,6) ya;=(2, — 1, 5)
escribimos la matriz

1 2 2
1 2 -1
3.6 5

cuyas columnas son los vectores dados, y realizamos sobre ella operaciones elementales:

12 2 1 2 2 12 2
12 -1 1o o 3)2» 00 1
36 5 00 —1 00 —1

1 20

EZ'FTIL-

0 0 0

Puesto que el nimero de peldafios de la matriz escalonada reducida es 2, del teorema anterior
deducimos que el rango de los tres vectores dados es 2.

* 0ok ok

El Teorema 1.2.3 nos permite reescribir el teorema e 0 robeni (Teorema 1.1.1)
utilizando el rango de una matriz, tal y como se hace en la mayor parte de la literatura matema-
tica.

e B
Teorema 1.2.4 (Rouché-Frobenius)

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas, con matriz de coeficientes

y matriz ampliada , se tienen los siguientes resultados:

i) Elsistemaes om atible etermina o siy solo si
rc)=r()=n.
ii) El sistema es om atible in etermina o si y solo si
r()=r()<n.
iii) El sistema es in om atible si y solo si

rc)y<r().

* * *

A continuacion, se realiza el estudio de la estructura de las soluciones de un sistema. Co-
menzamos con un sistema homogéneo de m ecuaciones y n incégnitas con coeficientes reales:

a1 tap T +a, =0
Ay tay Tty =0 2.3)

Ami 1+am2 2+"'+amn n:0
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Sabemos que todo sistema homogéneo posee la solucion trivial 0 = (0, 0, ..., 0) y, por tanto, es
compatible. Demostraremos a continuacién que, si es indeterminado, ha de tener infinitas solu-
ciones.

Proposicién 1.2.5

i) Si =(4 3 .., p) esuna solucién del sistema homogéneo (2.3), ~ es también
solucion del mismo sistema para todo nimero real
i) Si =(4 2 . p)yU= (v, 0y, ..., v,) son soluciones del sistema homogéneo (2.3),

~ + ¥ también lo es.

Demostracion. Si ~ es solucién de (2.3) se tienen las igualdades:
ap ptapt-t+a, =0
A 1 Tay »t - t+ay; =0
Amy 1+am2 2+ ”'+amn n:O-

Multiplicando por el nimero real cada una de estas igualdades se obtiene el resultado deseado.
Si, ademads, v es solucion de (2.3) se tienen las igualdades:

alll)l + 31202 + M + alnl)n = 0
a0 T Ay, + -+ Ay, =0
Aty +amvy + - + apav, = 0.
Sumando las correspondientes igualdades se obtiene:
ap(ptop)tap(,to)+-+ay(,to)=0
(T o)tap(,to)+ - t+ay(ato)=0
Am( 1 T v) T am( st v)+ o Fag( ,+tu) =0

lo cual prueba que ~ + ¥ es también solucion del mismo sistema.

4 N\
Proposicion 1.2.6

Si el sistema homogéneo (2.3) es indeterminado, existen vectores, |, ,, ..., , lineal-
mente independientes de manera que todas las soluciones de (2.3) son de la forma

1t 2t et

con los numeros reales. Ademas, =n — r( ), donde denota la matriz de los coefi-
cientes del sistema (2.3).

Es conveniente ilustrar con un ejemplo el resultado de la Proposicién 1.2.6.
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EJEMPLO E. Tratemos de encontrar las soluciones del sistema homogéneo

Realizando operaciones elementales con las filas de la matriz de sus coeficientes se obtiene:

2 -3 1 -1 2 1 3 =2 2 =2
3 0 -1 1 0] — |3 0 -1 1 0
1 3 =2 2 =2 2 -3 1 -1 2

1 3 -2 2 —2 13 -2 2 -2

—lo -9 5 -5 6|]—|0 1 -59 59 1,3
0 -9 5 -5 6 0 0 0 0 0
1 0 —13 13 -3

—{o]l1 -5/ 509 1/3)

0 0 0 0 0

Haciendo ;= |, 4= ,y 5= 3, setiene que

L
1_31 2 3
505 1

Las soluciones de este sistema pueden escribirse de la forma:

1 1 5 5 1
(12 3 4 5= g 1_5 2+33,§ 1_§ 2_5 3 1o 2 3|

! 3,9, T 2 3, 9, T ’ 3, T '

H—ISIOOA—*I*SOlo ﬂ—3*1001
1_3’9”a s 2 3’ 9,9$ y 37 | 3’$a

son linealmente independientes, ya que si tenemos
1t 2ot 53 =0,

igualando las tres tltimas componentes de la izquierda a cero se deduce que | = ,
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Observar, finalmente, que el nimero de vectores linealmente independientes es

3=n-—r().

Demostracion de la Proposicién 1.2.6. Supongamos, para simplificar, que la matriz esca-
lonada reducida de este sistema es de la forma

¥\

1 0 O 0 Uy U columna n = p + k
1 0 0 u21 i qu
B= 1 A :
0 0
| Ll uy oy | | filap
0
donde = r( ). Tomemos
%1 = (7 11> 215 =5 1» 1, O, cees 0)
ﬁ2 = (7 125 225 s 2 O, 1, cens 0)
T=( 0, T s e = 50,0, 0 D,

Por un razonamiento andlogo al del ejemplo E se concluye que toda solucion de (2.3) es de la
forma:

lal + 262 + .t

Ademds, los vectores |, ,, ...,  son linealmente independientes, ya que si tenemos una
combinacion lineal de ellos de la forma

1t 2t T =0

las n — ultimas componentes de cada uno de ellos producen las igualdades = ,=---= =0.
Por tanto, los  vectores dados son linealmente independientes.

*k * *

La estructura de las soluciones de un sistema no homogéneo se deduce de la estructura de
las soluciones de un sistema homogéneo.
Sea
a, tan, tta,,=b
a +a + -+ a =D
211 2 2 2n 2 2.4)
Ani 1 T am 2t T aAn 0 = by

un sistema de m ecuaciones con N incégnitas. Se denomina i tema omog neoa o ia oa(2.4)
al sistema que se obtiene sustituyendo los términos independientes b del sistema por ceros.
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Proposicion 1.2.7

Si ¥ es una solucién de (2.4), todas sus soluciones son de la forma ©» + ~, donde ~ es
solucién de su sistema homogéneo asociado.

Demostracion. Si — es otra solucién de (2.4) escribimos
T=5+( -9

y observamos que ~ = — ¥ es una solucién del sistema homogéneo asociado, ya que — y ¥
son ambas soluciones del sistema (2.4).

Las Proposiciones 1.2.6 y 1.2.7 nos permiten enunciar el siguiente resultado.

Teorema 1.2.8

Sea v una solucién de (2.4). Existen vectores |, o, ..., ,linealmente independientes,
tal que todas las soluciones de (2.4) son de la forma

5"_ 14)1+ 2‘>2+“'+ -

donde los |, ,,.., sonnuimerosrealesy ;, », .., son soluciones del sistema homo-
géneo asociado a (2.4).
Ademas, =n —r( ),donde es la matriz de los coeficientes del sistema.
N J
Nota. Laexpresionv + ,;+ , ,+ -+ = sedenomina ol i ngeneral el ite
may v se denomina una ol i n arti lar del sistema.

EJERCICIOS 1.2

1. Demostrar las propiedades (S,), (S,), (S3) y (S,), (M,), (M,), M5) y (M,) de la suma de
vectores y de la multiplicacién de vectores por un nimero real.

2. Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes o indepen-
dientes y en caso de que sean linealmente dependientes, encontrar una combinacion lineal
entre ellos:

a) {(1,2), (2 4}

b) {(3,5, 1), (2, 1,3)}.

c) {(1,2,3),(1,3,2),(0, -1, D}.

d) {(1,0,1,0),(2,1,3,1),(0,1,1, 1), (2,2, 4, 2)}.

3. Calcular el rango de los siguientes conjuntos de vectores:

) (2)-()

1 6 7

4N /1
() o (9

1
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5 —4 1

1 7 -6 9 3 )

d |0f,|1], 0 e)l, At
4 3 1

6 -2 2

4. Calcular el rango de las siguientes matrices:

4 -3 2 5 7
b3 74 6 -9 4 2 3
a) 6 -5 —1 2 b)
-1 05 7 4
7 -2 6 1
0 10 32
12 1 4
- 7?2 2 3 1 —4 2
o (11 3 2 -1 0 N
230 2 1)
32 -1 -2 0 1
110 21
01 0 2 0 -1

5. Estudiar su compatibilidad y encontrar la solucién general de los sistemas

+ — 53=1
' ? ’ 1 + 37 4=5
1 —2,+ 3=0 A0
— .=0 2t 3t 4=2
2 37

6. Demostrar que todo conjunto con n + 1 vectores de n componentes cada uno es lineal-
mente dependiente.

1.3. APLICACIONES LINEALES DE R” EN R™Y OPERACIONES
CON MATRICES

En esta seccion deduciremos las operaciones con matrices a partir de las operaciones que pue-
den realizarse con aplicaciones lineales. Tales operaciones con matrices serdn necesarias para
un estudio posterior de la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Comenzaremos con el
concepto de aplicacion entre conjuntos.

Dados dos conjuntos 'y , toda ley que asocia a cada uno de los elementos de un elemen-
to de como maximo se denominaunaa li @i n e en . Sirepresentamos esta ley con la
letra , se acostumbra a escribir : — ,locualselee e naaliain e en .El
elemento de asociado con el elemento de se escribe mediante ( ) y recibe el nombre de
imagen el elemento .

EJEMPLO A

1) Si R denota el conjunto de los nimeros reales, :R — R dadapor () =3 ,esdecir, a
cada ndmero real le asocia su triple, es una aplicacion.
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2) Si N denota el conjunto de los ndimeros naturales, 0, 1, 2, 3, ..., laley :N —> N que
asocia a todo nimero natural n su cuadrado, es decir, (n) = n% es una aplicacion.

3) Si ={1,2,3,4}y =/{1,2}ydefinimos (1)=1, 2)=1, 3)=2, 4 =2
(obsérvese la figura 1.2), se tiene una aplicacion de en

Figura 1.2

Nota. Cuando una aplicacion estd definida en un conjunto de ndimeros (naturales, enteros,
racionales, reales, etc.) y sus imigenes estdn también en un conjunto de nimeros, se suele utili-
zar la palabra n i nen lugar de «aplicaciéon». En algunos casos, se suele utilizar la palabra
tran orma i nen lugar de «aplicacién».

Dada una aplicacion : — se denomina imagen e ,y se denota por Im ( ) al conjunto
de todas las imdgenes de los elementos de , es decir:

Im(C)={(): € }.

En el ejemplo A.1), Im( ) =R;enel A2),Im( )= {0, 1,4,9, 16, 25, ...}, yen el A.3),
Im( )={1,2}.

Cuando el conjunto Im ( ) coincide con el conjunto final se dice que es una aplicacion

raye tiva; A.1) y A.3) son ejemplos de aplicaciones suprayectivas, mientras que A.2) no lo
es. Otra forma de comprobar que es raye tiva es estudiando si todo elemento de es
imagen de algin elemento de , es decir,

«paratodote ,existe € ,talque () =1».

Una aplicaciéon : — se denomina inye tiva si dos elementos distintos cualesquiera de
tienen distintas imagenes, es decir, , ‘e , # ' = () # (').Otraforma de comprobar
que es inyectiva es utilizando la negacién de la implicacién anterior, a saber:

« ()= () = = ».

La aplicaciéon del ejemplo A.1) es inyectiva, yaque ()= () = 3 =3y = =Y,
la aplicacién del ejemplo A.2) es también inyectiva, yaque (n) = (M) <n*=m?><n=m
(puesto que n, m € N); sin embargo, la aplicacién del ejemplo A.3) no es inyectiva, ya que

= 2yl#2

Una aplicacion que es a la vez suprayectiva e inyectiva recibe el nombre de biye tiva. La
aplicacién del ejemplo A.1) es biyectiva, y no lo son ninguna de las aplicaciones de los ejem-
plos A.2) y A.3).
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La operacion basica con las funciones es la om o i i n. Dadas dos aplicaciones : —
yg: —U,sedenomina om oiin e yg,y sedenotaporge alresultado de aplicar g a
la imagen mediante de cualquier elemento de , es decir,

ge ()=9C ().
EJEMPLO B. Si :R—>R estd dada por ()= 21 y g: R—>R estd dada por
g( ) = + 5, se tiene que
go ()=g( ()= ()+5=2—1+5= 244

Para que la composicidon de y g pueda definirse es necesario que la imagen de , es decir,
(), esté contenida en el conjunto de definicion de g, es decir ; asi pues, ©g no estd definida
amenos que g( ) = .Enelcasoenque ge y og puedan definirse cabe preguntarse si am-
bas coinciden, es decir, si la composicién de aplicaciones es onm tativa. La respuesta es, en
general, negativa, ya que en el ejemplo B tenemos

°g()= @ N=[O)P —1=( +5°>—1= 2+10 +24

que no coincide con go .
Sin embargo, la composicion de aplicaciones satisface la propiedad a 0 iativa, es decir:

(°g)e = °(ge)

si ,gy son tres aplicaciones para las cuales tienen sentido las composiciones anteriores. Este
resultado se deduce inmediatamente de la definicién de composicidén, ya que

(ege ()=CegmC (D= @ )=
= (@° ()= °(g° )().

El comportamiento de la composicion de aplicaciones con respecto a los tipos de aplicacio-
nes citados anteriormente queda expuesto en las siguientes propiedades, que se dejan como
ejercicio para el lector. Si : — yg: — U se tiene:

(C.1) y g inyectivas = (o inyectiva.
(C.2) y g suprayectivas = (o suprayectiva.
(C.3) y g biyectivas = go biyectiva.

*k * *

Una forma de definir una aplicacion es utilizando matrices. Sea, por ejemplo, la matriz

(1 —1
2 3
y sea R? el conjunto de todos los vectores ~ = ( ;, ,) con dos componentes reales; podemos
definir : R*> > R? mediante
O= (1 2D2=01= 22,13

Asi, por ejemplo,

1,5)=0—-52-1+3-5=(—4,17).
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En general, definimos R" como el conjunto de los vectores ~ = ( |, 5, ..., ,) de n compo-
nentes reales. Dada una matriz
& o @y
_ |81 8xn - @
an; @m0t 8mn

de m filas y n columnas, se denomina a li ai n lineal aoia a on a la aplicacién

: R" - R™ dada por
(ﬂ) = ( Is 29 =ee n) =

=@ 1tap st Ftannay g tay ot Ay,

(1)

: R* > R?* dada por

> Am1 1+am2 2+ "'+amn n)'

EJEMPLO C. La matriz

tiene como aplicacién lineal asociada
(1 2= ;+1 51 ;+0)=0(02 .

intercambia las componentes de todo vector ~ = ( ;, ,) de R%. Geométrica-

La aplicaciéon
= , (figura 1.3). (Esto es facil de

mente, refleja cada vector ~ = ( ;, ,)de R?en larecta ,
probar: jinténtalo!)

ELERS
If(f):(xza)ﬁ)
X
Figura 1.3

EJEMPLO D. La matriz

I
o o =~
o = o
o o o
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tiene como aplicacion lineal asociada : R* — R’ dada por
D= (1 2 3=
=1-3+0- ,+0- 30 ;,+1-,+0- 30 ;,+0- ,+0- 3)=(4, 20).

Geométricamente, proyecta todo vector de R en un vector del plano ; , cuyas dos pri-
meras componentes son las dos primeras componentes de ~ y su tercera componente es nula
(figura 1.4).

X =,(x1, X2, x3)

/ xz

®) =132, 0)

Figura 1.4

Las aplicaciones lineales tienen un buen comportamiento con respecto a la suma de vecto-
res y a la multiplicacion de estos por ndmeros reales:

4 N\
Teorema 1.3.1

Sea : R"— R™ una aplicacion lineal; para todo ~, y € R" y para todo niimero real r se
tiene:

= 0O+

iy a)=r ().

AN J

Demostracion. Por simplicidad, haremos la demostracién para una aplicacién lineal
: R* > R?, puesto que las ideas principales de la demostracién en el caso general estdn inclui-
das en este caso particular. Sea, por tanto:
B <a b)

lamatrizde y =(, 2),Y= (Y Y, Se tiene que
CH+Y= (C1+ty, 2ty)=@(,+y)+b(,+y), (;+y)+
+ (2t+ty))=(@, ,+ay,+b,+by, +y,+ ,+ y)=
=@ ;+b, 1+ pt@y+by, y+ y)=
(2t Yuy2= O+ ).
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Esto demuestra i). Para demostrar ii), sea ~ = ( |, ,) y I un nimero real. Se tiene que
()= (r,ry)=@r)+bry, (ry)+ (ry)=
=r@,;tb, + »=r ()
Esto termina la demostracion de ii) y, por tanto, la demostracion del teorema.
Nota. Combinando i)y ii) del Teorema 1.3.1 se tiene que
r+y=rO+

para todo ~, ¥ € R" y para cualesquiera nimeros reales ry .
El Teorema 1.3.1 se muestra graficamente en las figuras 1.5 y 1.6.

X
|
|
|
_ I
X |
| |
T
| |
f® |
|
|
) |
SE) =@ ) A
rf(®)=1(r%)
Figura 1.5 Figura 1.6

Este teorema permite demostrar que la imagen de una recta en R" mediante una aplicacién
lineal es otra recta o un punto; en efecto, si ~ + Iv es la ecuacién de la recta que pasa por el
extremo de ~ en la direccion de v (figura 1.7) se tiene que

C+rm)y= ()+r (v

debido al Teorema 1.3.1. Si () = 0 se tiene el punto (7),ysi (D) # 0 se obtiene una recta
que pasa por el extremo de (") en la direccion de (7).

/

Figura 1.7
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EJEMPLO E. Queremos hallar la imagen del cuadrado de vértices (0, 0), (0, 1), (1, 1) y (1, 0)
mediante la aplicacién lineal dada por la matriz

(21
1 2)
La recta (1) (véanse figuras 1.8 y 1.9) tiene por ecuacién 0 + rg, y, por tanto, se transforma

en la recta (1), que tiene por ecuacién

O+re)= O0)+r @)=0+r2-14+0,1-1+2-00=0+r(2, 1).

Anélogamente:
(2): 0+ ré, se transforma en (2'): 0+ r(1, 2)
3): (1, 0) + ré, se transforma en (3): (2, 1) +r(1, 2)
4): (0, 1) +ré;, se transforma en (4): (1, 2) +r(2, 1).
@) &
o 1(3,3)
3) |
f@)=01,2)F--== : | 1)
|
“ AR '
4’ I I
oA @) : i !
?T 0 flep=@2,1)
e;=(1,0)
é,=(0,1)
Figura 1.8 Figura 1.9

Con estos resultados se tiene que la imagen del cuadrado mediante  es el paralelogramo
limitado por las rectas (1'), (2), (3") y (4'), que tiene como vértices (0, 0), (2, 1), (3, 3) y (1, 2).

* * *

Las propiedades i) y ii) dadas en el Teorema 1.3.1 caracterizan a las aplicaciones lineales de
R" en R™. Se tiene el siguiente resultado:

e B
Teorema 1.3.2

Sea : R"— R™ una aplicacién que satisface:

) (C+yY)= )+ (y)paratodo ,yeR",

ii) () =r () paratodo € R"y todo nimero real r.

Entonces, es una aplicacion lineal con matriz  cuyas columnas vienen dadas por los
vectores  (€,), (8,), ..., (€,), donde € es el vector de R" con todas sus componentes
nulas, excepto la que ocupa el lugar , que es 1.
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Demostracion. Al igual que en la demostracién del Teorema 1.3.1 vamos a suponer que
: R* > R* supongamos que (€)= (1,0)=(a,b)y (€)= (0,1)=(, ). Utilizando i)
y ii) se tiene que

) (1 2= (11,0 + 0, D))= (& + ,8)=
=, @)t 2 E)= @b+ o, )=
=@;+ b+ .

Por tanto, es una aplicacién lineal que tiene como matriz

_[a
b .
Observar que la primera columna de es (€,) y la segunda es (€,).

EJEMPLO F. Tratemos de encontrar la matriz de un giro de 90°, g, en R? (el giro se considera,
salvo indicacidn contraria, que se realiza en sentido positivo, es decir, contrario al de las agujas
del reloj) (figura 1.10). La aplicacion g satisface 1) y ii) del Teorema 1.3.2 (jtratar de demostrar-
lo geométricamente!). Por el Teorema 1.3.2, g es una aplicacion lineal y su matriz tiene como
columnas

g€ =6=(@0,1
g€ =—€ =(—1,0).

A &,=g(e)

TN

—e€1=¢(&)

A
Sy

Figura 1.10

Por tanto,

Las aplicaciones lineales pueden sumarse y multiplicarse por ndmeros reales: dadas
:R"> Ry g: R"— R™ dos aplicaciones lineales y un nimero real, definimos la ma de
y g como la aplicacién + ¢: R" - R™ tal que

( +9O)=0O+g9g0), “eR
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ylamltiliain e or comolaaplicacion :R"— R™ tal que
()O= (), “eR
EJEMPLO G. Dadas dos aplicaciones lineales : R* - Ry g: R* - R? mediante

(1 2D=Cp 1+ 2,29)

g 1, 2 =10, 4, »)

se tiene que

( =200)=C (=291, )= (1, D+ (=291, 2=
=(p 1t 22910, =2, 2=y, 2= 1,0).

*k & *

La suma de dos aplicaciones lineales y g es una aplicacion lineal, ya que

(+C+y= C+Y+oC+y= O+ O +90O)+9y =
= O+gO)+ MW+ay=C +9O)+( +9y

y para todo niimero real r
(+u)= ) +gr)=r O)+rg)=rC +9)0);

por el Teorema 1.3.2 esto basta para probar que + g es lineal.

De manera similar, puede comprobarse que  es una aplicacién lineal si  lo es.

Si  es la matriz de la aplicacion lineal :R"— R"™y es la matriz de la aplicacion lineal
g:R"—>R™ + g tendrd una matriz cuya -ésima columna estd dada por ( + g)(€), debido al
Teorema 1.3.2. Puesto que ( + g)(€) = (€) + g(€) la -ésima columna de la matrizde + @
es la suma de las -ésimas columnas de las matrices de y ¢. A lamatrizde + g se le denomi-
namatri ma e Yy ,y, por tanto, si

a;p Qo Qg by by - by,
_ |81 8 - @y y _ [ Dy by - by,
Ani Qny 0 Amn bml bm2 e bmn

se tiene que

aj + by a,+bp,, ., a, by
L | % + 0y, 8y + Dy, o B+ Dy,
amn; T b amp T Bras oo @y T+ B

Observar que para poder sumar matrices el nimero de filas de 'y debe coincidir, asi
como el nimero de columnas de ambas matrices. Una matriz con m filas y n columnas se dice
que es una matriz de or en m x n, la cual corresponde a una aplicacién de R" en R™. Por tanto,
la suma de matrices solo es posible si ambas son del mismo orden.
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Sea
ro real. Puesto que
liza mediante —miltiliain e
( )E)= ( (&)), es decir,

Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales. Operaciones con matrices

una matriz de orden m X n asociada con la aplicacién lineal :R"— R™y un nime-
es una aplicacién lineal, tiene asociada una matriz, que se simbo-
or el n mero rea
veces la -ésima columna de :

— cuya -ésima columna es

a;p ap ajn ap ap A
_ |y axp Aon | ax (=593 ap
- . . . : - . . .
aml am2 amn aml am2 amn
En el ejemplo G las matrices de y g son
1 0 0 0
=11 1 y =11 0
0 2 0 1
Por tanto:
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
-2 =11 1[+(=2)|1 Of={1 1]|+|—-2 Ofl=|-1 1
0 2 0 1 0 2 0o -2 0 0

que corresponde a la aplicacidn lineal

— 29 (jcomprobarlo!).

& *

Estas operaciones que acabamos de definir con aplicaciones lineales y matrices tienen
propiedades similares a las propiedades (S,)-(S,) y (M;)-(M,) de la suma de vectores y de la
multiplicacién de vectores por un nimero real (ver seccion 1.2). Estas propiedades se enuncian
en el siguiente cuadro y se dejan como ejercicio para el lector.

b

Suma de aplicaciones lineales

~

Suma de matrices

S) fre=g+f
S) (fteth=f+@g+h
S) 0+ f=f+0=/

donde O es la aplicacioén nula

\(34) fHEH = +f=0, donde —f=(-Df

(S;) A+ B =B + A (conmutativa)
S,) (A+B)+ C=A+ (B+ C) (asociativa)
S;) 0+A=A+0=A4,
donde O es la matriz nula
Sy) A+ (—A)=(—A)+A=0, donde-4 = (—I)A/

Multiplicacion de aplicaciones lineales Multiplicacion de matrices B
por un nimero real por un nimero real
M) c(f+tg=cf+cg M) ¢c(A+B)=cA +cB
M,) (c+d)f=cf+df M) (c +d)A=cA +dA
Ms) c(df) = (cd)f M;) c(dA) = (cd)A
(M) 17 =7 M) 1A=A )
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El dltimo resultado de esta seccién es obtener una operacion con matrices que corresponda
a la composicion de aplicaciones lineales. Comenzamos con el caso particular de aplicaciones
de R? en R? o matrices (cuadradas) de orden 2 X 2.

Sean
_ <311 a12> y _ (bn b12>
A axpn Dy by

las matrices de , g:R> —» R% Tenemos que

ge ()=g° (1, 20=09( (1, 2)=9@; 1 tan 2y tay )=
= (b;y(a;; | T2 o) thi(@y |+ ay, o). by@ |+ an o) tby@y, | tay, )=

= ((buan +ay b)) |+ (ba, + bpan) o, (0553 + bpayy) |+ (b3, + byay) 2)-
Por tanto, go es una aplicacion lineal que tiene como matriz

<b11311 +bpay bya, + b12322>
byiay; + byay  bya, + byay,

que recibe el nombre de ro to e or

1 2 30
EJEMPLO H. Dadas :<O ]>y :<l 2>,tenemos que

(3 0\/1 2\ [3-1+0.0 3-2+0-1\ (3 6

1 2)\o 1) \1-1+2.0 1:2+2.1) \1 4

s (1 2\(1 2\ _ (11420 12421\ _ (1 4
o 1)\o 1) \o-1+1.0 0-2+1-1) \0o 1)

Recordemos que para que go tenga sentido es necesario que la imagen de esté contenida
en el conjunto inicial de g. Por tanto,

R"->R" . g:R">R.

Como la matriz de es de orden m X ny la matriz de g es de orden X m, para poder
calcular  es necesario que el nimero de columnas de coincida con el nimero de filas de
Gréficamente:

B — BA
px[  [xn pxn

Dada una matriz el elemento que ocupa el lugar (i, ), es decir, la interseccion de la
i-ésima fila con la -ésima columna, se denota por @;. Esto nos permite escribir una matriz

abreviadamente como (@; )i,y si es de orden m x n.
=1,..,n



36

Capitulo 1. Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales. Operaciones con matrices

Definicion 1.3.3

Dadas las matrices

= (by); y = (@)

L., 1,...m
L...m I,...n

de 6rdenes X my m X n, respectivamente, definimos el producto de B por A como la matriz
de orden X n cuyo elemento que ocupa el lugar (i, ) estd dado por

m

Z bi a = b“a] + bi282 + ..+ bimam
=1

EJEMPLO I. Dadas las matrices

/1 2 4 -
310/ 7

podemos calcular , ya que 2 X X 3, perono ,yaque 3 X x 3, El elemento
que aparece en el lugar (2, 1) de es

N = O
— W N

1
0
1

by@y, + bpay + byay =30+ 1-1+0-(—2)=1.

(1 2 4 ? ié B
310 B
-2 1 1
_<L0+21+M—D 1-2+42.3+4-1 L1+20+44>_<—6125>

3.0+1-1+0(—-2) 3:2+1-3+0-1 3-1+1-0+0-1 1 9 3

Ademas,

k * *

Como el lector puede suponer, el producto de matrices corresponde a la composicion de las
aplicaciones lineales que ellas determinan, en el orden adecuado.

Proposicion 1.3.4

Si  :R"—> R" es una aplicacién lineal que tiene a = (& )i—;. .. m COMO matriz y
=1..n
g: R" >R es otra aplicacién lineal que tiene a = (b;j);—, . como matriz,
n 0 o o o o :1’“"m
go : R"—> R es una aplicacion lineal que tiene como matriz

Demostracion. La -ésima columna de la matriz de go es
ge €)=9( ) =09, € +ae + - ta,e, =
=a,9(€) +a,9€) + -+ a, g€y
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en donde se ha utilizado la linealidad de ¢. Por tanto,

ge (€)=a; (b, by, o b)) + 3, (01s, by, oy b)) + - + @ O, Doy o B ) =

=@ by +abyp+ - +a,byy a by +ayby + -+ ay by,
ab,+ab,+ ---+a,b,=

m m m
:<Z ba,) bya,.., ) b a).
=1 =1 =1

ceey

m
De aqui se deduce que el elemento que ocupa el lugar (i, ) en es Y by a,queeralo que
=1

querfamos demostrar. La demostracién de que go es una aplicacién lineal se deja para el
lector.

Para finalizar esta seccion damos algunas propiedades de la composicion de aplicaciones
lineales y de la multiplicaciéon de matrices. Ya sabemos que la propiedad a o0 iativa se cumple
para la composicion de aplicaciones y, por tanto, se cumple también para la multiplicacion de
matrices.

La propiedad conmutativa puede que no tenga sentido, como en el ejemplo I, en el que no
puede calcularse  ,perosi .Inclusosi y  pueden calcularse, la propiedad conmutati-

va no se cumple:
I 0\/1 1\ /1 1 I 1\/1 0\ /1 2
0 2/\2 1 4 2 2 1J\0 2 2 2)

La asociativa y otras propiedades de estas operaciones se resumen a continuacion.

(C)) (hog)of = ho(gof) (C) (CB)A = C(BA)

(Cy) ho(f+g) =hof+hog (C,) C(A+ B)=CA+ CB

(C3) (h+g)of=hof+ gof (C3) (C+ B)A=CA+ BA

(Cy) (cg)of=geolcf) =clgof) (Cy) (cB)A = B(cA) = c(BA)

El producto de matrices nos permite escribir un sistema de ecuaciones lineales de una forma
muy sencilla. Dado el sistema

a1 tap T Fa,,=b
 tay T Fay,=h 3.1
Any 1 T am 2T -t ag, n:bm

de m ecuaciones lineales con n incdgnitas, si escribimos

o
2
»
3
)

»
e
=}
=}

o
3
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se tiene que

|
I
o

es una forma abreviada de escribir (3.1).
EJEMPLO J. El sistema

2,4+ ,— = 1
1 +2,=-2

se escribe con notacion matricial de la forma
21 -1\ " [ 1
1o 2J|°2 -2/

EJERCICIOS 1.3

1. Estudiar si las siguientes aplicaciones son inyectivas, suprayectivas o biyectivas:
a) RoR, ()= 2
b) g:N* SR, gn)=n’—n.
C) :Z—-27, ()=2,donde Z denota el conjunto de los niimeros enteros 0, + 1, +2,
+3,...y2Z = {0, £2, +4, +6, ...}.

2. Encontrar todas las biyecciones del conjunto {1, 2, 3} en si mismo.

3. Dadas : — yg@: — U demostrar que:
a) ,Qinyectivas = Q° inyectiva.
b) , g suprayectivas = geo suprayectiva.

C) ,gbiyectivas =- Qo biyectiva.

4, Dadas ()= *+4+7,9()=3 —5y ()=sen ,funciones de R en R, calcular:
a) ege b) ge g c) go o.
5. Escribir las matrices de las siguientes aplicaciones:
a (oo 3d=C1+ 22— 3.
b) (b D=C17 2 17222, -3,).
A (1 2D=C1n 2 2 1)
d) (b 2o =3 1— 21t 3
6. Dada :R?*—-R’mediante ( ,, ,)=(;+ 2, — ») hallar laimagen mediante de
las siguientes regiones:
a) {(, D:l< ;1 <2,0< ,<1}
b) {(1, D:—1< <1, -1<



10.

11.

12.

13.

14

15.
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Seccién 1.4. Inversa de una aplicacién e inversa de una matriz

Demostrar que : R* — R* dada por ( ;, ,) = ( ;, 3) NO es lineal. Dibujar la imagen
de la recta t(1, 1) mediante .

Hallar la matriz de un giro de 4ngulo ¢ en sentido positivo en R?.

Hallar la matriz de la simetrfa con respecto al plano =y en R’.
Dadas las matrices
1 50 4 1 3
2 1 8
= , =12 3 1], =10 2 4
3 27
4 0 6 7 6 5

1
5 4 3 1
=(1], =3 2), =<1 2>, G=<1 2>,
0
calcular:
a) (( +)) by ( + ) c) ((*-G)) d (*+ 33
e) 2 il 2(?-G>» g G.

Dadas las aplicaciones lineales
(1, )=C1 — 2 1 — 3 ,),calcular:

a) e°@+ ) b) cgeg c) o °g

Demostrar las propiedades (S)), (S,), (S3) y (S, y M), M,), M3) y (M,) de la suma de
aplicaciones y matrices y de la multiplicacién de éstas por niimeros reales.

(b D=C1+ 2 17 2,900, 2=C 11— 22Dy

Demostrar las propiedades (C,), (C5) y (C,) de la composicion de aplicaciones lineales y
del producto de matrices.

Escribir en forma matricial los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

+2 =4 a +3 —2y=a’

+y+ =7
a) —3y+2=3} b) 3y+2 + =1 c) 2 —ay+ =3
—T7y=3 y— +a =a

Desarrollar los siguientes sistemas escritos en forma matricial:
30 1

4 2 < ‘> =|0].
\s

31 4 3
o (a6 e

1.4. INVERSA DE UNA APLICACION E INVERSA DE UNA MATRIZ

Dada una aplicacién

— decimosqueg: — es nainvera e si

a) go ()= ,paratodo € ,y
b) og(t) =1, paratodote
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Si definimos () = paratodo € e (t)=tparatodote (las cuales reciben el nom-
bre de a li a ione i enti a ) las condiciones anteriores @) y b) se escriben de la forma

go = y og:

La inversa de una aplicacién : — | si existe, es unica. En efecto, si g, §,: — fueran
dos inversas de , paratodote

g =90 M =g;°o( oG = (g;° )(G(D) = (9(1) = Ga(D)

donde se ha usado la propiedad asociativa de la composicién de funciones.

EJEMPLO A
1
1) Si ()=2 + 3 es una aplicacién de R en R, g()=§ — 5 es una inversa de ,
ya que
~ LI BN O A
g ()—g(())—2 () 2—2( ) 5~
y

13
°g() = (g())=29()+3=2<5 —5>+3=

2) Si :R?— R?es la simetria con respecto a una recta, es su propia inversa, ya que

Figura 1.11

La inversa de una aplicacién no siempre existe. Si  : {1, 2, 3} — {1, 2} es la aplicacién
dada por (1)= (3)=1, (2)=2, no posee inversa. En efecto, si g: {1, 2} — {1, 2, 3}
fuera una inversa de  tendriamos que

I=ge (I)=g° (3) =3

lo cual es una contradiccion.
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Si existe la inversa de una aplicaciéon  se dice que es invertible y la inversa de  se
denota por ~'. Ya hemos probado que la inversa, si existe, es tnica.

A continuacién damos una condicion necesaria y suficiente para que exista la inversa de
una aplicacion.

Teorema 1.4.1

Sea : — unaaplicacidn. La aplicacion es invertible si y solo si  es biyectiva.

Demostracion.  Supongamos, primero, que es invertible y sea g: —  su inversa. Si

()= (') tenemos que go ()=geo ( ')y, portanto, = ';esto prueba que es inyectiva.
Para probar que  es suprayectiva, sea t € y tomar = g(t); entonces ()= (g(t)) =
= ( og)(t) = t. Esto prueba que es biyectiva.

Supongamos ahora que es biyectiva. Dado t €  definimos ¢g(t) = de manera que

() =t. La aplicacion g es la inversa de , ya que

ge ()=g9( () =9® =

ogH) = ()= ()=t
EJEMPLO B

1) Sea :R*"—>Rdadapor ()=1log (logdenota logaritmo neperiano), donde R* es
el conjunto de los ndmeros reales positivos. Esta aplicacién es inyectiva ya que
log =logy = =y, y es suprayectiva ya que si y € R, tomamos = €'y tene-
mos que log = loge’ =y. Por tanto, es invertible.

Claramente, su inversa es la aplicacién g: R > R™* dadaporg( ) =e .
2) Sea :R—->R dada por ()=2 — 1. Esta aplicacién es inyectiva ya que
()= () = 2 —1=2y—1, de donde se deduce que =Y; es, ademads, su-
prayectiva ya que dado y € R podemos encontrar € R tal que 2 — 1 =y; basta tomar

1
= 3 (y + 1). Por el Teorema 1.4.1, es invertible.

Su inversa se ha encontrado en la demostracion de la suprayectividad:

=L+
O=5C+D

*k * *

Pasamos ahora a calcular la inversa de aplicaciones lineales de R" en R"; comenzamos de-
mostrando que si una aplicacién lineal : R" — R" es invertible, su inversa ~': R" —» R" es
también una aplicacidn lineal.

Teorema 1.4.2

—1

Si : R"— R" es una aplicacién lineal invertible, : R" - R" es también una aplica-

cién lineal invertibley ( ~ ")~ ' = .
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Demostracion. Lo tnico que es necesario demostrar es que ' es lineal. Si ~, ¥ € R" se
tiene

o NCHP =Ty =0 O+ 0 Tg) =
= 'O+ o= 'O+ o,

Puesto que  es inyectiva por el Teorema 1.4.1,

Iy = O+ o

('C+y

Finalmente, si ~ e R", r e R,
('y=rc M =r=rO=r 'Y=« ')
y de nuevo puesto que es inyectiva debido al Teorema 1.4.1 se tiene que
S =r 0
Estas dos propiedades son suficientes para asegurar que ' es lineal debido al Teorema 1.3.2.

*k & *

Si : R"— R"es una aplicacion lineal, su matriz asociada es de orden n X n'y, por tanto,

el numero de filas coincide con el nimero de columnas. Estas matrices se denominan a ra
a y se dicen de or enn en lugar de orden n X n.

Si :R"—>R"es invertible, suinversa ~': R" - R" es también una aplicacién lineal y su
matriz asociada es también cuadrada y del mismo orden que .La matriz recibe el nombre
deinver a e y sedenota mediante = ' Como la inversa de una aplicacién es tnica, la
inversa de una matriz es también tnica.

Puesto que la matrizde o ~'es ylamatrizde ~'o es (ver los resultados obteni-

dos en la seccion 1.3) se tiene que es la inversa de  si y solo si

~ y = n

donde |, es la matriz identidad de orden n, es decir, la matriz con no en la diagonal principal
y ero en el resto:

1 0 0
0 1 0
nT o :
o o0 - 1

EJEMPLO C. Intentamos calcular la inversa de la matriz
(21
4 3)

12 . .
Sea = < ) su inversa. Puesto que = ,, se tiene
3 4

2 1N/, 10 2.0+ 5 2,4+ 10
— @ = .
4 3)\, 0 1 4,43, 4,+3, 0 1
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Igualando los elementos de las matrices se tienen los siguientes sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas:

2,4+ =1 2,+ 4=0
@1 4.2).
4,4+35=0 4,+3,=1

Para resolver (4.1) escribimos:

2 11\ w (21 N a (2 0] 3\ 5 (1 0 32
— — —
4 310 0 1| -2 0 1| -2 0[1] —2

de donde deducimos | = 3/2, ;= —2.
Para resolver (4.2) escribimos:

2 1|1\ wn (2 1|10\ uwp (2 O —1\ 4 1 0| —1/2
— — —
4 310 0 111 0 1 1 0|1 1

de donde deducimos , =—1/2, ,=1.

Por tanto:
(32 —1)2
-2 1)
Podemos comprobar que = 5
32 —1/2\(2 1)\ _ 3-2 32-32\ (1 0
-2 1/\4 3 —4+4 —-2+3 0 1)
k * k

En el ejemplo anterior se observa que las operaciones elementales que se han realizado para
resolver los sistemas (4.1) y (4.2) son las mismas. Esto sugiere que el cdlculo de la inversa de

1 0
podria haberse realizado a la vez con una matriz que incluyera las columnas <0> y < >;

1
2 1|1 0
4 310 1
que es una matriz de orden 2 X 4 de la forma ( | ,). Realizando operaciones elementales en
esta matriz se tiene:

2 171 0V &y (2 1 I 0\ ip (2 O 3 -1 p (1 032 —1/2
— — —
4 3|10 1 0 1]|-2 1 0 1|-—-2 1 0 1| -2 1

es decir, ( | b,
Esta forma de proceder se puede generalizar para matrices N X n. Vedmoslo en un ejem-
plo 3 x 3.

es decir:
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EJEMPLO D. Para calcular la inversa de la matriz

1 2 0
=(0 1 3
2 -1 -8
escribimos
1 2 0|1 0 O 1 2 0 1 0 0 1 2 0 1 0 0
0 1 3101 0)]—=10 1 3 01 0)]-1{0 1 3 01 0
2 -1 - 0 0 1 0O —5 —8| -2 0 1 00 7] -2 51
1 20 | 0 0 1 2 0 1 0 0
- 10 1 3 0 1 O]l =10 1 0 6/7 —8/7 —3/7
0O 0 11| —2/7 57 1/7 0O 0 1| —2/7 5/7 1/7

1 0 0] =57 16/7 6/7
- (0 1 O 6/7 —8/17 —=3/7
0 0 1] =277 57 177

Por tanto, es invertible y

—5/7  16/7 6/7
= 6/7 —8/7 —3/7).
—2/7 5/7 1/7

(Comprobarlo calculando ~'- )

EJEMPLO E. Tratamos de encontrar la inversa de la aplicacién : R*> —» R? dada por
(5, 2=0B@ +2, |+2,).Puesto que la matriz de es

-(2)

tenemos
3211 0 1 210 1 1 210 1
(1= - - _ -
1 210 1 3 211 0 0 411 3
1 2 0 1 1 0 12 —12
- — .
0 1| —1/4 3/4 0 1| —1/4 3/4
Por tanto, ! tiene como matriz

(12 12\
_<—1/4 3/4)’
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en consecuencia:

- 1( ) = 1 _ l _ 1 + %
o2 Yl Ty T 1T
(jcomprobarlo!).
El lector se preguntard si existe alguna forma de determinar si una matriz cuadrada  posee

inversa sin necesidad de calcularla. La respuesta es afirmativa y la produce el teorema de Rou-
ché-Frobenius (ver Teorema 1.2.4).

Supongamos que = (@j)i=y, oY = ()i=1, _neslainversade ;puestoque - = |,
se tiene que =L..n =1..n
aip A A [ 0
a a - a :
ST 2 ={1| para =1,2,..n, (4.3)
Any Aot Ay n 0

lo cual constituye n sistemas de n ecuaciones, cada uno con n incégnitas y todos con la misma
matriz de coeficientes
Si  posee una inversa, como es unica, cada uno de los n sistemas anteriores es compatible
determinado. Por el teorema de Rouché-Frobenius se ha de tener que r( ) = n.
Reciprocamente, si r( ) = n, cada uno de los sistemas anteriores posee solucién tnica, ya que

rc)=r 1 =n.

Ademds, para calcular las columnas de la matriz  tenemos que resolver cada sistema de (4.3)
realizando las mismas operaciones elementales con las filas de la matriz . Es decir, basta apli-
car el método de eliminacién de Gauss-Jordan a la matriz (| ).

Por tanto, hemos obtenido el siguiente resultado:

Teorema 1.4.3

Una matriz cuadrada de orden n es invertible si, y solo si, r( ) = n. En este caso, para
calcular la inversa de  se reduce la matriz ( | ,) ala matriz ( ,| ) mediante operaciones
elementales con sus filas, y entonces ' =

Como aplicacién, observar que la matriz

1
=10
1
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no posee inversa, ya que

1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 0 2
01—1—>o1—1_>01_1_,_|01_1
1 3 —1 0O 1 -1 0 0 0 0 0 0
y, por tanto, r( ) =2 # 3.
* k k
Proposicion 1.4.4
Si : — yg: - Usoninvertibles,ge : — Uesinvertibley(ge ) '= ~'og "

Nota. De la Proposicion 1.4.4 se deduce que si y ¢ son aplicaciones lineales con matri-
ces y ,respectivamente, ( ) '= ' ! siempre que existan las inversas.

Demostracion. Basta probar que ( ~'og o(ge )=y (go )o( 'og )= . Te-
nemos que si € se tiene

( “leghHe(@ed()= '@ M@ (= '@ legt (= "' ()=
y andlogamente, si € U se tiene
(go Yo( “legThH() =

EJEMPLO F. Tratemos de calcular () !, donde

)y =03

Puesto que
(32 —12\ . 1 12 —1/2\ .
= <_2 l> (ejemplo C) y <_ 1/4 3 /4> (ejemplo E)
tenemos que
( yl= 1 1o 12 —1/2\/3/2 —1)2 _
—1/4 3/4)\ —2 1

B 34+1 —1/4—1/2\ 7/4 —3/4
_<—3/8—6/4 1/8+3/4>_<—15/8 7/8)‘

k * k

Para finalizar esta seccién aplicamos los conocimientos adquiridos para resolver algunos
sistemas de ecuaciones lineales.
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Supongamos que  es una matriz cuadrada de orden n e invertible y tratemos de resolver el
sistema ~ =Dh.Si ' denotalainversa de tenemos que

‘(= "b

y, por tanto, ~ = 'h.
EJEMPLO G. Tratemos de resolver el sistema

1 2 0\/, 14
O 1 3 2| = 7
2 _1 _8 3 O

dado en forma matricial. La matriz de este sistema es invertible como se ha visto en el ejemplo
D, en donde también se ha calculado su inversa. Por tanto:

. 1 2 0\ '/14 —-5/7 16/1  6/7\ [14 6
=0 1 3 7= 67 —-87 -3/7|| 7|=|4
; 2 -1 -8 0 -2/7 571 17/\0 1

(jcomprobar el resultado!).

EJERCICIOS 1.4

1. Demostrar que las aplicaciones :R*—R* dada por ( ;, ,)=( 1+ 5 ;+2,)y
g: R* > R?*dadaporg(,, ,)=@2 ,— , — ; + ,) soninversas una de la otra.

2. Dadas ()=3 —2 y g()=cos , aplicaciones de R en R, calcular ge ~' y

“ly og.
3. Se denomina rango de una aplicacidn lineal al rango de su matriz asociada. Calcular el
rango de las siguientes aplicaciones lineales:
a (1 2=0 4 2.
b) (1 2 3)=Ci+ 2+ 5 1 +2,+35 = =35,
Q) (1= t2,+ 5 = 1 +2,+ ).
d) (b D=0+ 20, 1+ ).
) (123 D=1 1T o 1T o+ 5+ o+ 5+ Y

4. Encontrar, si es posible, la inversa de las siguientes matrices:

1

0 (1) w0 o 21 1
11 2

323 31 4

1 2 3 4

O . A T BT R

)133 e)315 "2 72 e 0

14 17
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5. Encontrar la inversa de cada una de las siguientes matrices de elementos reales:
1 0
a
a
0
0

c)

o O =
S = O
- O

0 0
d [0 a ,a#0.
a 0

6. Encontrar, si es posible, la inversa de las siguientes aplicaciones lineales:
a (oo )=+ o+ 3,2+ 5 |+ ,+23.
b) (1 2)=C1+ 5 11— 2, eR

7. Encontrar 'y resolver el sistema ~ = b para:
-3 1 1 16
1 a\ = 1 _
a) = , b= b) = 2 6 5|, b={—-16
0 1 2
-5 7 6 32
2 1 5 1/6
¢ =|0 3 1], b=[-2/6
0 0 -1 0
Biografia

arl rieri Ga nai el 30 de abril de 1777 en Brunswick, un pueblecito que actual-
mente pertenece a Alemania. Impresionados por su habilidad para las matemadticas y los idio-
mas, su madre y sus profesores le recomendaron al Duque de Brunswick, quien le proporcioné
la ayuda econdmica necesaria para estudiar en la Universidad de Gottingen.

Cuando solamente tenia 19 afios Gauss realizé uno de los descubrimientos mds espectacula-
res de las matematicas del siglo XVIII: fue el primer matematico que construyé un poligono
regular de 17 lados utilizando solamente regla y compds. Euclides sabia como construir poligo-
nos regulares de 3, 4, 5 y 15 lados, asi como aquellos que se obtienen duplicando estos. Anima-
do por su descubrimiento, Gauss logré encontrar una solucién algebraica al problema de cons-
truir con regla y compds un poligono regular de n lados y desarroll6 un criterio basado en la
teorfa de nimeros con el cual puede decidirse si un poligono regular de un cierto nimero de
lados puede construirse geométricamente.

En 1799 se le concedi6 el titulo de Doctor por la Universidad de Helmstedt (Alemania). En
su tesis, Gauss dio una demostracién del teorema fundamental del dlgebra, en el que se muestra
que toda ecuacién algebraica con coeficientes complejos tiene soluciones complejas. Los nu-
meros complejos, cuya formulacion actual se debe, entre otros, a Gauss, se estudiardn en el
Capitulo 3.

A los 24 afios publicé una de las obras mds completas de la historia de las matematicas; se
titulé i 1 itione ritmeti ae y en ella formul6 conceptos y métodos de enorme importancia
en el desarrollo posterior de la Teoria de Nimeros.

El Duque de Brunswick financié tan generosamente sus investigaciones que en 1803 pudo
renunciar a una oferta de profesor en la Academia de Ciencias de San Petersburgo. En 1807 fue
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nombrado profesor de Astronomia y director del observatorio de la Universidad de Gottingen,
en donde permanecié durante toda su vida.

En 1801, Gauss tuvo la oportunidad de aplicar su habilidad matemadtica y sus ideas en el
campo de la astronomia. El primer dia del afio fue descubierto un asteroide, que posteriormente
seria llamado Ceres. A pesar de que pudo ser observado durante 40 dias, ningiin astrénomo fue
capaz de calcular su 6rbita. Con solamente tres observaciones, Gauss desarrollé una técnica
para calcular su drbita de manera que Ceres pudo ser localizado facilmente a finales de 1801 y
comienzos de 1802. El método utilizado en sus cdlculos fue publicado en 1809 en su libro

eoria ot or or m oele ti m; este método continda utilizandose actualmente, con lige-
ras modificaciones, en los cdlculos que se realizan con ordenadores.

Carl Friedrich Gauss contribuyé de manera decisiva al desarrollo de varias ramas de la ma-
temadtica durante el siglo XIX.

Murié el 23 de febrero de 1855 y poco después de su muerte se pusieron en circulacion
varias monedas en su honor.
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Introducciéon

2.1.

En el capitulo anterior se ha llegado a la conclusion de que un sistema de ecuaciones lineales de
la forma

“=b
es muy facil resolver si se conoce la inversa de la matriz . También alli se dio un método para
calcular la inversa de una matriz, basado en la realizacién de operaciones elementales con sus
filas.

En este capitulo introduciremos el concepto de eterminante e na matri , que nos permi-
tird obtener una féormula para calcular la matriz inversa de una dada. Las propiedades de los
determinantes, basicas en este capitulo y en muchos de los restantes, seran estudiadas minucio-
samente.

En particular, estableceremos la relacion entre el rango de una matriz y la anulacién de cier-
tos determinantes, lo cual nos permitird encontrar una férmula para resolver sistemas de ecua-
ciones compatibles.

DETERMINANTES DE MATRICES DE ORDEN 2 Y DE ORDEN 3

Dado el sistema

a1+b2=el} (L

1t =6

de dos ecuaciones con dos incdgnitas, intentamos buscar condiciones sobre los coeficientes del
sistema para que posea solucion Unica. Por el teorema de Rouché-Frobenius (Teorema 1.2.4)
esto se cumple solamente cuando
a b
r =2

Realizando operaciones elementales con las filas de la matriz de los coeficientes, se tiene:

=ab sa, (@ b ,—, fa b
a a 0 a —b /)

Sia —b esnulo, la matriz de los coeficientes del sistema tiene rango inferior a 2 y, por
tanto, el sistema (1.1) no tiene solucion unica.

Bajo la condicién de que el ndimero @ — b sea no nulo, el sistema (1.1) tiene solucién
tnica. Multiplicando la primera ecuacién por y la segunda por b y restindolas se obtiene

(a —b)1=el —62b
Por tanto:

e, —eb
" a —b
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Multiplicando la primera ecuacién por y la segunda por a y restando la primera de la segunda
se obtiene

@ —b),=ae,— e.
Por tanto,

Dada la matriz

- <a b>
el nimeroa — b , aella asociado, recibe el nombre de eterminante e vy se denota median-
te | |. Por tanto, hemos demostrado el siguiente resultado:

e — ™
Proposicion 2.1.1

El sistema (1.1) posee solucién tinica si y solo si el determinante de la matriz de sus coefi-
cientes es no nulo. Ademas, sus soluciones se calculan mediante las férmulas

e, b a e
& _ €,
' la b’ Y 27, b"
N J

Las férmulas anteriores reciben el nombre de regla e ramer para la resolucion de siste-
mas compatibles determinados de dos ecuaciones con dos incégnitas.

Observar que las soluciones se obtienen como fracciones que tienen como denominador el
determinante de ; el numerador de la fraccién de | es el determinante de la matriz que se
obtiene sustituyendo la primera columna de la matriz ~ por el vector columna que aparece a la
derecha del sistema (1.1); el numerador de la fraccidon que determina , es el determinante de la
matriz que se obtiene sustituyendo la segunda columna de la matriz ~ por el vector columna
que aparece a la derecha del sistema (1.1).

21_ 2:1}
1+32:0

EJEMPLO A. El sistema

tiene solucién unica ya que

‘2 1‘=2-3—(—1)-1=6+1=7.
1 3
Su solucidn es
1 -1 2 1
_‘0 3‘_3 _‘1 O‘_—l
A A B
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En el siguiente resultado se reunen propiedades importantes de los determinantes.

e N
Teorema 2.1.2
. |lata b+b a b a b a b ab a b
)] = F , = +, |
+ +
ii) Si eslamatriz que se obtiene a partir de una matriz multiplicando una cualquie-
ra de sus filas por un nimero real r se tiene que | | =r| |.
iii) Si esla matriz que se obtiene a partir de  intercambiando dos de sus filas se tiene
oque| == |
iv) Si esla matriz que se obtiene a patir de  sumando un multiplo de una filade a
otra fila de se tiene que | | =] |.
v) El determinante de la matriz identidad es 1.
N J

Nota. Las propiedades i) y ii) son las que determinan la linealidad por filas del determi-
nante. Las propiedades ii), iii) y iv) nos muestran el comportamiento del determinante frente a
las operaciones elementales con las filas de una matriz.

Demostracion.  Unicamente demostraremos la primera parte de i) dejando el resto de las
demostraciones para el lector debido a su sencillez. Utilizando la definicién de determinante se

tiene que:

+a b+
are =@+a) — (b+b)=a +a — b—- b=

=@ - bh+@ — b)= a b

ab‘
+

que era lo que queriamos demostrar.

Observacion.  El determinante de una matriz de orden 2 con dos filas iguales es nulo:

a b
b

’=ab—ab:O.

k * k

A continuacion pasamos a estudiar una posible definicién del determinante de una matriz de
orden 3. Para ello supongamos que el sistema

a1 tap,tas;=Dh
A tay ,Tans3=h (1.2)
a3 | tap ot as; 3=Db;

de tres ecuaciones con tres incognitas tiene solucion unica. Para encontrar esta solucién multi-
plicamos la primera ecuacién por

Ay Ay
a3 i3
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la segunda por
A A
a3 s

y la tercera por
a3

Ay A3

y las sumamos. Después de realizadas las simplificaciones adecuadas se obtiene:

p x| app a3 app A _
ap 21 31 1=
a3 33 3 ds3 Ay Ay
a a a a a a
—p, R 8| _p |2 F) 1A Al
a3 33 a3 a3 8y a3

Por analogia con el caso del sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas denominamos
eterminante e la matri

a;p ap ap
Ay dyp dAxy
A3 a3 adx

a la expresion que multiplica a ; en la férmula anterior.

Una forma sencilla de recordar esta definicion es haciendo uso de los conceptos de matriz
a  ntade un elemento y de menor. Dada una matriz (a; ); —_; , . ,se denomina matri a n
ta del elemento que ocupa el lugar (i, ) a la matriz que se obtiene eliminando la fila i y la
columna de la matriz dada, y se denota por ;. El determinante de ; se denomina menor del
elemento que ocupa el lugar (i, ), es decir, a; .

Por ejemplo, en la matriz

1 0 -2
A={2 1 3
5 -1 7
1 | o] —2
| N /5 3
Ap=|2| 1] 3= y JApl=14-15=—1
5 7
5 =1 7
mientras que
1 [ 0] —2
1 -2
An=1|[2 | 1] 3]]= s ) v lAnl=7+10=17
5 [-1] 7

Con estas notaciones podemos dar la siguiente definicion.
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Definicion 2.1.3 (Determinante de una matriz de orden 3)

Dada la matriz
Q; ap a3
Q) Axp Ay
a3 azx ass

definimos su deter minante mediante la férmula

[ [=apl 1l —anl ol +as 5l
EJEMPLO B
1 20 1| 2 0] 112 0 112 0
2 1 3/=1| 2|1 3|=2| 2|1 3[+n] 2|1 3|=
-1 1 2 —1/1 2 —1]1 2 —1] 1 2|
b 3P O+(—1)2 0—1(—1)—2(4)+(—1)6——15
1 2 1 2 1 3 '

k * k

Si desarrollamos la expresion que nos da el determinante de una matriz de orden 3 se obtie-
nen los siguientes seis productos:
| [ = a11(@2833 — 8383) — ay(@833 — Aj383,) +
+ 831(a1p83 — @138y) = @1182833 T 8y@1383, T
831812853 — 83,8;38 — 8812833 — 838383,
Los términos positivos de esta expresion son los productos de los términos de la diagonal prin-

cipal de y los productos de los términos que ocupan los vértices de los tridngulos de la figura
adjunta:

ap_ dpp ap
as, a»3| (términos positivos).

dz; 4z a4z
Un resultado andlogo se obtiene para los términos negativos:
ap_dpp a3

ar; a»3| (términos negativos).

daz; dzp d3z

Esta regla nemotécnica puede emplearse para calcular determinantes, pero solo funciona
con matrices de orden 3.
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EJEMPLO C. Los términos positivos del determinante de la matriz

1 =2 3
= 5 0 -2
-1 1 1

son

1 2 3
5%{—2 101+ (=2)(=2)(—1)+5-1-3=11
-1 1 1

y los términos negativos son

1 —2 3
5%2 (=1D-0-3+1-1-(=2)+5(=2)-1=—12.
-1 1 1
Por tanto, | | = 11 — (—12) = 23 (jcomprobar el resultado utilizando la definicién!).

*k * *

A continuacion probamos que el determinante de una matriz de orden 3 tiene propiedades
andlogas a las enunciadas en el Teorema 2.1.2 para determinantes de matrices de orden 2. Con-
cretamente:

Teorema 2.1.4

Las propiedades andlogas a i), ii), iii), iv) y v) del Teorema 2.1.2 son ciertas para matrices
de orden 3.

Demostracion. i) Sila primera fila es suma de dos se tiene:

a; +aj; a,tap a;tag;

Ay A3 app +aj, a;taj;
2531 [25)) a3 = (a;; +aj)) — dy +
3 A3z Az asz
as; asp as;
+a aptap a;tags ayp 3| a5 a3 a2 43 4
31 =ap 21 31
25)) ;3 a3 s a3 a3 dy Ay
ta Ap Gy aj;;  ajs ap | _
11 21 31 =
32 A3z A3 i3 Ay Ay

a;p QA aj aj aj;
=l 8yp Azt (A An 8y
dz; a4z ds3 31 a3 ds

en donde en la segunda igualdad se ha utilizado la propiedad i) del Teorema 2.1.2. Igualmente
puede demostrarse cuando la suma aparece en las filas segunda o tercera.
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ii) Si multiplicamos una fila de una matriz (por ejemplo, la segunda) por un nimero real r
se obtiene:

a4 ap

ra ra a a a
ray fay, fayl=ay| - P -ray| 0 Plday| 2 P =
A3 Az A3 i3 ray, ray;
a3 Az g3
a; ap ag
a a a a a a
=ra 2 21 SR ras B = Ay Ay Ay
a3 33 a3y i3 Ay A3

31 Qa3 as

en donde se ha utilizado la propiedad ii) del Teorema 2.1.2.
iii) Intercambiando, por ejemplo, la primera y la segunda fila de la matriz ~ obtenemos:

Ay Ay A

ap a3 Ay Ay Ay A3
app A A= Ay —an 31 =
A3 i3 A3 Adz3 i a3
A3 a3 Az
aj;; ap ap
_ dyy Ay ap a4 ap a3 _
= —ay 21 31 =T @ A Al
a3y i3 3 33 Ay A3
a3 a3 dgg
iv) Tomemos
ap ap a3
= Ay ) A3

a;; tra;; as tra, az;tra;

que se ha obtenido de  sumando a la tercera fila r veces la primera. Debido a las propiedades i)
y ii) ya demostradas se tiene que

aj;; ap ap

Ay Ay ap A
[ |=1 [+trjay an a3/ =|[+r|a; — +
12 a4 ap A
aj;p adp ap
ap A ap a3 ap  ap
+a =[ [+r| —a; 11 =1
2 Ay Ay A Ay A3

que era lo que se queria demostrar.
La propiedad v) es inmediata a partir de la definicidn.

Terminamos esta seccion con un ejemplo que muestra cémo pueden utilizarse las propieda-
des iii), iv) y v) del Teorema 2.1.4 para calcular determinantes.

EJEMPLO D
120 120 1 20 12 0
201 320 -3 320 -3 3 2350 1 —1
-1 1 2 0 3 2 0 0 5 00 1
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| 12 0 100
2150001 ol 2 —15(0 1 0 £ —15-1=-15
00 1 00 1

que es el mismo resultado que se obtuvo en el ejemplo B.

EJERCICIOS 2.1

1. Calcular los siguientes determinantes de matrices de orden 2:

2 1 3 1 a 1
a b c
) 1 2 ) 0 4 ) a b
d) COS o —sen o e) COoS o sen o .
sen o COoS o sen o —COoS

2. Hallar la inversa de las matrices €) y d) anteriores.

3. Utilizar la regla de Cramer para resolver los sistemas ~ = b, donde

| i
2ol wa) as()

4. Utilizar la definicion de determinante para calcular:

1 4 3 32 —1 11 1 1 ab
a) 21 0 by 7 0 7 c) y d [0 1 |
0 3 1 1 4 -7 2oyt 2 0 0 1

5. Calcular a) y b) anteriores utilizando la regla nemotécnica para calcular determinantes de
orden 3.

6. Calcular el determinante de la matriz c) del ejercicio 4 realizando operaciones elementales
en sus filas y utilizando las propiedades de los determinantes.

7. Calcular
coso  —seno 1
sen o cos o 0
sen o coso COSd

8. Demostrar que si @, by son nimeros reales, las raices de la ecuacién

son reales.
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2.2. DEFINICION GENERAL DE DETERMINANTE. PROPIEDADES

En esta seccion daremos la definicién de determinante de una matriz cuadrada de orden n de la
forma

ajp dp ot 4y
_ |81 8 v 8
Adny Ao ot Ay

Esta definicion es la generalizacion de la definicion de determinante de matrices de orden 3
dada en la seccién 2.1. Recordemos que | ;| denota el determinante de la matriz de orden n — 1
que se obtiene suprimiendo la fila i y la columna de la matriz ;| ;| se denomina menor del
elemento que ocupa el lugar (i, ) en

Definicién 2.2.1 (Determinante de una matriz de orden n)

Dada una matriz  como arriba, su determinante se define de la forma

_ 1
| 1=ayl ul —ayl ol + -+ (D" ayl il

Observacion. En la definicién que acabamos de dar el determinante de una matriz de or-
den n se reduce a calcular n determinantes de matrices de orden n — 1; cada determinante de
orden n — 1 se reduce a calcular n — 1 determinantes de orden n — 2. Continuando este proce-
so se llega a obtener determinantes de orden 2, que son féaciles de calcular.

EJEMPLO A
1 2 3 4
0 2 2 3 2 2 3 2 3 4 2 3 4 2 3 4
4203=1203—0203+4223—2223
2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 0 3
2 2 1 1
2 23
2 0 —20 3—22 3+22 3——6+2+12—8
1 1 1 0 3
2 1
23 2 3 3 4 3 4
2 2 31=2 -2 +2 =—2424+2=2
1 1 1 1 2 3
2 1
2 3 4
2 3 3 4 3 4
2 2 31=2 -2 +2 =12 —-18 +2 = —4.
0 3 0 3 2 3
2 0 3
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Por tanto

=1-8-0+4-2—2(—4)=8+8+8=24.

NS R S
[\CREN (ST \S I \S]
— O N W
—_ W W A

k & *k

El célculo de determinantes utilizando la definicién dada resulta larguisimo cuando se trata
de matrices de orden elevado. El estudio de las propiedades del determinante aliviard este pro-
blema.

Para demostrar estas propiedades utilizaremos un razonamiento denominado m to 0 e in

in.

Este método puede aplicarse cuando se trata de demostrar una propiedad (n) que depende
de un nimero natural n. Para ello se procede como sigue:

1.°  Se demuestra que (n) es cierta para un cierto nimero natural n,, que generalmente es

pequeiio.
2.°  Se acepta que la propiedad es cierta para todo nimero > ny e inferioran ( i tei
ein i n)y utilizando esto se demuestra que también es cierta para n.

Estos dos resultados permiten concluir que la propiedad es cierta para todo n = n,. En efec-
to, por 1.° es cierta para n,; utilizando 2.° es también cierta para n, + 1; utilizando de nuevo 2.°,
(n) es cierta para n, + 2, y este proceso puede continuarse hasta alcanzar cualquier nimero
natural n por muy elevado que sea.
Mostraremos con un ejemplo sencillo cémo se aplica el método de induccién. Se trata de
demostrar que la ma elo n rimero n mero im are e n*
Sea (N)=1+3+5+ -4 (2n — 1) = n* la propiedad que queremos demostrar.

1. (1) =1=1%es cierta.
2.° Supongamos que ( ) es cierta para todo < n, es decir se tiene
1+3+5++2 — D=2 =1,2,3,.,n— L
Ahora,
1+3+5+---+2n—-1H)=1+3+5+--+2n—-3)+2n—-1)=

O

A+3+5+-+20-DH—1Dp+Cn—1) = -1 +@2n—1)=

n-2n+1+2n—1=n°

que era lo que queriamos demostrar. En la igualdad (*) es donde se ha utilizado la
hipétesis de induccidn, ya que se ha aplicado que (n — 1) es cierta.

Algunos resultados que pueden probarse mediante el método de induccién se proponen
como ejercicios al final de esta seccion.
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Propiedad 1 (P.1)

Si una matriz tiene una fila de ceros, su determinante es nulo.

Demostracion. Esta propiedad es facilmente comprobable para matrices de orden 2:

a b

=0 —0- =0.
0 0

0 0
‘=a-0—b-0=0 y ‘ ‘
Aceptemos que es cierta para toda matriz de orden < n — 1 y tratemos de demostrarlo para

una matriz de orden n con una fila de ceros. Supongamos que los ceros ocupan la fila i de la
matriz, es decir:

an ap ajn
_|&-11 @12 i—1,n

0 0 0

ang ano Ann

De la definicidén de determinante deducimos

— i [ 1
| I=apl ul =+ Dyl il F (DT [+ (D ]l
Todas las adjuntas | con # i tienen una fila de ceros y, por tanto, | ;| = 0 por la hipétesis
de induccién. Para =1, | ;| estd multiplicado por O y, por tanto, todos los sumandos de la

igualdad anterior son nulos.

f Propiedad 2 (P.2) )
AR I
| = ail—i_bil aiz'i'biz ain—i—bin = a:il a:iz a:in +

an an a;m ay  am ann

ay a.lz an
+lby by by(=] [+ |
an 3;12 Ann
paratodoi=1,2, .., n.
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Demostracion. Esta propiedad se ha demostrado para matrices de orden 2 y de orden 3 en
la seccidn anterior. Aceptemos que es cierta para toda matriz de orden menor que n. Tenemos

| | =ayl 11|_"'+(_1)i+1[ai1+bi1]| i1|+"'+(_1)n+lan1| nil -

Cada adjunta jcon # i es una matriz de orden N — 1 con una fila que es una suma; por
tanto:

[l =1 G+ 1

donde ,y ,sonadjuntasde y ,respectivamente. Sustituyendo este resultado en la igual-
dad anterior se tiene:

| I=apll ol +1 gl =+ D ay + byl + -+ (=D ag [l ol +1 wll.
Puesto que | ;| =1 il = | il se tiene que
L l=ayl =+ Dyl gyl + -+ (=D ag| ol +
+a11| 11|_"‘+(_1)i+1bi1| i1|+"‘+(_1)n+lan1| n1|:| |+| |

Propiedad 3 (P.3)

Si  es la matriz que se obtiene a partir de una matriz  multiplicando por un nimero real
I una de sus filas se tiene que | | =r| |.

Demostracion. En la seccién anterior se demostré que el resultado es cierto para matrices
de orden 2 y de orden 3. Aceptemos la hipétesis de induccién y supongamos, para simplificar la
demostracion que

rall ra12 e ra.ln
_| &1 8x» &n
ay  8m ann
Tenemos que
— n+1
[ I=rayl ol —ayl ol £+ (D" ayl ul.
La adjunta |, coincide con , vy, por tanto, | ;| =] ;|; las adjuntas |, con 1 tienen una
fila que estd multiplicada por r y, por tanto, | | =r| | debido a la hipétesis de induccion.

Sustituyendo estos resultados en la igualdad anterior obtenemos

- 1 —
| I=rayl nl —rayl al + -+ (D" ra | ol =1l

Propiedad 4 (P.4)

Si  es la matriz que se obtiene de  intercambiando dos de sus filas, se tiene que
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Demostracion. Comenzaremos demostrando el resultado cuando las dos filas que se inter-

cambian son consecutivas. Al igual que en las demostraciones anteriores utilizaremos el méto-
do de demostracion por induccidn. El resultado es cierto para matrices de orden 2 y de orden 3
puesto que se ha demostrado en la seccidn anterior. Sea, por tanto:

an ap 0 Apy
_ | &+ @+ o @ign

aj Qi» Qin

ang An Ann

la matriz que se ha obtenido de intercambiando las filas i e i + 1. Tenemos que

| 1=apl ol =+ D Ma ) ol + (D' ey il o (D ag ] ol

Se tiene que

ap - Qyp ap 0 Apy
i1 = | Qi ain i+1,1 Y i+1,1 = [ Qi+1,2 ° Qitrin il -
Qnp  ctr Ap anp o anp

Por otro lado, ; con #1i, 1+ 1, es una matriz de orden n — 1 con dos filas consecutivas
intercambiadas con respecto a  ; por la hipdtesis de induccién tenemos que | | = —|

il-
Sustituyendo estos resultados en la igualdad anterior se obtiene:

| |=—ayl yl+ -+ (_1)|+lai+1,1| ir1al T (=D Py yl + = (=D ayl ol =
—layl =+ (*1)|+1ai1| il + (*1)|+2ai+1,1| it o (*1)n+1an1| nll

Hemos demostrado el resultado cuando se intercambian dos filas consecutivas. Supongamos

ahora que se intercambian las filas iy =i+ de una matriz. Sea
ay ain
a, a:n
aj; aim
any a;m

la matriz que se obtiene de  intercambiando las filas i y . La matriz puede obtenerse a partir
de realizando varios intercambios de filas consecutivas. En primer lugar, la fila i de  puede

colocarse en la fila =i+ realizando intercambios de filas consecutivas; se obtiene asi la
matriz
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a']l cose a']n

Ait+1,1 Qi+1n < fila i
- al a:n

as An | —fila =i+

anl ann

Para pasar de a mediante intercambios de filas consecutivas es necesario intercambiar
la fila (a4, ..., a,) que ocupa el lugar — 1 =i+ ( — 1), — 1 veces para colocarla en la fila
i. En definitiva, de se pasaa mediante + ( — 1) =2 — 1 intercambios de filas conse-
cutivas. Cada uno de estos intercambios cambia de signo el determinante y puesto que se hacen
un nimero impar de intercambios se tiene que

[ I=CD2 " 1=~ 1.

Propiedad 5 (P.5)

Si una matriz tiene dos filas iguales, su determinante es nulo.

Demostracion. Sea

ay Ain

a:n a:m « fila i
a:il a:in <« fila
anl a;1n

una matriz con dos filas iguales, a saber, las filas i y ; intercambiando estas filas se obtiene la
misma matriz; sin embargo, por la propiedad 4, el determinante cambia de signo. Por tanto,
| |=—]| |;de aqui se deduce que | | = 0, que era lo que queriamos demostrar.

EJEMPLO B. La matriz

2 1 3 51
01 -1 0 2
= 31 =3 1 1
01 -1 0 2
-1 5 2 70

tiene determinante nulo ya que su segunda y su cuarta fila coinciden.



66  Capitulo 2. Determinantes y sus aplicaciones

Propiedad 6 (P.6)

Si es la matriz que se obtiene a partir de  sumando un miiltiplo de una fila de  a otra
filade setieneque| |=] |

Demostracion. Multipliquemos la fila i de  por r y sumémosla a la fila para obtener ;
por las propiedades 2 y 3:

a; Ain

n ><— fila i
<« fila k

mn

a;
Bl = |A| +r
a

1
a;
. a:

1
1
il

La matriz cuyo determinante aparece el ultimo en la igualdad anterior tiene dos filas iguales
y, por tanto, es nulo por la propiedad 5. Este razonamiento demuestra el resultado.

Las propiedades 3 y 6 de los determinantes junto con

1 0 --- 0
o1 --- 0

[l =1 . =1 (2.1)
0O o0 --- 1

permiten calcular determinantes de una matriz cuadrada de cualquier orden. El siguiente ejem-
plo muestra este hecho.

En este ejemplo y en otros de cédlculo de determinantes en los que se considere necesario, se
utilizardan los siguientes simbolos aclaratorios de las igualdades que se escriben:

1) r significa que la -ésima fila de la matriz ha sido multiplicada por el ndimero real r.
2) +r significa que a la -ésima fila de la matriz se le ha sumado r veces la fila
3) La propiedad que utilicemos en cada caso se indicara bajo el signo de igualdad.

EJEMPLO B
1 2 3 4 1 2 3 4
-4, 3+3
0 2 2 3 .2, |0 2 2 3 it
4 2 0 3 P.6 0 —6 —12 —13 P.6
2 2 1 1 0o -2 -5 =7
1 2 3 4 1 2 3 4
1
=723 |0 2 2 3 0O 1 1 312
— 2.(—6)(—2
P.6 0 0 -6 —4 3 (=oX )0 0 1 273
0 0 0o -2 0 0 O 1
1 0 0 O
26 -2 [0 10O g
Aplicar varias veces P.6 ( X ) 0 0 1 0 @21) !
0 0 0 1
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Observar que el resultado es el mismo que el obtenido en el ejemplo A.

* * *

Nota. En el ejemplo anterior solamente se han necesitado P.3, P.6 y (2.1) para calcular el
determinante. Este es un hecho general, es decir, las propiedades P.3, P.6 y (2.1) determinan de
manera tnica un ndmero al cual se le denomina «determinante» y que satisface todas las pro-
piedades y férmulas que daremos aqui. El lector interesado puede encontrar una exposicion de
este tipo en el libro de A. G. Kurosch, r o e lgebra erior, Editorial Mir, 1977.

En el ejemplo B puede observarse que cuando tenemos que calcular el determinante de una
matriz como

1 2 3 4
0 2 2 3
0 0 -6 —4
0 0 0 -2

el resultado se obtiene multiplicando los elementos de su diagonal principal, es decir, la diago-
nal de izquierda a derecha y de arriba a abajo.

Este es un resultado general. Una matriz se dice triang lar  erior si todos sus elementos
por debajo de su diagonal principal son nulos.

Propiedad 7 (P.7)

El determinante de una matriz triangular superior es el producto de los elementos de su
diagonal.

Demostracion. Sea

aj;p ap a4y
0 ay as - ay
=10 0 asy asn
0 0 o+ @

una matriz triangular superior. De la definicién de determinante aplicada repetidas veces se
tiene:

a a cee a
22 A3 2n ass a,
_ 0 as; -+ as|_ . Sl
| |=ay : . - | T anda| DT T Ayt Ay
: : : 0 a,
0 0 “+ @

De la propiedad 7 se deduce que el determinante de una matriz diagonal, es decir, una ma-
triz cuyos elementos son todos nulos excepto los de su diagonal principal, es el producto de los
elementos de la diagonal:
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a” 0 O tee 0
0 a22 O 0
0 0 ap -+ 0|=a;apas an.
0 0 0 a,

Es conveniente que el ejercicio siguiente se realice en este momento y sin conocer mas pro-
piedades de los determinantes, puesto que mds adelante resultard muy sencillo.

er i io. Una matriz triang lar in erior es una matriz que tiene todos sus términos nulos
por encima de la diagonal principal. Demostrar que el determinante de una matriz triangular
inferior es el producto de los elementos de la diagonal principal.

EJEMPLO C. Para calcular el determinante de la matriz

2 3 5 2 0
0 1 2 0 1
=13 0 1 0 1
4 1 -3 0 —4
6 —1 1 2 0

la reducimos a una matriz triangular superior mediante operaciones elementales en sus filas y
aplicamos las propiedades ya conocidas de los determinantes. Tenemos:

2 3 5 2 0 -1 3 4 2 -1
2020 o 120
=3 0 1 0 1 — 30 1 0 1
0 -5 —13 —4 —4 0 -5 —13 —4 —4
0o -1 -1 2 -2 0o -1 -1 2 -2
“13 42 S0 -3 4 2
o020 s o 2 00
— 0 9 13 6 —2/=—=100 -5 6 -l
0 -5 —-13 -4 —4 0O 0 -3 —4 1
0 -1 -1 2 -2 o0 1 2 -1
-1 3 4 2 -1 -1 3 4 2 -1
sl 012 0 1 012 0
—— | 00016 -16l=——| 001 2 -1
000 2 -2 000 2 =2
001 2 -1 000 16 —16
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-1 3 42 -1
0120 1
— 0012 -1 —=—— —(-D-1-1-2:0=0.
0002 -2
0000 0
* * 0k

En la definicién dada de determinante se ha utilizado la primera columna de la matriz y sus
adjuntas. Nuestro préximo objetivo es demostrar que también puede calcularse el determinante
mediante una férmula que utilice cualquier otra columna o incluso cualquier fila de la matriz y
sus adjuntas. Estos resultados serdn de gran utilidad para simplificar el cdlculo de determinantes.

Comenzaremos demostrando que puede utilizarse la primera fila de la matriz para calcular
determinantes.

e D
Teorema 2.2.2
Si
0 a 0
_ |8 a, &
anl an ann
es una matriz con todos los elementos de su primera fila nulos excepto el que ocupa el
lugar , se tiene que
— Sl
| 1=1D "] |

AN J

Demostracion. Procedemos por induccion en el orden de la matriz. Si  es una matriz de
orden 2 puede ser de la forma

<all 0 ) < 0 a12>

= 0 = .

8 Ay 8y 8y

En el primer caso se tiene | | = a,,8,, = 8;;| 1/ yenelsegundo | | = —a,,8; = —a35] 12l
lo cual prueba que la férmula es cierta en este caso.

Para que el lector pueda seguir mejor el caso general hacemos un caso particular de una
matriz de orden 3. Sea

0 a, O
A Apn A
a3 a3 a3
Tenemos que

| |=-a an 0, jan = —a,,a,,83; + aya,a
= T ay 31 = T ayAppas; 3181283
A3, dz3 Ay Ay
A A3
= —aplayass — azdsl = —ap
a3 s

que era lo que queriamos demostrar.
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Aceptemos ahora que el resultado es cierto para toda matriz de orden inferior a N y sea
una matriz de orden n. Si el elemento no nulo ocupa el primer lugar de la primera fila se tiene

a 0 0
_ |81 8xn ot ap
an @pn o @m

De la definicion de determinante deducimos que
— n+1 —
I I=ayl nl—ayl o+ +(=D"ayl ul=ayl
ya que cada adjunta |, con > 1, tiene una fila de ceros y, por tanto, su determinante es nulo

(propiedad 1).
Supongamos ahora que el elemento no nulo de la primera fila ocupa el lugar , con > 1.

Tenemos
0 0 ces 0 a, 0 - Ay
_ |81 8xn o @ o @ 8 4y o 8y
any QApp an, —1 an, an, +1 st App

De la definicién de determinante deducimos que
— +1
| 1=—ayl ul+tayl sl = +(=D""ay| ul.

La adjunta ;;, i > 1, de la férmula anterior es de la forma

0 0 a, 0
10) Aji—1,2 aj—q, Ai+1,n
il
QAj+1,2 Qjtq, Ai+1,n
anz an, an n

y de orden n — 1; por la hip6tesis de induccién su determinante es
| ul =D al (1|,) il

donde (1') _, denota la matriz que se obtiene de = ., suprimiendo la primera fila y la
( — 1)-ésima columna. Por tanto:

| l==ay(—Da| P y|+ag(—Da| P |+ +=D""a(~Da| V=

_ +1 2 3
=(—1 Ma, [ay] Pl —ayl Pyl + e H(=Day Vol
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Solamente falta probar que la expresion entre paréntesis coincide con | | |. Para la matriz de
ordenn — 1
&y @y v @ g 8 4 ot 8o
O — _ a3[ a32 a3! 1 a3, +1 a3n
= 1= . : . ) :
a'nl an2 an’ -1 an’ i ann

se tiene que
|l =ayl §l—ayl S+ H(—Day r(1)71,l|'

En ) se han suprimido la primera fila y la primera columna de , ; y, por tanto, se han supri-
mido las dos primeras filas de y las columnas primera y -ésima de ; de la misma manera, en

(,2’),, se han suprimido la primera filay la — 1 columna de ,, y, por tanto, se han suprimido
las dos primeras filas y la primera fila y la -ésima columna de . Por tanto:

)= @
11 I, —1-

De manera similar se demuestra que 5 = (13) _ |, etc., lo cual demuestra el resultado.
EJEMPLO D. El determinante de la matriz

0 0 -3 0
1 2 1 —4
3 1 0 -1
-1 =5 2 0

€S
1 2 —4 1 2 —4
3+1 -5 11
| |=(—1)""(—3)| 3 I =1 57 —3/0 =5 11|=-3-1 3 4T
-1 =5 0 0 -3 —4
= (—3)(20 + 33) = —1509.
4 I\
Teorema 2.2.3 (Desarrollo por la primera fila)
Si
ap ap ajn
_ |81 @ax 8an
Ay 8n ann

se tiene que

_ 1
| 1=anl ul —apl o+ (=D a,| .
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Demostracion. Escribimos

a, +0+--+0 0O+a,+--+0 « 0+0+ - +a,,
_ a an @n
an an ann
Si , =1,2,..,n,eslamatriz que tiene todas sus filas iguales a , excepto la primera, en

la que todos sus elementos son nulos excepto el que ocupa el lugar que es a,, de la propiedad
2 de los determinantes aplicada reiteradas veces se tiene

L I=1al+1 o+ F ]l
Por el Teorema 2.2.2,| |=(—1) *'a,| |, lo cual prueba el resultado deseado.

EJEMPLO E. Para calcular el determinante de la matriz

21 —1
= 30 1
-1 2 1

utilizamos el Teorema 2.2.3 para obtener

2 1 -1 1
—4—4-6=—14

0 1 3
BEE N

+(—1)“;’ g‘=2-(—2)— 1G+1)—1-6=

® ok %
Sea la matriz que se obtiene de = (@;);—;, . intercambiando las filas primera y se-
gunda. =L ..n
Por la propiedad 4 tenemos que | | = —| |y puesto que
Ay 8y o @y
_|8n @i @
a8 o g

utilizando el Teorema 2.2.3 para desarrollar el determinante de  por su primera fila se tiene
que

— — 1
| 1==1 [=—layl nl —anl pl+ -+ (D" Tay| .
Puestoque | = , paratodo =1, 2, ..., n, tenemos que
- 1
| [ ==ay] ol +anl ol + = (= 1)" ay| 5

lo cual nos da una férmula para desarrollar el determinante de  por la segunda fila. La princi-
pal diferencia con el Teorema 2.2.3 es que el primer término es negativo.
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Si ahora intercambiamos la segunda y la tercera fila, el determinante cambia de signo por
la propiedad 4 y, por tanto, se tendria una férmula para desarrollar el determinante por la
tercera fila, comenzando con un sumando positivo. Este razonamiento demuestra el siguiente
resultado.

Teorema 2.2.4 (Desarrollo por la i-ésima fila)

Si =(aj);, —1.2..n Se tiene que

| 1= (D™l ol + (=D 2apl ol + -+ (=D a0l il

No es de extrafiar que exista un resultado andlogo para calcular el determinante utilizando
un desarrollo por cualquiera de las columnas. Para demostrarlo damos la definicién de matriz
tra e ta de una dada.

Si es una matriz de orden m X n, se denomina matriz tra e tade ,y se denota por ',
a la matriz de orden h X m que se obtiene poniendo como i-ésima fila a la i-ésima columna de

la matriz
Por ejemplo, la matriz traspuesta de
(1 2 =2
3 4 1
1 3
t= 2 4
-2 1

€S

Un resultado que relaciona la operacion de trasposicion con el producto de matrices es el
siguiente:

siempre que las multiplicaciones anteriores tengan sentido (ver ejercicio 6 al final de esta sec-
cién).

Teorema 2.2.5

Si es una matriz cuadrada, | | = .

Demostracion. El resultado es cierto para matrices de orden 2 puesto que

a;; ap
| |= = a8y — A1pay
Q axp
y
_ @ @

= apdy — Ay

A Ay
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Supongamos que el resultado es cierto para matrices de orden inferior a n y sea

= ()i, —1.2...n una matriz de orden n. Puesto que

a; Ay an
_ t_|%n agz 8n2

aln a'zn ann

por el Teorema 2.2.3 se tiene que
I Y=ayl ul —ayl ol + -+ (=D ay| .
Puesto que | = ( l)t, =1, 2, ..., n, utilizando la hipdtesis de induccién se tiene que
| Y=ayl ul—aul al+ -+ D" ayl wl=1 1.

Los Teoremas 2.2.4 y 2.2.5 producen el siguiente resultado:

Teorema 2.2.6 (Desarrollo por la j-ésima columna)

Si = (@) =1,2,.n S€ tiene que

I 1=D " a| ([+ (=D Pay] |+ + (=1 Ma,| I

EJEMPLO F. Para calcular el determinante de la matriz

LW O =
S O O W
D = W W
— B~ O

desarrollamos por la segunda columna y a continuacion por la primera fila para obtener

1352
0030 030 304
|| = =-313 1 4[=-3(-3) =
30 1 4 4 1
4 21
4.0 2 1

3 4
—3(-3 = 9(—13) = —117.
( )‘4 1‘ ( )

* 0ok ok

El Teorema 2.2.5 produce otro resultado interesante. En las propiedades 1 a 6 de los deter-
minantes puede sustituirse la palabra «fila» por «columna» y los resultados siguen siendo vali-
dos. Esto permite realizar operaciones elementales con columnas para calcular determinantes.

La verificacion de estos resultados se deja para el lector.
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En el ejemplo anterior se observa que el cdlculo de determinantes se simplifica si desarro-
llamos por una fila o columna que presente el mayor nimero de ceros. Si una matriz no posee
ningiin elemento nulo es posible realizar operaciones elementales con sus filas o columnas, de
manera que el determinante no cambie, pero que la nueva matriz posea varios ceros en alguna
de sus filas o columnas.

El método combinado de realizar operaciones elementales y utilizar las férmulas anteriores
es el mds utilizado para calcular determinantes, debido a que simplifica el nimero de operacio-
nes a realizar.

EJEMPLO G. Sea

-1 4 3 =2
-3 1 0o s
21 -1 3

21 1 1

-9 4 3 =2
=2, |=5 1 0 5

| P6 01 -1 31
0 1 1 1

Desarrollando por la primera columna se tiene

1 05 4 3 -2
| |=-9/1 —1 3/+5|1 —1 3|
111 111

Para calcular el primero de estos determinantes restamos la primera fila de la segunda y de la
tercera para obtener

1 o5 1 o s
1 -1 3/=0 -1 —2=‘
111 jo 1 —4

Para calcular el segundo restamos la primera columna de la segunda y la tercera para obtener

4 3 -2 4 -1 -6
I —1 3I=11 -2 2=‘
1 1 1 1 0 0

=—-2-12=-14

-1 -6
-2 2

Por tanto:
| |=—9:-6+5-(—14)=—-54—70=—124.

*k * *
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Es conveniente escribir una matriz con los signos que se asocian a cada elemento en el desa-
rrollo de los Teoremas 2.2.4 y 2.2.6 con motivo de ayudar al lector a recordarlos. Esta matriz es

+ - + - +
4 -y
+ - + - +
4 -4

EJEMPLO H. Tratemos de calcular el determinante de la matriz

a a

a
a a

Las operaciones elementales que se realizan se indican adecuadamente encima del signo de
igualdad:

Il
@
@

a a 0 a- —a

= [( —a—a@— )]—ala( —a) —a@— )=
=( —a[?+ a—a>—a’l=( —a)( —a)( +?2a.

EJERCICIOS 2.2

1. Calcular los siguientes determinantes mediante su desarrollo por la primera columna:

1
4 2 1 3 0 1 0(1)(2);
a |7 6 5 b) |4 3 2 C) .
2 1 1 1
1 2 3 1 2 1
0 3 2 1

2. Calcular los siguientes determinantes reduciéndolos a una matriz triangular superior me-
diante operaciones elementales:

I
a) 3 5 2 T P
2 5 1

01 32
1035 20 -2 4
21 2 7 03 9 —6
0) d) :
2 2 0 4 1 2 -1 0
32 1 2 o3 4 2
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3. Calcular los siguientes determinantes usando sus propiedades y efectuando un niimero re-
ducido de computaciones.

12 21 2 1 3 2
Lo 2 0 4 2 1 1 0 0 1
a 34 6 b
) ) 1o 0 21 9 ls 1 2
5 7 10
00 1 1 3 -1 0 1
2 00 35
1 -1 2 12 gggi 1-4 2 1
d | o 13 —1 1 9 1y o 3 3 o 3-1 1
4 11 -1 0 3 1 1-2
3300
-2 31 -3 0
11 0 1
)2 0 1
9o 1y 1l
01 1 1

a)

d)

1
-1
3

N A~ W N =

AN L B W

2
-2

~N N L W

1

3

-3
—4

0 N N L B

O 0 3 O\ W

b) |4
12
22
e) 32
42

y 2 +3y

3 17

t 2 +3t

22 32 42

32 42 52

42 52 62'
52 6> 77

Demostrar, sin necesidad de calcularlos, que los siguientes determinantes son nulos:

sen’a 1 cos’a
c) |sen’b 1 cos’b
sen’ 1 cos?

5. Sabiendo que los nimeros 58.786, 30.628, 12.831, 80.743 y 16.016 son todos divisibles
por 13, demostrar que el determinante de la siguiente matriz es también divisible por 13:

5 8 7 8 6
30 2 8
=11 2 8 3 1
8§ 07 4 3
1 6 0 1 6

)= ' Usiempre que las multiplicaciones anteriores tengan sentido.

6. Demostrar que (

7. a) Demostrar que si  es una matriz cuadrada de orden n, y r es un nimero real
r 1=rl
b) Utilizar a) para decir cémo cambia el determinante de una matriz de orden n si los

signos de todos sus elementos se cambian.
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2.3.

8. Una matriz cuadrada  se dice anti im tri asi =— .
a) Dar un ejemplo de una matriz antisimétrica de orden 4.

b) Demostrar que si  es antisimétrica y de orden impar su determinante es nulo. ( ge
ren ia: utilizar 7.b)).

c) (Es cierto el resultado de la parte b) si  es de orden par?

9. Demostrar que

1 y
1 a by=0
1 a, b,
es la ecuacidn de una recta en el plano que pasa por los puntos | =(a;, b))y ,=(@,, by).

Los siguientes ejercicios se refieren al método de demostracién por induccién.

10. Demostrar la féormula
n+1
2

1+2+3+ - +n= n.

11. Demostrar la formula
_nin+ H2n+ 1)
= . .

P+22+3+ . +n?

12. Un poligono se denomina 0Onve O si las lineas que unen dos puntos cualesquiera de sus
lados estdn en el interior del poligono. Demostrar, mediante el método de induccién, que
la suma de los dngulos interiores de un poligono convexo de n lados es 180(n — 2).

(o 1)

y demostrarla mediante el método de induccion.

13. Deducir una férmula para calcular

14. Si es una matriz triangular inferior de orden 3 cuyos elementos son nimeros reales,
todos los elementos de su diagonal principal son iguales y 2 = , demostrar que es

2

o — .

DETERMINANTE DE UN PRODUCTO DE MATRICES.
CALCULO DE DETERMINANTES DE ORDEN n

El primer resultado que queremos probar en esta seccidon es que el determinante de un producto
de matrices cuadradas del mismo orden es el producto de los determinantes de cada una de
ellas.
Para probar este resultado mostraremos primero que las operaciones elementales con las
filas de una matriz pueden expresarse mediante multiplicacion por matrices adecuadas.
Estudiaremos cada operacion elemental por separado.
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a) Si multiplicamos la fila i de la matriz = (&;); -, por un nimero real no nulo el
resultado es el mismo que si multiplicamos la matriz  por la izquierda por la matriz

1
1
Ef(c) = O fila i
columna i
En efecto:
1, 0 app dyp o Ay, ayp A o dyy
1 : : :
E (c0)A = C1 a, a, - a,|=|cay; ca, - ca;, |<—fiai
1 An1 Aya 0 Ay, Ay (%) e Apn
b) El resultado de intercambiar las filas i y de la matriz = (8;); -, es el mismo

que si multiplicamos la matriz ~ por la izquierda por la matriz

0

0---1 «fila i

(y; 0\ 1

columna i  columna k

Ey =
<« fila k

donde todos los elementos de la diagonal son 1 excepto los de las filas i y que son cero.

En efecto:
1 a;; ap ain a;; ap ain
O 1 an ai2 ain 31 32 an « fila i
P = D Do = :
01 -0 a, a, - a, Qj; Qp 0 Qjp [« fila
1 ny @pp ot @n dy @pp r 3n
¢) El resultado de multiplicar por la fila i de la matriz ~ =(a;); —, .,y sumdrselo

alafila es el mismo que si multiplicamos la matriz  por la izquierda por la matriz
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1
1 «—t—fila i
koo —
Ei(c) =
c -1 <«—J—filak
1
columna i  columna k
En efecto:
1 a;; ap ot 4y ap ap an
1 aj; @y - @y aj ajp ain
O = i - = : :
0 -1 a; a, - ay a;ta,; apta, - apta,
1 dny A An ang an Ann

Las matrices que aparecen en cada uno de los casos anteriores reciben el nombre de ma
tri e elementale . Observar que toda matriz elemental se obtiene a partir de la matriz identidad
realizando la operacién elemental correspondiente a su caso. Asi, por ejemplo, la matriz ele-
mental del caso b) se obtiene intercambiando las filas i y de la matriz identidad. Observar que
las matrices ;( ) con i < son triangulares inferiores y con i > son triangulares superiores.

Son ejemplos de matrices elementales las siguientes:

10 -2 0
b o0 12 0 01 00

»=(0 0 1 ; 1(1/2) = ; (-2 =
0 1 0 0 1 00 10
00 01

Puesto que toda matriz puede reducirse a una matriz escalonada reducida mediante una su-
cesion de operaciones elementales, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 2.3.1

Toda matriz cuadrada  puede reducirse mediante una sucesién de matrices elementales
I» 2, -, auna matriz escalonada reducida tal que

21

EJEMPLO A. La matriz

I
S W =
—_ =N
—_— N =



Seccién 2.3. Determinante de un producto de matrices. Célculo de determinantes de orden n~ 81

se transforma en la identidad mediante la siguiente sucesion de operaciones elementales:

p2ony o2 2 sl (U200 -
31 2| —5fo0 -5 —-1]—5Sfo 1 1|]—51o0 1 1] —">
0 1 1 0o 1 1 0 -5 1 0 0 4

12 1 ) 1 2 1 ) 1 20 L, [t oo

01 1]—>%101 0] —s0o1 0]—5[o 10

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Por tanto, podemos escribir la igualdad

1 =2 0\/1 0 —1\/1 O O\/1 O O\/1 0 O\/1 O O 1 00
0 1 0fl0 1 oo 1 —-1jfo 1 o0jJjo 1 0J)fo0O 0O 1{=3 1 0] =,
0 0 1/\0 0 1/\0 0O 1/\0 0 1/4/\0 5 1/\0 1 O 0 0 1

que el lector puede comprobar.

EJEMPLO B. La matriz
(21
4 2

se transforma en una matriz escalonada reducida mediante la siguiente sucesion de operaciones

elementales:
2 1 272 2 ] 12 1 ] / 2
_ _ .
4 2 0 0 0 0

CHET R

*k & *

Por tanto:

Proposicion 2.3.2

Toda matriz elemental posee una inversa, que es también una matriz elemental.

Demostracion. La inversa de la matriz elemental ;( ) es ;(1/ ). La inversa de la matriz
elemental ; es ;,yaque se vuelve a la identidad intercambiando de nuevo las mismas filas.
La inversa de la matriz ;( ) es ;(— ) porque se vuelve a la identidad restando a la fila la
fila i multiplicada por .
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0 0 1
EJEMPLO C. Lainversade = <O ?) es <1é (1)> Lainversade =0 1 0 |esella
1 00
1 00 1 0 O
misma. Lainversade |0 1 OJes|0O 1 0 [. Lacomprobacion se deja para el lector.
0 5 1 0 -5 1
k * k

Proposicion 2.3.3

Si  es una matriz invertible, puede factorizarse como un producto de matrices elemen-
tales.

Demostracion. Puesto que es invertible puede reducirse a la identidad mediante una
sucesion de operaciones elementales; por la Proposicién 2.3.1 existen matrices elementales
s 25 -,  tales que

21 — -

Portanto, = ,' ,'--- ~!ycadaunadelas matrices ~'esuna matriz elemental debido a

la Proposicién 2.3.2.

EJEMPLO D. Si es la matriz del ejemplo  se tiene:

1 o o\'"/t oo\'"/1 00\"/1o0 1 o 0\
=[-3 1 0 0 0 1 01 0 0 1 01 -1
0 0 1 01 0 0 5 1 0 0 0 0 1
1o —1\N'/t =2 0\" /1 00\/1 00\/1 00
01 0 o 1 0] =31 0]l0o o0 1|{0 1
00 1 0 0 1 00 1/\0 1 0/\0 —5 1
1 0 o\/1t 0 0o\/1 0 1\/1 2 0
o1 o]lo 1 1]lo 1 offo 1 O
00 4/\0 0 1/\0 0o 1/\0 0 1
E I S 3

Teorema 2.3.4

Si y son matrices cuadradas del mismo orden,

Demostracion. La demostracién la realizaremos en tres etapas.

ta al. Si esuna matriz elemental el resultado es cierto. Para probarlo estudiaremos
cada uno de los posibles casos de matrices elementales.



Seccién 2.3. Determinante de un producto de matrices. Céleculo de determinantes de orden n~ 83

Si = (), | |=1iC) |= 1 |por la propiedad 3 de la seccién 2.2; por otro lado,
| ()= y,portanto, [ |= [ [=] Ol |=]1I |

Si = ;,] |=1I|i |=-1| | por la propiedad 4 de la seccién 2.2; por otro lado,
| i | =—1 por la misma propiedad y, por tanto, | |=—1] |=| ;|| |=1] 1l |

Si = (), |=1]i() =] |por la propiedad 6 de la seccién 2.2; por otro lado,
| ()] =1 por la misma propiedad y, por tanto, | |=| |=]| ;()|| |=1| || | también en
este caso.

ta a 2. Si es invertible, por la Proposicién 2.3.3 podemos escribir = | ,---

donde cada  es una matriz elemental. Aplicando repetidas veces el resultado obtenido en la
etapa 1 se tiene:

o=l =0l o I= =0l ol =
=l ol Pl == A=

ta a3. Si esdeordenny no invertible, el nimero de peldafios de su matriz escalonada
reducida es inferior a n. Podemos escribir = | ,--- "donde las  son matrices elemen-
tales y ’ tiene al menos una fila de ceros, por las Proposiciones 2.3.1 y 2.3.2. Por tanto,
| ‘| = 0 por la propiedad 1 de la seccién 2.2 y usando el resultado de la Etapa 1 se deduce

=1l of -1 1 1 =0.
Por otro lado, ' también tiene al menos una fila de ceros, por lo que | ' | = 0. De nuevo por
la etapa 1
| I=1 =Ll T I=0=11
vaque| | =0.
k * k

EJEMPLO E. El teorema sobre el determinante de un producto es util para calcular algunos
determinantes. El determinante de la matriz

b2+ 2 ab a
=| ab 24+ a2 b
a b a’ + b?

puede calcularse ficilmente escribiéndola como un producto de dos matrices de orden 3. En
efecto:

b 0\ /b a 0
=la 0 0 a
0 a b/ \0 b
y puesto que
b 0 b a 0
a o0 = —2ab y 0 a|=-—2ab
0 a b 0 b
se tiene que
| | = 4a’b* 2
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El resto de esta seccion estd dedicada a dar algunas sugerencias relativas al cdlculo de deter-

minantes de matrices cuadradas.
Comenzamos con el determinante de la matriz de orden n:

a a a

a a a

=la a a
a a a

El desarrollo de | ,| por una cualquiera de sus filas o columnas no conduce a ningin resultado
positivo. Lo mds adecuado es realizar operaciones elementales con sus filas o columnas y utili-
zar las propiedades de los determinantes estudiadas en la seccién anterior, hasta convertirla en
una matriz triangular.

Restando la primera fila de cada una de las restantes se tiene:

a— —a 0 0
| ol =1la— 0 —a 0
a-— 0 0 —a

Sumando a la primera columna todas las restantes se tiene:

+ (M —1a a a a
0 -a 0 - 0
| W= 0 0 -—a -~ 0 |=(C —a" [ +(n—Da].
0 0 0O - —a

Nota. Ver el ejemplo H de la seccién 2.2, donde se ha calculado este determinante para
n=3.

La demostracion por induccién también puede usarse para calcular determinantes de matri-
ces de orden n. Expondremos este método calculando el determinante de la matriz

1 1 1 1
1 2 3 n
— 2 2 2 2
n= 1 2 3 n
n—1 n—1 n—1 n—1
1 2 3 n

que se conoce en la literatura matemadtica con el nombre de eterminante e an ermon e.
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Multiplicando cada fila por ; y restdndosela a la siguiente se tiene:

1 1 1 1
0 27 1 371 n= 1
n( e D=1 4l =10 o 2 1) (3= 1) n— D=

0 272( 27 1) 272( 37 1) 272( nT 1)

1 1 1
=(2= (3= DCn— D) :2 :3 :n

N2 -2 n-2
2 3 n

|:l_[( - 1):| nfl( 25 33 ey n)
=2

donde el simbolo | [ significa el producto de todos los factores que aparecen variando de 2 an.
=2
De la misma manera se deduce la férmula

n-1( 20 3 s 0) = |:H ( - 2)} n—2( 3 < )
=3

Por tanto ,( ;, 5, ..., ) €s el producto de todos los factores de la forma (
> , es decir:

) con

n( I +=e» n) = 1_[ ( - )

1< < <n
*k * *
Finalmente mostramos un método para calcular determinantes de orden elevado siempre

que se puedan relacionar con determinantes de orden inferior del mismo tipo. Por ejemplo, para
calcular

340 0 00
23 4000
102 3 400
*“loo23 40
00 0 2 3 4
0000 23
observamos que
4 0 0 0 O
2 3 4 00
6=3 5s—2/0 2 3 4 0/=3 5—-8 4,

0 0 2 3 4
00 0 2 3
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Laféormula =3 5s—8 ,esuna rm la ere rren iay nos permite calcular ¢ co-
nociendo sy 4 Lamisma férmula de recurrencia aplicadaa sy 4 nos da:

s=3 ,—8 35 4=3 ;-8 ,.
Por tanto:
6=33 ,—8 5)—83 ;-8 =9 ,—2-3-8 ;+8 ,.
Puestoque ;=3 , — 8 , se tiene finalmente que
s=93 ;—8 ,)—2-3.8 ;+8 ,=33 ,-8 )—9-8 ,—
-2.3.83 ,—8 )+8 ,=3"—3>.8-2.32.8+8) ,+
+(—3%%-8+2-3.8) ,=—71 ,+ 168 ;.

Se tiene que

, = =9-8=1 y ,=3

3 4
2 3
Por tanto:

s =—71-1+168-3=—71+ 504 = 433.

k k& k
EJERCICIOS 2.3
1. Encontrar una sucesién de matrices elementales ,, ,,.., talesque --- , ; seauna
matriz escalonada reducida, donde:
1 0 2 1 2 -1 1 2
a) = b) = 3 -1 2 c) =|—-1 1
2 1 1
-1 5 4 0 3
0 1 1 2 10
d) =1 0 1 e) ={3 3 1
1 10 1 2 1

2. Expresar las matrices del ejercicio 1 que sean invertibles como un producto de matrices
elementales.

3. Utilizar el Teorema 2.3.4 sobre el determinante de un producto para demostrar la férmula

1

| =
cuando es una matriz invertible.
4, Sean , y matrices cuadradas de orden n 'y formemos la matriz
()

de orden 2n.
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(06 °)

b) Utilizar este resultado para demostrar que | | =] || |.

a) Demostrar que

Calcular el determinante de la matriz

hallando %

6. Escribir la matriz

I+ y T+ 3y, 1+ ,y;

=1+ 2y 1+ 5y, I+ ,y;
I+ 3y 1+ 3y, 1+ 3y

como un producto de matrices y calcular su determinante.

7. Calcular los siguientes determinantes reduciéndolos al determinante de una matriz trian-
gular (todas las matrices son de orden n).

2 2 2 2 1 2 3
22— 2 2 1 +1 3
a 2 2 2— .. 2 by [1 2 +1
2 2 2 2 - 12 3 +1
n 1 1 1
I n 1 1
c) |1 n 1
1 11 - n

8. Demostrar que

I n n n
n 2 n
nl=(—1D" 'n!
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Determinantes y sus aplicaciones

Encontrar una férmula de recurrencia para calcular

1 100 - 00
I 110 0 0
n=10 1 1 1 -+ 0 0
0000 -~ 11
en funcionde ,_,y ,_,. Utilizarla para calcular gy .
Una ein e ibona i (Fibonacci fue un matematico italiano del siglo XIII) es una

sucesion de nimeros que comienza con 1 y 2 y en la que cada niimero es la suma de los
dos inmediatamente anteriores. Es decir, 1, 2, 3, 5, §, ... Demostrar que el n-ésimo térmi-
no de la sucesion de Fibonacci coincide con

1 1 00 0 0
-1 1 10 0 0
| =] 0 —1 1 1 0 0
0 000 -~ —-11
donde |, es una matriz de orden n.
Calcular
-1 1 1 1
1 -1 1 1
1 1 -1 1
1 1 1 -1

Calcular el determinante de la matriz de orden n, = (&), donde & = |i — |. (Sugeren-
cia: hacerlo para n = 2, 3, 4, e intentar deducir la férmula general para demostrarla por
induccién.)

Calcular

1 2 3
1 1 1 1
1 2 3 4
1 4 9 16

My () My( )
bles m; () con valores reales.

m m . . .
Sea ()= < n() Mo )> una matriz 2 X 2 cuyos elementos son funciones deriva-

() para la que se tenga

mi () mi()
my () my( )|

a) Dar un ejemplo de una matriz

my () M)
My () My( )

b) Demostrar que se cumple

my; () myy( )‘
my () My( )

my () myy( )‘
My () my()|

mp () my( )‘
my () My()
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2.4. INVERSA DE UNA MATRIZ. REGLA DE CRAMER

En esta secciéon comenzaremos dando una férmula para calcular la inversa de una matriz utili-
zando la teoria de los determinantes. A continuacién usaremos esta féormula para resolver siste-
mas de ecuaciones lineales cuya matriz de coeficientes es invertible.

Comenzaremos dando una condicidn necesaria y suficiente para la invertibilidad de una ma-
triz haciendo uso del concepto de determinante.

Teorema 2.4.1

Sea una matriz cuadrada de orden n. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) es invertible.
2) Rango ( ) =n.
3) | |#0.

Demostracion. Ya sabemos que 1) y 2) son equivalentes por el Teorema 1.4.3. Basta de-
mostrar, por tanto, que 1) y 3) son equivalentes.
Si esinvertible, puede escribirse como un producto de matrices elementales de la forma
= | ,--- debido ala Proposicién 2.3.3 de la seccién anterior. Puesto que el determinante
de un producto es el producto de los determinantes (Teorema 2.3.4) se tiene que

=1l o1 ]

La parte derecha de esta igualdad es no nula, ya que toda matriz elemental tiene determinante

no nulo; por tanto, | | # 0. Esto prueba que 1) implica 3).
En la etapa 3 de la demostracion del Teorema 2.3.4 de la seccion anterior se ha probado que
si no es invertible, | | = 0, esto prueba que 3) implica 1), yaque si| |esnonuloy no fuera

invertible se tendria una contradiccion.

Suponiendo que | | # 0, nos proponemos encontrar una férmula para calcular ~'. Si
= (& )i, —1....n» del desarrollo de su determinante por la fila i-ésima tenemos que

| 1==D" Myl gl + (=D ) o + o+ (=D | il

El nimero ; = (— l)iJr | i,i=1,..,n =1,..n, sedenomina 0 a tor del elemento que
ocupa el lugar (i, ) de la matriz . Con esta notacién la férmula anterior se escribe de la forma

[ |=a; iy tapgipt -+ &nin- 4.1
Sea
112 " In
cof ()= =| 2 2 o on
nl 1 nn

la matriz de los cofactores de los elementos de , que se denomina matri e oa tore e
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Con esta notacién, y debido a (4.1), se tiene que la matriz ' tiene como valor | | en todos

los lugares de su diagonal principal. Es decir,

apn Gy v Ay [ ot Gy Cni Al 9
r_ _ o
AC =1 4 an a;, Cio Cin Cpn | = |A| fila i
L % S Cin 0 Cin 0 Gy ? WA . |A|
columna i

Si logramos probar que los términos de ' que no estdn en la diagonal principal son todos

nulos, se tendria que

y, por tanto,

lo cual nos da una férmula para calcular la inversa de la matriz

La demostracién completa de la férmula anterior para calcular ' se da en el siguiente

teorema:
e N\

Teorema 2.4.2

Si  es una matriz invertible se tiene que

R
||

donde es la matriz de cofactores de

A J

De la discusion precedente se deduce que la demostracion se completa si

Demostracion.
' que no estdn en su diagonal son nulos. Sea i # e intente-

probamos que los elementos de
mos calcular

a8 (tap ot -t an

Esta expresion coincide con el desarrollo por la fila del determinante de la matriz

ap dpp o a4y,

ail aiz ce am «—fila i
B = :

ail aiz cee am <« fila _]

ap A Ay
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que se obtiene de  sustituyendo la fila por la i. Puesto que posee dos filas iguales, | | =0
y, por tanto:

8 1 Tap - ta; =0
sii# , que era lo que querfamos demostrar.

EJEMPLO A. La matriz

1 20
=({—-1 1

01 3

es invertible puesto que
1 20 1 20
3 2
||=—112=032=113=77&0.

0 1 3 01 3

Para calcular su inversa comenzamos calculando la matriz de sus cofactores:

_12_1 ) _7—12_3 ) _—11_71
11 13 o2 T o 31~ yoo13 T o 11~
__20__6 _10_3 __12__1
2! 1 3 2 o 3 P 0 1
2 0 1 0 1 2
— =4 = — = -2 = =
3 ‘1 2‘ o ‘—1 2‘ B ‘—1 | =3
Por tanto:
1 3 -1
=cof( )= —6 3 -1
4 =2 3
Por el Teorema 2.4.2:
| | 1 —6 4 /7 —6/7 4/7
ﬂ:ﬁ ‘=5 3 3 —=2|=| 37 37 —-2/7).
-1 -1 3 -1/7 —1/7 3/7
(jComprobarlo!)
* k *

Nota. Una matriz con determinante nulo se dice que es una matriz ing lar, de manera
que una matriz invertible también recibe el nombre de matriz no ing lar.

* * *
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Utilizando el Teorema 2.4.2 pueden resolverse sistemas de ecuaciones lineales de la forma:

a1 tap,t--t+a,,=b
A 1 tay,ttay;,=hb

’

an; 1+an2 2+"'+ann n:bn

escrito ~ = b en notacidn matricial, siempre que  sea no singular o invertible. En efecto, por
el Teorema 2.4.2:
11 21 T nl b1
. . 2 | [b,
- ™ 1 tr 1 .
R R N
In 2n nn bn

=—|b,,+ by, +--+ b,, |< componente

|| : :
bl 1n+ b2 2n + -t bn nn

Por tanto, para todo =1, 2, ..., n, se tiene que

1
:ﬁ[bl , +by, e+ by L]

La expresion entre paréntesis es el desarrollo del determinante de la matriz

ap b, ajn

_ |8 b, &0

a'n 1 bn ann
columna

por la columna .
Hemos probado el siguiente resultado:

Teorema 2.4.3 (Regla de Cramer)

Si  es una matriz invertible de orden n, el sistema de ecuaciones lineales ~ = b es com-
patible determinado y su solucién se calcula mediante las férmulas

=— =1,2,..,n,

donde eslamatriz en la que se ha sustituido la columna por el vector b.
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EJEMPLO B. El sistema

2,+3, =8
1 T 3 =
2, T 4=
1 + 4=4
tiene solucién unica, ya que
2 30 0
1 0 1 0 23 0
=—10 2 —1|=—4+3=—-1#0.
02 0 -1 ”
1 0 1
1 00 1
Por el Teorema 2.4.3:
8 3 0 0
8 3 0
I 1 01 0 3 0 8 3
1= 7 = 2 —1|=4 =—12+13=1
-1/1 2 0 -1 2 -1 1 2
4 0 1
4 0 0 1
2 8 0 0
2 8 0
I (111 0 1 -1 0
,=— =01 —-1|=2 + =10—-8=2
—-1/0 1 0 —1 4 1 1 -1
1 4 1
1 40 1
2 3 8 0 2 380
2 3 8 0 -1 =2
I 1 01 0 1 01 0
3=——" = =—|1 0 1|=—1]0 -2 —4/=0
-110 2 1 -1 1 250
1 25 1 2 5
1 0 4 1 1 0 4 1
2 3 0 8
2 3 8
I {101 1 2 1 3 8
4= =10 2 1|=2- + =16+ (3 —16) =3.
—110 2 0 1 0 4 2 1
1 0 4
1 0 0 4

EJEMPLO C. Para determinar si el sistema homogéneo

+3,+ 5+ 4=0

2,+2,+2, =0
21 + 3 :0
17 2 - 4=0

tiene soluciones no triviales basta calcular el determinante de la matriz ~ de sus coeficientes. Si
| | # 0 solamente posee la solucién trivial y si | | = 0 posee soluciones no triviales, ya que en
este caso I'( ) < n debido al Teorema 2.4.1.
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Puesto que
1 31 1 1 31 +1
2 2 2 of .—v—5 |—-1 -1 0 -1 RIEE,
2 0 1 0 6 2 0 1 0 P2
-1 -1 0 —1 -1 -1 0 —1

el sistema posee infinitas soluciones.

EJERCICIOS 2.4

1. Hallar las inversas de las siguientes matrices, calculando primero la matriz de cofactores
(comprobar los resultados):

1 3 0 3
Lo 3 2 1 2 0 21 -1 1
a (2 1 —1 b) c) |1 3 2 d)
3 1 4 3 2 L -3 3 0 1 4 0
0 0 1 0
, a b . 1 —-b\ ..
2. Demostrar que si = con| | #0, = a — pl_ a utilizando el Teo-
rema 2.4.2 sobre el célculo de la inversa de una matriz.
3. Demostrar que ( ~D)'=( H "
4. Probar que |cof ( )] =] "L
5. Hallar la inversa de las siguientes matrices:
1—1
1 1 1 11 0
1—1 1 00 0
0 11T 1—1 01 0 0] a#0
a 00 1 11 b c ,
) ) 1—1 ) 0 0 a —b]| b#o0.
00 0 11
000 0 1 1—1 0 0 b a
0 1
6. Hallar la inversa de las siguientes matrices de orden n:
12 2° 2" ! 1+ 1 1 1
01 2 ... 2"2 1 1+ T 1
a |0 0 1 "3 b) 1 11+ 1
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11.

12.

13.
14.

15.

16.
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Encontrar los valores de a y b para los que las matrices siguientes son invertibles:

at+1l 1 1 2 0 0 I a b
a) 1 a—-1 1 by [0 a+1 -1 ¢ (1 a® b*|.
0 1 a+2 0 1 a3 1 a b
Dada la aplicacién lineal : R® — R’ mediante
(.Y, )=(C +2y+ ,3 +y+2,3 +2y+2),
demostrar que es invertible y encontrar su inversa.
Sea una matriz invertible de orden Ny triangular superior. Demostrar que ' es tam-

bién triangular superior.

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones utilizando la regla de Cramer.

1+22_ 3: 7 21+32_53_2:O
a) 2,+ ,+ ;= 6 b) 3,— ,+2;5;+1=0
1 2+33:_1 5]+42_63_3:0

2.+ L,+453+8,=—-1
]+32*63+24: 3
3]*22"_23*24: 8
2,— ,+2, = 4
Hallar los valores de m para los que el siguiente sistema posee soluciones no triviales:
2 — y+ =0
+my— =0;.
+ y+ =0

Hallar la inversa de cada una de las siguientes matrices:

1 0 0
coso  —sena cos o sen o
a) b) {0 cosa —sena c) .
sen o cos o seno  —cosa
0 senu COS o
* k k

Un polinomio de grado n con coeficientes reales es una expresiéon de la forma
()=a,+a, +a *+---+a, ,conaeR, =0,1,..,nya, #0.

Encontrar un polinomio de grado 2talque (1) =2, (—1)=4y (3)=16.

Demostrar que n + 1 valores distintos de la variable determinan de manera tnica un
polinomio de grado n. [ geren ia: reducir el problema a demostrar que el determinante
de una cierta matriz es no nulo y observar que esta matriz es la que origina el determinan-
te de Vandermonde.]

Demostrar que si un polinomio de grado n tiene n + 1 soluciones reales distintas ha de ser
el polinomio nulo. [ ota: ;€ R es solucionde si ( o) =0.]

Decir para qué valores de a es invertible la matriz = (& ); -,...,, donde &; =i — si
i> ya = aen el resto de los casos.
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2.5. RANGO DE UNA MATRIZ. RESOLUCION DE SISTEMAS

COMPATIBLES E INDETERMINADOS

En la seccién 1.2 definimos el rango de una matriz como el mayor nimero de sus vectores
columna que son linealmente independientes (ver Definicion 1.2.2). En el Teorema 1.2.3 de la
misma seccidn se demostrd que el rango de una matriz coincide con el nimero de peldafios de
su matriz escalonada reducida.

En esta seccidn utilizamos los determinantes para obtener el rango de una matriz. Demos-
traremos también el sorprendente resultado de que el rango de los vectores fila de una matriz
coincide con el rango de sus vectores columna.

Dada una matriz  de orden m X n se denomina menor e or en e al determinante de
cualquier matriz de orden formada con los elementos de la interseccion de cualesquiera
de sus filas y cualesquiera de sus columnas.

EJEMPLO A. Dada
1 2 3 4
=({-1 2 1 1
1 2 0 2

prescindiendo de una columna se obtiene un menor de orden 3, por ejemplo

1 2|34 1 2 4 1 2 4
-1 2|1|1|->|—1 2 1|=|0 4 5|=-8
1 210]2 1 2 2 0 0 -2
Menores de orden 2 son, por ejemplo:

1[2]3]4 1] 2 [3] 4

| -1 1 2 4

-1 |2]1]|1]]- =—1 y -1l 2 1] 1]]|- —4.

1 0 2 2

112]0[2] 1] 2 [0] 2
k % £

Los menores de orden 1 de una matriz son sus elementos. Si  es una matriz cuadrada de
orden n solamente hay un menor de de orden n que coincide con | |.

Sea una matriz no nula; siempre podemos encontrar un Gnico nimero que satisface las
siguientes condiciones:

1) posee al menos un menor no nulo de orden
2) Todo menor de de orden mayor que es nulo.

Cualquier menor de  de orden que no es nulo se denomina menor b i 0; las columnas
de la matriz de las que proviene este menor basico se denominan ol mna b i a y alas filas
se les denomina ila b ia.
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EJEMPLO B. En la matriz

2 2 4 6
=0 0 1 1
1 1 3 4
los menores de orden tres son:
2 2 4 2 2 6 2 4 6 2 4 6
o o0 1}, (00 1| , |01 1 y 0 1 1
1 1 3 1 1 4 1 3 4 1 3 4

que son todos nulos. Sin embargo, el menor de orden 2:

2 4
=2
o

es no nulo y, por tanto, es un menor basico de ; sus columnas bdsicas son la primera y la
tercera y sus filas bdsicas son la primera y la segunda.
Es facil encontrar otros menores basicos de orden 2 de esta matriz.

El rango de la matriz ~ del ejemplo  es 2, ya que

2 2 4 6 11 2 3 11 2 3

0011L<0011”’><0011

11 3 4 11 3 4 00 1 1
11 2 3 110 1
Dolooo 1 1] (0 o1 1)
000 0 000 0

que coincide con el nimero  de la matriz
Esto nos hace pensar en la certeza del siguiente resultado:

Teorema 2.5.1

Dada una matriz no nula, el nimero anteriormente definido coincide con su rango.

Demostracion. El ndmero anteriormente definido no se altera mediante transformacio-
nes elementales de la matriz; la demostracion de esta afirmacién se deja como ejercicio para el
lector (ver el ejercicio 7 al final de esta seccion).
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Asf pues, el nimero  para una matriz  no nula coincide con el nimero  para su matriz
escalonada reducida . La matriz escalonada reducida es de la forma

n ny ny n,
120 40 0
1 0 0
B 1 0
0 1 « fila p = r(A)

0 mXxn

donde las matrices sombreadas pueden ser no nulas. El nimero para la matriz no puede ser
superior a , ya que cualquier menor de orden + 1 incluiria una fila de ceros.

Por otro lado, ha de ser igual a , puesto que podemos tomar las primeras filas y las
columnas Ny, Ny, N5, ..., N, para obtener

1 =1#0.

Por tanto, coincide con el nimero de peldafos de ; por el Teorema 1.2.3 este niimero
coincide con el rango de la matriz.

1 2 0
EJEMPLO C. Elrangodelamatriz ={2 1 3]es?2, yaque
315
1 20 1 0 0 1 00 )
2 1 3| == 12 -3 3=—|2 3 3]=0 y ‘2 1‘=—3#0.
315 3 =55 355
k % k

Teorema 2.5.2 (Teorema del menor basico)
Sea una matriz no nula:

1) Cualquier columna de es combinacién lineal de sus columnas bdsicas.
2) El mismo resultado es cierto para las filas de

Demostracion. Debido a las propiedades de los determinantes se puede suponer, sin pér-
dida de generalidad, que el menor bdsico ocupa las  primeras filas y las  primeras columnas
de la matriz , donde r( ) = . Es decir:



Seccién 2.5. Rango de una matriz. Resolucién de sistemas compatibles e indeterminados 99

ayp o drg iy
SRR .
A= ag ARrr ARn
A1 " Aur 0 Ay
donde | | #0.Seaw, =1,2,..,n, el -ésimo vector columna de la matriz
Para demostrar 1) basta probar que cualquier vector v es combinacidn lineal de los vectores
Uy, Ugy veey U -
Si = ntodas las columnas son bdsicas y por tanto v = 0v; + --- + 1v + --- + 07, por lo
que el resultado es cierto.
Si <nyl< < ,7 esuno de los vectores v,, U, ..., Uy, por tanto, es combinacién

lineal de ellos. Si < < n, consideramos el sistema homogéneo

ap o 1 0
: L 2 0

a, - a a =1 (5.1
: S 0

an 8y an 0

de m ecuaciones con + 1 incdgnitas. Puesto que el rango de la matriz de los coeficientes de
este sistema es , que es menor que el nimero de incdgnitas, el sistema tiene infinitas solucio-
nes. De todas estas soluciones siempre podemos elegir una de la forma

2 2
con # 0 ya que si todas las soluciones tuvieran = 0 el sistema (5.1) seria equivalente al
sistema
an & | 0
a, - a =
an - Ay 0

que unicamente posee la solucion nula. Sustituyendo esta solucién en (5.1) tenemos la igualdad

an o q 1 0
a, - a a =

aml am am 0
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Esta igualdad puede escribirse de la forma
an a, a 0
da, |+ + a |+ |a |=
: : : 0
aml am am

que coincide con B, + ---+ © + © =0.Puestoque # 0 se deduce que

lo cual prueba que ¢ es combinacién lineal de vy, ..., U .
El resultado por filas se obtiene de considerar la matriz traspuesta 'de , que ha de tener el
mismo rango que debido al Teorema 2.2.5.

EJEMPLO D. La matriz

= L
O = = =

2 1
tiene rango 2 puesto que 31 = 2 — 3 = — 1. Por tanto, las filas tercera y cuarta son combi-

nacién lineal de sus filas primera y segunda. Estas combinaciones lineales se encuentran resol-
viendo los sistemas

(19 1) = 1(2’ 1) + 2(3’ 1) y (4’ O) = 1(27 1) + 2(39 1)

o0 equivalentemente:

21+32:1 21+32:4
 to=1 it =0

que es un buen ejercicio para que lo realice el lector.

*k * *

Corolario 2.5.3

El nimero maximo de columnas linealmente independientes de una matriz es igual al
nimero maximo de sus filas linealmente independientes.

Demostracion. r( )=r( Y.

Corolario 2.5.4

El determinante de una matriz cuadrada es nulo si, y solo si, una de sus filas (columna) es
combinacidn lineal de las restantes filas (columnas) de la matriz.
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Demostracion. Si  es una matriz cuadrada con| | =0, r( ) < n (Teorema 2.4.1); por el
Teorema 2.5.2 se obtiene el resultado deseado.
Por otro lado, si v;, 05, ..., U, son los vectores columna de 'y

Oy = o0y + 0ply + -+ oty Uy
realizando las operaciones elementales:
nT %1 T O 27 T Upmp on—1

sobre sus columnas se tiene que

a, ap -~ an-; 0
=[P B2 B D
any Qpp t Apn—g 0
2 3 1
EJEMPLO E. El determinante de la matriz [ 1 2 0 [ es nulo, ya que su tercera columna
01 -1

es dos veces la primera menos la segunda. ;Qué fila es combinacidn lineal de las restantes?

*k * *

Los resultados que hemos obtenido sobre el rango de una matriz se aplican a continuacion
para resolver sistemas compatibles e indeterminados.

EJEMPLO F. Deseamos resolver el sistema

2,4+ L +3,=2}. (5.2)
3,4+ ,+5,=3

1 20 1 2 0 1
Sea =|2 1 3 |lamatrizde sus coeficientesy = (2 1 3 2 |lamatrizampliada.
315 315 3
b2 0 1 2 _
Puestoque |2 1 3|=0y ‘ ) 1‘ = —3,r( ) =2,y puesto que la cuarta columna de  coin-
315

cide con la primera, r( ) = 2. Por el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible e
indeterminado.

Puesto que  tiene como bésicas sus dos primeras filas, por el Teorema 2.5.2 la tercera debe
de ser combinacidén lineal de las dos restantes; por tanto, la tercera ecuacion del sistema no
introduce nuevas soluciones en (5.2).

Podemos suprimirla del sistema y tenemos el sistema equivalente:

L2, =1
2,4+ L,+3;=2{
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Poniendo a la derecha de las igualdades las incognitas correspondientes a las columnas no

basicas se tiene
2.+ ,=2-3,{"

Resolviendo este sistema por la regla de Cramer en funcién de 5 se tiene:

A
2—3 1 1—4+6
L= 3 — 3:1723
1 2 -3
2 1
1 1
22-34 2-3,-2
2= 3 = 3 = 3

Haciendo ; = se tiene
(17 29 3):(172”):(1a030)+ (72’131)

EJEMPLO G. El sistema

4 1 - 6 2 + 2 3 + 3 4 = 2

2]_32_113_154:1
es compatible e indeterminado, ya que r( ) =2 = r( ) < 4 = niimero de incégnitas (jcompro-
= 1 # 0 podemos suprimir la tercera fila y pasar al segundo miem-

3
bro de las igualdades las incégnitas ; y , para obtener

5
barlo!). Puesto que )

5,+7,=1-2,+3,
2,+3,=2-4,+6,|"

Resolviendo por la regla de Cramer se tiene

1-2,+3, 7
2—4,+6, 3
3= 1

=3-6,+9,—-14+28 , —42,

=22 ,-33,— 11,

5 1_21+32
2 2-4,+6,
4= 1

=10_201+302_2+41_62=
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Haciendo ;= |, , = , se tiene:

(623 =01 222 ,—33,—11, =16 , +24 , +8) =
=(0,0, =11, 8) + (1,0,22, —16) + ,(0, 1, —33,24).
k * k

Resumimos a continuacién los pasos a seguir para resolver un sistema compatible e indeter-
minado:

1) Detectar un menor basico de

2) Suprimir las ecuaciones que corresponden a filas no bdsicas de

3) Poner a la derecha de las ecuaciones aquellas incégnitas que corresponden a columnas
no bésicas de

4) Resolver por la regla de Cramer.

* 0k ok

En la seccion 1.2 se demostr6 que todo sistema homogéneo e indeterminado tiene
=n — r( ) soluciones linealmente independientes de manera que cualquier otra solucién del
sistema es combinacidn lineal de las anteriores (véase la Proposicion 1.2.6).

Para terminar esta seccién daremos una nueva demostracion de este resultado.

Sea ~ = 0 un sistema homogéneo y sea = r( ). Podemos suponer, sin pérdida de gene-
ralidad, que un menor bdsico de  estd en su parte superior izquierda. Resolviendo ~ = 0 con
las reglas dadas para resolver sistemas compatibles e indeterminados se tiene el sistema equiva-
lente:

ag Tt =T, 41 417 7 T Qnon
: : : : (5.3)
am 1t Tay = "n +1 +1 " " " Qmnon
Seal =V, Vg .0 U ), 1,..,n — ,lasolucién que se obtiene de (5.3) haciendo |, =1

y 4+ =0si #, =1,2,..,n— ,en la parte derecha del sistema.
Los vectores

e=wW,vy..,v ,0,..,0,1,0,..,0)

=1, ..., n — , son linealmente independientes ya que el rango de la matriz
v v v 10 --- 0 fo
11 12 1 Mgnor bismo de
1721 1)22 ceey U2 O 1 O orden N
U ] Up— 2 (N i oo - 1
esn—

Falta demostrar que cualquier otra solucién de ~ =0 es combinacién lineal de
€,6, ..,6,_ .Sea
E=( 1, 250s s 4l 1)

otra soluciéon de ~ = 0. Consideremos el vector

=€~ & — -~ e
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El vector €, es de la forma

é() = ( 1, 2, ey ) O, O, seey 0)
como ficilmente puede comprobarse. Ademds, €, es solucién de ~ = 0, ya que es combina-
cion lineal de soluciones de este mismo sistema (Proposicion 1.2.5).
Por tanto, ( |, 5, ..., ) es solucién del sistema
a,,; +-+ a =0
a,, +-+ a =0
que se ha obtenido de (5.3) poniendo ., =0, ..., , = 0. Puesto que el determinante de la

matriz de este sistema es no nulo (;por qué?), el sistema solamente posee la solucién trivial. Por
tanto, €, = 0 y tenemos

6= L6+ -+ 8

que era lo que desedbamos demostrar.

1. Encontrar, mediante menores, el rango de las siguientes matrices:

2 -1 3 -2 4 1 2 3
a) (4 -2 5 1 7 b) (2 1 0
2 -1 1 8 2 11 -2
4 3 -5 2 3
1 2 8 6 -7 4 2
¢ |3 1 d (4 3 -8 2 7
4 0 4 3 1 2 -5
8 6 -1 4 -6

2. Encontrar el rango de la matriz

1 a -1 2
2 -1 a 5
1 10 -6 1

para los distintos valores del nimero real a.

3. Demostrar que n + 1 vectores cualesquiera de R" son siempre linealmente depen-
dientes.
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Probar que los siguientes sistemas son compatibles e indeterminados y resolverlos.

4 1 +2,—253+ ,= 3

172, 3+2,= 2
2,+5, - 4=-1
3,+3,— 3—3,= 1

3,4 4,4 44+ 2,=3
8 6,+ 8,425+ 5,= 7 b)
9, +12,+3,+10,=13

Lt ot =1
C) 7]"’32 :O
2,+6,+3,=3

Estudiar mediante menores y aplicando el teorema de Rouché-Frobenius la compatibilidad
de los siguientes sistemas:

+2y+2 =3
+2 =2 2 0
a) y b) 4 — 6y =2
3 +2y =1
-2 +12y+ =7
5 +7y+6 =2
2 +y =2 + 35y +2 =3
c) 2 +3 =4 d) 2y +5 +3t=2).
+ 2y +5t=0 -2 +4y +2t=1

Dado el sistema de ecuaciones lineales

3,4+ ,— 84+ 2,4+ 5=0
2, 2,- 35— T,+25=0
LI, 125434 ,-55=0
= 5,4+ 2,-16,+35=0

encontrar el mayor nimero de soluciones que sean linealmente independientes. Indicar uno
de estos conjuntos linealmente independiente de soluciones.

a) Sea () una matriz elemental de la forma

1

Efc) =

fila i

demostrar que el nimero para ;( ) coincide con el nimero para

b) Sea ; una matriz elemental que se ha obtenido intercambiando las filas i y de la
matriz identidad; demostrar que el nimero para ; coincide con el nimero
para
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c) Sea ;( )lamatriz elemental de la forma

1
, 1 ——fila i
Ej(c) =
c -1 «—f—filaj
1

demostrar que el nimero para ;( ) coincide con el nimero para

Notas. En este problema, es una matriz cuadrada. Las demostraciones de estos
resultados deben realizarse sin utilizar el Teorema 2.5.1.

Este problema completa la demostracion del Teorema 2.5.1 de esta seccion.

2.6. LA FACTORIZACION LU. RESOLUCION DE SISTEMAS

DE ECUACIONES LINEALES
Para resolver sistemas de ecuaciones lineales, en el Capitulo 1 hemos usado el m to o e elimi
nain eGa or an reduciendo un sistema dado a otro equivalente més sencillo, cuya ma-
triz es escalonada reducida, mediante operaciones elementales.

En este capitulo, en la seccién 2.4, hemos resuelto sistemas de ecuaciones lineales —~ = b
cuya matriz  de coeficientes es invertible, determinando ~! 1la inversa de dicha matriz, y
calculando ~ =~ 'b. Hemos visto que este método conduce a la regla de Cramer. Ademds, en

la seccidn 2.5 hemos utilizado la regla de Cramer para resolver sistemas de ecuaciones lineales
compatibles e indeterminados.

En muchas aplicaciones pricticas, es preciso resolver sistemas de ecuaciones lineales de
gran tamano. También es frecuente que sea necesario resolver una coleccién de sistemas que
tienen la misma matriz de coeficientes y distintas columnas de términos independientes. En
estos casos, el método de eliminacién de Gauss-Jordan no resulta eficiente porque en la elimi-
nacién se trabaja con la matriz ampliada del sistema —que incluye como tltima columna a la
de los términos independientes—.

La resolucion de sistemas de ecuaciones lineales basada en la factorizaciéon LU, que estu-
diaremos a continuacidn, aprovecha parte del trabajo realizado en la eliminacién de Gauss-Jor-
dan, pero separa las eliminaciones de la matriz de coficientes del sistema de los cédlculos reali-
zados con la columna de términos independientes. De este modo, proporciona un método més
eficiente en general para resolver dichos sistemas.

La factorizacién LU de una matriz  consiste en su descomposicién como producto de cier-
tas matrices triangulares.

Definicién 2.6.1

Una matriz  con elementos (8;);<j<m 1< <n€s triangular superior si los elementos &; para
i > son nulos. Una matriz  es triangular inferior si es la traspuesta de una matriz triangular
superior.
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Observa que en una matriz triangular superior  son nulos todos los elementos que quedan

por debajo de los @;; para i = 1, ..., m, mientras que en una triangular inferior , son nulos todos
los que estan por encima de los @; para i =1, ..., m.
La e om o0i i nLUdeunamatriz consiste en factorizarla como producto = LU de
una matriz triangular inferior L por una matriz triangular superior U.
Conocida una descomposicion = LU, cada solucién ~ de un sistema de ecuaciones li-
neales
“=b (6.1)

que ahora puede escribirse como LU~ = b, es una solucién del sistema

U =y (6.2)

para alguna solucién y del sistema
Ly = b. (6.3)

En general, la resolucién de estos dos sistemas es mas eficiente computacionalmente que la
resolucién del sistema original, ya que cuando una matriz es triangular, inferior o superior, re-
solver un sistema que la tiene como matriz de coeficientes es particularmente sencillo, despe-
jando las incdgnitas hacia delante o hacia atrds, respectivamente.

Algunos algoritmos utilizados en programas de ordenador emplean la factorizacién LU para

calcular la inversa de una matriz , cuando esta existe, descomponiendo primero = LUy
calculando entonces ~'=U"'L™.
EJEMPLO A. Supongamos que queremos resolver el sistema de ecuaciones lineales ~ =b
con
2 1 3 b,
-2 55 b,

para distintas colecciones b de términos independientes y que conocemos una descomposicion
= LU con

1 00 2 1 3
L= 2 1 0| y u=fo -3 -3
-1 -2 1 0o 0 2

Entonces, para cada coleccion de términos independientes b, resolviendo primero el siste-
ma (6.3)

1 0 0\ [y, b,
2 I 0]|Yy,|=|hy
- 1 *2 1 y3 b3

por sustitucion hacia delante, y después el sistema (6.2)

2 1 3\ /,
0 73 73 2 = 2
0 0 2 3 Y3

<

1

<
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por sustitucién hacia atrds, se obtiene la solucién del sistema original (6.1)

4 *1 3 2 = b2
_2 5 5 3 b3

Por ejemplo, para b= (1,2, —2), el sistema (6.3) resulta ser:
Yi = 1
2yit Y, = 2
Y12y, ty; =2
de donde se obtiene ¥ = (1, 0, — 1) despejando hacia delante, y entonces el sistema (6.2) es:
2,+ L,+35,= 1

_32_33 0
23 _1

y de aqui, despejando hacia atrds, resulta ~ = (1, 1/2, —1/2) como solucién del sistema

original.

* 0ok ok

Respecto al coste computacional que suponen los diferentes métodos de resolucién de un
sistema de ecuaciones lineales ~ = b, para una matriz cuadrada  de orden N, con n relativa-
mente grande, digamos n > 30, el calculo de una factorizacién LU conlleva aproximadamente
n*/3 operaciones aritméticas elementales, mientras que la eliminacién de Gauss-Jordan para la
matriz ampliada del sistema supone n’/2. Por otro lado, el cilculo de la matriz inversa ',
como se ha descrito en el Teorema 1.4.3, requiere alrededor de 2n® de tales operaciones. Final-
mente, la resolucién de los dos sistemas triangulares U™ =y y Ly = b supone unas 2n* opera-
ciones aritméticas elementales, aproximadamente lo mismo que la multiplicacién de ~' por la
columna b.

En la siguiente tabla, se compara el nimero aproximado de operaciones aritméticas elemen-
tales que conllevan los distintos métodos de resolucién de un sistema de ecuaciones lineales
con matriz de coeficientes cuadrada de orden N, para n relativamente grande'.

( LU Gauss-Jordan Al Cramer)

L n’/3 n/2 2n? n'n? J

Observa que al aplicar la regla de Cramer, es preciso calcular n + 1 determinantes de orden
n ademds de n divisiones y que el cdlculo de un determinante exige aproximadamente n!n su-
mas y n! — 1 multiplicaciones.

' Ver K. E. Atkinson, W. Han, lementary meri al naly i, 3.* ed. John Wiley and Sons, 2003.
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Desafortunadamente, no todas las matrices poseen descomposicién LU. Un ejemplo sencillo

es la matriz
(0 2
1 0/)°

Comprobar que al escribirla como producto de una matriz triangular inferior por otra
triangular superior con incégnitas como elementos y resolver el sistema correspondiente, se
obtiene una contradiccién y por lo tanto no es posible encontrar una factorizaciéon LU para
dicha matriz.

Si, mediante operaciones elementales que no incluyen intercambios de filas, una matriz
puede transformarse en una matriz escalonada U (que no necesariamente tiene unos en las
esquinas de sus peldafios), entonces la factorizaciéon LU existe, como prueba el siguiente re-
sultado:

Teorema 2.6.2

Siuna matriz  de tam@no m X n se puede convertir en una matriz escalonada U median-
te operaciones elementales sin realizar intercambios de filas, entonces:

= LU
con L matriz triangular inferior de orden m e invertible y U matriz triangular superior del

mismo tamafio que y escalonada.
N J

Demostracion. Si no es necesario intercambiar filas para llegar a una forma escalonada
de , entonces basta usar las matrices elementales ;( )y ;( ) coni < , que son matrices
triangulares inferiores (ver seccidon 2.3). Luego, por hipétesis, existen matrices elementales
triangulares inferiores de orden m, |, ,, ..., tales que:

U=( - 2

de tamino M X n, es escalonada, y por tanto, triangular superior.
Entonces = LU, con U matriz triangular superiory L = ;' ;'--- ~' matriz triangular
inferior, ya que es producto de matrices triangulares inferiores. Ademds L es invertible (por ser

producto de matrices invertibles), lo que prueba el resultado.

Observacion. El proceso por el cual realizando transformaciones elementales en una ma-
triz se obtiene una matriz escalonada se conoce como eliminaciéon de Gauss frente a la elimina-
cion de Gauss-Jordan, que conduce a una matriz escalonada reducida (con unos en las esquinas
de sus peldafios y ceros encima de estos unos).

EJEMPLO B. Encontremos la factorizaciéon LU para la matriz del ejemplo anterior,

2 1 3
4 -1 3
-2 55
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Con la notacién introducida en la seccién 2.3 para las matrices elementales:

13 2 1 3 2 1 3
20 _ 3

A=(| 4] =1 3| B2 (0 |-3] =3 | 22 o |-3 -3 |
—2| 5 5/ BFO \o | 6] 8 0 0

De esta forma:

U= 32 (1) (-2)
es triangular superior y entonces = LU con
L=1[ 32 () (=21 "
Es decir
L= 72 (=D 3(—2)= 1@ (-1 (-2

siendo la matriz identidad de orden 3.

Por tanto:
1 00 1 0 0 1 0 0 1 0
=lo 1 0] 22fo 1 o] “Yf 0o 10| @, 2 1
0 0 1 0 -2 1 -1 -2 1 -1 =2
El lector puede comprobar que = LU.

EJEMPLO C. Encontremos la factorizacién LU para la matriz

2 6 —2 0 2
3 9 -3 3 1
-1 -3 1 -3 1]
-2 —6 2 —6 2
Buscamos primero U:
2 6 —2 0 2 2 6 —2 0 2
A= 3 9 -3 3 1 E%(73/2) 0 0 0 3 -2 E%(l)
- 1 - 3 1 - 3 1 E?(I/Z) 0 0 0 - 3 2 E;(Z)
—2| —6 2 —6 2/ E \0 O 0|—6 4
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con lo cual:

U= 3@ 3D i) i1/2) (=3/2)
es triangular superior y entonces = LU con

L=1 32 3D {1) 3(1/2) (=321 "= 13/2) (—=1/2) {(=1) (=1 3(=2)

que resulta ser:

1 0 0 0

L= 372 1 00
-12 -1 1 0

-1 -2 0 1

matriz que es triangular inferior e invertible.

El procedimiento utilizado en los ejemplos B y C para encontrar la factorizacién LU de la
matriz  de tamdno m X n considerada se puede esquematizar del modo siguiente: se comienza
con (| ), siendo la matriz identidad de orden m, se hacen las transformaciones elementales
sin intercambio de filas para obtener ( |U) donde U es una forma escalonada de y entonces
se tiene que L= .

Observar que en los ejemplos B y C, las columnas de la matriz triangular inferior L, se
pueden ir obteniendo de izquierda a derecha: se van tomando las columnas recuadradas en la
reduccionde ( ol mna rin i ale ), y se divide cada una de ellas por el primer elemento del
recuadro; agotadas las columnas principales (tantas como el rango de la matriz original), en el
resto de columnas de L todos los elementos son nulos excepto los colocados en la diagonal de
L, que son unos. Se puede comprobar que lo mismo sucede en general® cuando para obtener U
solo se han realizado operaciones elementales de la forma ;( ) coni < . De esta forma, en la
practica se utilizan algoritmos de factorizacién LU que, en lugar de hacer cdlculos con matrices
elementales y sus inversas para construir L, van almacenando una a una sus columnas, obteni-
das a partir de la reduccién de

Cuando una matriz  no tiene factorizaciéon LU y por tanto, se requieren intercambios de
filas para reducirla a una matriz escalonada, realizando todos esos intercambios de filas, se ob-
tendria una matriz que ya no precisa dichos intercambios en la reduccidén a matriz escalonada
con el método de eliminacién de Gauss. Esta nueva matriz se puede expresar como con
una matri e inter ambio, definida como el producto de las matrices elementales correspon-
dientes a los intercambios de fila en el orden adecuado?. Entonces, de acuerdo con el Teorema
2.6.2, la matriz se puede descomponer como = LUy, por tanto,

= LU

con ' matriz de intercambio, L matriz triangular inferior y U matriz triangular superior. Esta
descomposicion se llama a tori @ i n LU y también puede utilizarse en la resolucion de sis-
temas de ecuaciones lineales.

2 W. K. Nicholson, Algebra Lineal ona li a ione , McGraw-Hill, 2003.
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EJEMPLO D. Encontremos la factorizacién LU para la matriz
(0 2
1 0/

En este caso, la matriz de intercambio  es simplemente la correspondiente al intercambio
de las dos filas de ,

Entonces
(0 1\ /0 2\ /(1 O
1 0 1 0 0 2/

que en este ejemplo ya es una matriz escalonada U, con lo cual = LU con L la matriz identi-
dad de orden 2 y finalmente, la descomposiciéon LU de es:

- w000 ()

EJEMPLO E. Encontremos la factorizaciéon LU para la matriz

-1 -2 3
= 2 4 -1
I

Realizamos la reduccion a forma escalonada de

-1 -2 3 -1 -2 3 -1 -2 3
= 2 4 —-1]|- 0 0 5|—- 0 -1 2]=U.
1 I -1 0 -1 2 0 0 5

En este ejemplo, la matriz  corresponde al intercambio de las filas segunda y tercera de

con lo cual
-1 =2 3
= 1 1 -1
2 4 -1

y la factorizaciéon LU de es:
1 0 0\/—-1 -2 3

1 0 0
= Ltu={o0 0 1|l-1 1 0 0o -1 2].
01 0/\-2 0 1 0O 05
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EJERCICIOS 2.6

1. Encontrar una factorizacion LU de las siguientes matrices:

121 -
a) [0 1 1 b
) ) (3 )
301 2
2 4 -1
~4 -5 3—2 202
~1 :
Dl 2 s -4 d)71773
-6 0 7 -3

composicion LU para los siguientes sistemas:

W O =

d)

f)

2
1
1

—_

|
()

1
2
1

1
yb=|[2 b)
3
-1 5 1
3 -8 -~ |0
b:
—4 1]’ 1
7 -3 0
2 0
3lyb=|1 e)
—7 0
-1 1
—2]yb={0].
1 1

Discutir y, en su caso, resolver el sistema de ecuaciones lineales

3. Hallar una descomposicion LU de la matriz tridiagonal

S O = B

O = A=

—_ = O

~ = O O

~ = b utilizando la des-
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4. Dada la matriz tridiagonal

2100
210
“lo 1 21
00 1 2

encontrar una descomposicion LU de y usarla para resolver el sistema

S O O =

5. Hallar una matriz de intercambio y una factorizacién LU de para las matrices:

0 0 3 01 -3
a) [0 -1 6 b) 08 —6|
305 1 -1 3 1

6. a) Encontrar dos factorizaciones LU distintas de la matriz

(25
1 3)
b) (Es posible encontrar dos factorizaciones LU distintas para la matriz del apartado a)
tales que L tenga unos en la diagonal?

7. Considerar una matriz  cuadrada invertible que no requiere intercambios de filas para
llegar a una forma escalonada U haciendo operaciones elementales con sus filas.
Considerar ahora una factorizacion LU de  tal que L tiene unos en la diagonal.
Demostrar que dicha factorizacidn es tnica.
(niain Si =L,U, =L,U,, comprobar que U,U;' =L, 'L, y que U,U, ' es
triangular superior, mientras que L; 'L, es triangular inferior. Deducir entonces el re-
sultado.)

2.7. DETERMINANTES Y PERMUTACIONES

Presentaremos a continuacién una nueva férmula para calcular el determinante de una matriz
cuadrada. Esta nueva férmula requiere el concepto de erm ta i n.

Recibe el nombre de erm ta i nde los nimeros naturales 1, 2, ..., n toda aplicacion biyec-
tiva del conjunto {1, 2, ..., n} en si mismo. Las permutaciones se representardn con las letras

griegas o, f3, 7, ...

EJEMPLO A. Las permutaciones de los nimeros naturales 1y 2 son o: {1, 2} — {1, 2} dada
poroa(l)=1ya@)=2,y f:{1,2} - {1, 2} dada por f(1) =2y p(2) = 1.
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A continuacién escribimos las permutaciones de los nimeros naturales 1, 2 y 3:

o ouq(h=1, ,2)=2, o3)=3
o o) =2, a,2)=1, ou(3)=3
oy osz(1) =3, o32)=1, o33)=2
o oy(1) =3, w(2)=2, o,3)=1
os: os(1) =2, as5(2) =3, o5(3) =1
og:  og(l) =1, a5(2) =3, o43)=2.

Al lector se le ha pedido todas estas aplicaciones en el ejercicio 2 de la seccién 1.3.

*k * *

Para escribir una permutacién no es necesario escribir los elementos del conjunto inicial;
basta con escribir ordenadamente la imagen de los elementos en su orden natural. Asi, por
ejemplo:

w=3 1 2)

=02 3 1

donde o3 y o5 son como en el ejemplo
Si llamamos |, al conjunto de todas las permutaciones de los N primeros nimeros naturales
y « € , podemos escribir

o= (a(l) o2) -+ ).

Dada una permutaciéon o de ,, diremos que en o se ha reali @ 0 na inver i n si se han
intercambiado entre si dos elementos de su imagen. El resultado de realizar una inversion en
una permutacion es, de nuevo, una permutacion.

EJEMPLO B. f = (14325) es una permutacion que se obtiene de o = (54321) realizando una
inversion; a saber, se han invertido el 1 y el 5.

* 0 ok ok

Sea , el nimero de inversiones que es necesario realizar en la permutacion o para transfor-
marla en la permutacién identidad; el nimero , no es fijo para una permutaciéon « € ,, sino
que varfa segun el orden en que se realicen las inversiones. Sin embargo, si por un procedimien-
to se ha necesitado un ndmero par (impar) de inversiones cualquier otro procedimiento debe
necesitar un nimero par (impar) de inversiones.

Por tanto, el nimero

sig(e) = (=1 *
que recibe el nombre de ignat ra e o, no depende de la forma en que se realicen las inver-
: 3
siones”.
Si , es par, la signatura de o es + 1 y entonces diremos que o es una permutaciéon ar; si
es impar, la signatura de « es — 1 y entonces diremos que o es una permutacién im ar.

3 J. Dorronsoro, E. Herndndez,  mero , gr o yanillo, Addison Wesley/UAM, 1996.
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EJEMPLO C. Dada la permutacién o = (53142) podemos invertir el 1 y el 5 para obtener
o = (13542); a continuacién invertimos el 2 y el 3 para obtener o, = (12543); finalmente in-
vertimos el 3 y el 5 para obtener a; = (12345), que coincide con la permutacion identidad. Por
tanto,

sig(a) = (—1)> = —1.

El proceso que hemos seguido para hallar la signatura de o puede esquematizarse de la si-
guiente forma:

5s1 32 53

o = (53142) — (13542) —— (12543) —— (12345).
EIE B

Pasamos a continuacion a dar una férmula para el determinante, que utiliza el concepto de
permutacion. Si comenzamos con matrices de orden 3 sabemos que

a;p ap ap
8y 8y 3| = 85180833 T 81,8385 + 813883,

a3 a3 Az
T Qp38x83; — Qa1 33 — @118383;.

Observar que esta «suma algebraica» posee 6 elementos y que cada uno de sus términos tiene 3
elementos, de manera que cada uno de estos tres elementos proviene de distinta fila y distinta
columna que los restantes. Ademads, el subindice de las filas estd siempre ordenado, mientras
que el subindice de las columnas forma una permutacién de los elementos 1, 2 y 3. Por tanto,
los 6 términos anteriores pueden escribirse de la forma

Ao()®2u2)@3x3)y L E 3

afectados de un signo «positivo» o «negativo». Para determinar el signo de cada uno de estos
sumandos observamos que los términos positivos corresponden a las permutaciones pares o, o,
y o5 del ejemplo A y los términos negativos corresponden a las permutaciones impares oy, o5 y
o del ejemplo A. Por tanto:

ajp 4 A

Ay Ay Ayl T Z (1€ (00))@}51YB202) Q33 -
oe

a3 43 Az ’

Este resultado sugiere el siguiente:

Ve N\
Teorema 2.7.1

Sea = (&) —; . nuna matriz de orden n; si definimos

so0n)

AC) =), (sig ()18 Bnacn)

oE n

se tiene que | | = A( ).
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Antes de demostrar el Teorema 2.7.1 necesitamos los siguientes resultados:

4 Lema 2.7.2 h

Si  es una matriz (3;); —, _, en la que la i-ésima fila es una suma de la forma
8 =b; +bj, =1,2, .. ny escribimos

all a12 aln all a12 e aln
=| by bp bir; ) "= by 2 955 |
an; ané SR Ay 8y o @
se tiene
9 AC)=AC)+AC). )

Demostracion.  Por la definicién de  se tiene que

AC) = yez (Sig (o)@y 51y " Qi) *** Ban) =
= [x; (sig (@)ay,y -+ [Biggiy + Diyiy] -+ Bnyn) =
= %Z (sig (@)ays1y ++ Biggiy -+ Bnyny “GZ (sig(o))ayyry -+ Disgiy +++ Bnyny =
=A() +ACH.
4 Lema 2.7.3 A
Si =(a) —1...ny denotala matriz
an a‘i @in
: 0 a:n 0

que se obtiene de  sustituyendo todos los elementos de la dltima fila por cero excepto el
que ocupa la columna , se tiene que

ACH) = (D" a, A )

donde | denota la matriz adjunta del elemento que ocupa el lugar (n, ).

/

Demostracion. Comenzamos observando que si  es la matriz que se obtiene de  inter-
cambiando dos columnas se tiene que A( ) = —A( ); la demostracion de este resultado se pide
en el ejercicio 3 al final de esta seccion.
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Intercambiamos la columna de  con todas las columnas posteriores a ella hasta llevarla a
la dltima columna de la matriz; se obtiene asi la matriz

b11 bl, —1 bl bl,nfl bln
by by oy By byl by |
0o - 0 0 - 0 b
ay &, 1 84 @ G
_ |81 v 8- @4 v @n @
0o - 0 0 0 a,
Puesto que la columna se ha intercambiado N — veces para llevarla a la dltima columna,

se tiene que

AC ) =(—D""AC ).
Observando que (—1) " = (—1)" se tiene que
ACH)=(D ""AC )=(—D""A(C ). (7.1)

Para calcular A( ) utilizamos la definicién de A y se obtiene:

AC )= Z (Siga)blx(l)”'bnfl,x(nfl)'bno«,(n)

aE |,
a(n)=n

ya que si o(n) # N, by, = 0. Toda permutaciéon o € , que satisface (n) = n puede interpre-

tarse como una permutacién ff € ,_; sin mas que definir f( ) = a( ), | <1 < n — 1; recipro-

camente, si § € ,_, podemos definir o € tal que a( ), 1 < < n — 1y an)=n; ademas,

sig (o) = sig (f). Por tanto:

AC )= bnn|: Y, Gighbpya, - bnl,[f(nl):| = BpnAC ).
/j’e n-1

Puestoque b,, =a, y .= n,se tiene que
AC ) =2a,A( ).

Sustituyendo este resultado en la férmula (7.1) se obtiene el resultado deseado.

Demostracion del Teorema 2.7.1. Realizaremos la demostracion mediante el método de
induccién. Si  es de orden 3 ya hemos comprobado anteriormente que el resultado es cierto; el
lector puede comprobar que el resultado es también cierto si  es de orden 2.

Supongamos que el teorema es cierto para toda matriz de orden inferior a n y sea

= (@ )j.j=1....n una matriz de orden n. La matriz  puede escribirse de la forma
ap a;; ain

A ) e a2n

ay +0+-+0 0O+a,+ -+0 -« 0+0+ - +a,
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Aplicando repetidamente el Lema 2.7.2 se tiene que
AC)=AC D+HAC )+ - +AC )+ -+ A

donde , =1,2,...,n,eslamatriz que se obtiene sustituyendo la dltima fila de  por ceros,
excepto el lugar en el que se deja a, . Por el Lema 2.7.3 se tiene que

ACH)=(—D""agAC o) + -+ (D" a,AC ) + -+ (= D AC )

Puesto que las matrices ,, =1, 2, ..., n, son de orden n — 1, por la hipétesis de induccion se
tiene que

A( ):(_1)n+1an1| n1|+"'+(_1)n+an| n|+"'+(_1)2nann| nn|:| |

donde la dltima igualdad se debe al Teorema 2.2.4 (desarrollo del determinante por la dltima
fila). Esto termina la demostracion.

La férmula del determinante resulta engorrosa cuando se trata de matrices de orden superior
a tres si queremos utilizarla en el cdlculo préctico. Por otro lado, es bastante eficiente para reali-
zar algunas de las demostraciones de las propiedades de los determinantes, que se expusieron
en la seccidn 2 de este mismo capitulo.

Por ejemplo, la propiedad 1, que expresa que si una matriz tiene una fila (columna) de ceros
su determinante es nulo, es facil de demostrar. Basta observar que en todos los términos de
A( ) aparece un elemento nulo y, por tanto, | | = A( ) = 0. Las demostraciones de otras pro-
piedades se piden en los ejercicios al final de esta seccidn.

EJERCICIOS 2.7

1. Dadas las permutaciones

o= (23154) , p=(13245) , y=(53412)
A= (31856472) , O = (4321)

calcular la signatura de cada una de ellas y la signatura de oo, B~y yop~ "

2. Indicar el signo de los términos a,,a,383844 ¥ @,48,1835,843 en el desarrollo del determi-
nante de una matriz de orden 4.

3. a) Demostrar que si f§ es la permutacién que se obtiene de o intercambiando a(i) y a( ),
i # , se tiene que sig (ff) = —sig ().
b) Demostrar que si  es la matriz que se obtiene de  intercambiando dos columnas se

tiene que A( ) = —A( ).

4. Demostrar que si es la matriz que se obtiene de  multiplicando una de sus filas por r se
tiene que A( ) = rA( ).

5. Utilizar el problema 3 para demostrar que si  es una matriz con dos filas idénticas se tiene
A(C ) =0.
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6. Si () esuna matriz N X n cuyos elementos son funciones derivables m; ( ), € R, con
valores reales, demostrar que

— | ()|=;| )l

donde () es la matriz que se obtiene derivando la ésima columna de ().
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Introducciéon

Las sucesivas ampliaciones de los sistemas de niimeros se han realizado para acomodar resulta-
dos sorprendentes en los sistemas de niimeros conocidos. Estos resultados sorprendentes pro-
vienen, en la mayor parte de los casos, de la resolucién de ecuaciones algebraicas.

Por ejemplo, la ecuacién + 7 =5, en la que solamente aparecen nimeros naturales, no
posee ninglin ndmero natural como solucidn; su solucién es el nimero negativo — 2. Los nime-
ros naturales, junto con los nimeros negativos, forman el sistema de los nimeros enteros. Este
sistema de ndmeros es insuficiente para resolver todas las ecuaciones algebraicas; la ecuacién
3 =5 no posee como solucién ningin nimero entero; su solucién es el nimero fraccionario
5/3. Los ndmeros enteros, junto con los nimeros fraccionarios, forman el conjunto de los nime-
ros racionales. Estos nimeros resultan insuficientes para resolver ecuaciones cuadraticas; por
ejemplo, la ecuacién ? = 2 no tiene un nimero racional como solucién; sus soluciones son los

nimeros irracionales \/2y — \/5 Los nimeros racionales, junto con los irracionales, forman
el sistema de los niimeros reales.

En todos estos sistemas de nimeros estdn definidas las operaciones de suma y multiplica-
cién, que generalizan las operaciones con nimeros naturales.

Los nimeros reales no son, sin embargo, suficientes para acoger en su seno las soluciones
de toda ecuacién cuadritica. La ecuacién 2 = — 1 carece de toda solucién real, ya que el cua-
drado de un nimero real no nulo es siempre un nimero positivo. Nos vemos en la necesidad
de ampliar el concepto de niimero para incluir aquellos que permitan resolver esta ecuacion.
La idea mds sencilla, y a la vez genial, es definir un «nuevo» nimero, i, de manera que satis-
faga la relacién fundamental i* = — 1. El nuevo sistema de niimeros que se obtiene afiadiendo
este y sus combinaciones a los nimeros reales recibe el nombre de i tema en mero om

le 0 . Las operaciones que con ellos se realicen deben ser una generalizacion de las corres-
pondientes operaciones con nimeros reales. Este capitulo estd dedicado al estudio de los
nimeros complejos.

3.1. Los NUMEROS COMPLEJOS Y SUS PROPIEDADES

Un ndmero complejo es toda expresion de la forma
=a -+ bi

donde a y b son niimeros reales e i es un nimero que satisface i = — 1. El niimero real a recibe
el nombre de arte real del nimero complejo , y se representa mediante Re ( ), y el ndmero
real b recibe el nombre de arte imaginaria de y se representa mediante Im ( ).

La ma e o nmero om leo es otro nimero complejo, que tiene como parte real la
suma de las partes reales de cada uno de ellos, y como parte imaginaria la suma de las partes
imaginarias de cada uno de ellos; asi pues, si

=a+hi , "= + i
se tiene que

+ =@+ )+ b+ )
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El ro to e o nmero om leo esotronimero complejo que se obtiene multiplican-
do los nimeros complejos como si fueran polinomios en la variable i y sustituyendo i por — 1
siempre que aparezca. Tenemos, entonces, que

.'=@+bi + ih=a +tait+bi+bi’=@ —b)+@ +b)i

EJEMPLO A. Queremos calcular [(3 + 2i)® + (1 — i)]% podemos utilizar el binomio de New-
ton para calcular el cubo de (3 + 2i) y obtenemos

B +2=3>+3.322i +3-3-(2i)> + (2i)’ =27 + 54i — 36 — 8i = —9 + 46i.
Por tanto:
[3+ 20y + (1 — D> =[(—9 +46i) + (1 = D]* = (—8 +45i)> = (—8)" — 45> +
+2-(—8)-45i = — 1961 — 720i.

EJEMPLO B. Puesto que i = — 1, tenemos que i* = (— 1)> = 1; por tanto, si n es un niimero
natural que al dividirlo entre 4 da de resto r, 0 < r < 4, es decir, n =4l + r, donde | es un
numero natural, se tiene que

in — i4lir — ir
Asi, por ejemplo, i**' = i% ya que 431 = 4 x 107 + 3; puesto que i® = i*-i = —1i, se tiene que
2431 H
i~ =—I.

k * k

El o ienteentre 0 n mero om le o, de los cuales el divisor es no nulo, es otro nimero
complejo; si deseamos hallar el cociente entre los nimeros complejos =a+bi y
"=+ i#0, escribimos
a -+ bi

- = +y.
! + 1 y

El nimero complejo + iy es el cociente entre 'y ' si se cumple que
( + D +iy)y=a+hi

Utilizando la definicidn de producto de niimeros complejos e igualando las partes reales e ima-
ginarias se tiene que

— y=a
+ y=bf"
Como 2+ 2;«réOpor ser ' # 0, el sistema tiene solucion tnica. Esta es
a+ b b—a
R y= 1y 2

Por tanto:
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La férmula para calcular el cociente de dos nimeros complejos no es muy dificil de recor-
dar; sin embargo, es mucho mds fécil calcular el cociente de dos niimeros complejos utilizando
la nocién de conjugado. Se denomina on ga o del nimero complejo "= + i al nimero
complejo

que posee la misma parte real que ', y su parte imaginaria se ha cambiado de signo.
Al multiplicar un nimero complejo = + i por su conjugado se tiene

=+ D D=

que coincide con el denominador de las partes real e imaginaria del cociente entre 'y ’. Esto
sugiere que para calcular el cociente entre dos nimeros complejos hasta multiplicar el numera-
dor y el denominador por el conjugado del denominador. En efecto, este cdlculo proporciona el
resultado adecuado, ya que

a+bi_a+hi — i (@ +b)+ib —a) a +b b —a

- - - = +1 .
+ i + 0 — 24 2 2, 2 24 2

(1.1)

EJEMPLO C. Queremos expresar el nimero complejo

(1 — i + 2i)
1+

en la forma a + bi; el numerador da como resultado

(1-DA+2h)=1+2i—-i—-2i’=1+2+i=3+1.
Multiplicando numerador y denominador por 1 — i se tiene
a—na+2b:3+y1—i:3—ﬁ+i—P:4—m:2_i
I +i I+i1—i 2 2 ’
* ok %

La suma de nimeros complejos cumple las siguientes propiedades, que son semejantes a las
propiedades de la suma de nimeros reales:

(S1) Asociativa:
@+bh)y+[( + D+E+ D=[@+b)+( + D]+E+ .

(§2) Conmutativa:
@+bh)+( + D= + i)+ (a+bi.

(S3) Existencia de elemento neutro: el nimero complejo 0 = 0 + Oi satisface
(@a+bi)+0=0+ (a+ bi)=a+ bi.

(S4) Existencia de elemento opuesto: el opuesto de a + bi es —a — bi.
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El producto de nimeros complejos tiene propiedades andlogas a las de la suma; son las
siguientes:

(P1) Asociativa:
@+bh( + e+ Dl=[a+bih + Dle+ .
(P2) Conmutativa:
@-+bi( + = + i@+ bi.
(P3) Existencia de elemento unidad: el ndmero complejo 1 = 1 + 0i satisface
(a+bi)l = 1(a+ bi) =a + hi.

(P4) Existe el inverso de todo nimero complejo distinto de cero: el inverso de un nimero
complejo = a + bi, no nulo, es otro nimero complejo + yi tal que

@+ bi)( +vyi) = 1.
Por tanto,
I _a-bi_ a (D
athi a+b a+b  a+b

+yi=

seglin vimos en (1.1).

Finalmente, la suma y el producto de nimeros complejos estdn relacionadas mediante la
siguiente propiedad:

(D1) Distributiva:
@+b( + H+E+ D]=(@+bi)) + i)+ (a+bie+ .

El lector no tendra gran dificultad en comprobar las propiedades anteriormente expuestas.
Cuando un sistema de nimeros con operaciones en €l definidas satisface las propiedades ante-
riores recibe el nombre de er 0. Podemos hablar, entonces, del cuerpo de los nimeros com-
plejos que denotaremos por C.

* 0ok ok

La validez de las operaciones con nimeros complejos era cuestionada por varios matemati-
cos anteriores al siglo X1X. El nombre de «imaginarios» que aun se da a los nimeros complejos
cuya parte real es nula es un vestigio de este escepticismo. Sin embargo, a comienzos del siglo
XIX una sencilla interpretacion geométrica de las operaciones con ndmeros complejos hizo
desaparecer estas sospechas. Esta interpretacion geométrica fue encontrada simultdneamente
por Wessel (1745-1818), Argand (1768-1822) y Gauss (1777-1855).

Esta interpretacion geométrica consiste en colocar la parte real de un nimero complejo en
un eje y su parte imaginaria en otro eje perpendicular al primero. El primero de estos ejes se
denomina € e real y el segundo e e imaginario. De esta forma todo ndmero complejo queda
representado en un plano mediante un vector, como puede apreciarse en la figura 3.1.
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— O —

i ra3.l

La suma de dos nimeros complejos es un nimero complejo cuya representacion grafica
coincide con la diagonal del paralelogramo que se obtiene con los dos vectores dados (véase
figura 3.2).

(a+ bi)+(c+di)

c+di

a+bi

i ra3.2

Para poder interpretar geométricamente la multiplicacion de nimeros complejos es necesa-
rio recurrir a una nueva forma de escribirlos. Esto se hard en la préxima seccion.

EJERCICIOS 3.1

1. Calcular:
a) [2-3) ) b) G — i \/7§>g 0 [(2+D2 -0~
2. Expresar los siguientes nimeros complejos en la forma a + bi:
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3. Encontrar las partes reales e imaginarias de

donde =a + bi.
4. Encontrar dos niimeros complejos tales que su cuadrado sea 8 — 6i.

5. Demostrar las siguientes igualdades:

a 1+ .=+, b) 1.= 1>

donde ;y , son dos nimeros complejos cualesquiera.

3.2. FORMAS TRIGONOMETRICA Y POLAR DE UN NUMERO
COMPLEJO

Se denomina m 1o de un ndmero complejo = a + bi a la longitud r del vector que lo repre-
senta, y se escribe de la forma | |. Utilizando el teorema de Pitdgoras se tiene que

r=1|=.a+b

Todo nimero complejo posee un mddulo positivo, excepto el nimero complejo = 0, que po-
see modulo nulo.

El dngulo que forma la direccion positiva del eje real con el vector que representa al nimero
complejo se denomina arg mento de y se representa mediante

o =arg( ).
El argumento de un ndmero complejo no estd determinado univocamente, sino que puede

variar en un miltiplo de 360° = 2 radianes. En cualquier caso, la trigonometria elemental nos
permite obtener:

t_b
g“a

siempre que a sea no nulo.
En el tridngulo de la figura 3.3 puede observarse que

a=rcosa y b=rsenua
y, por tanto:

=r[coso + isena]

que recibe el nombre de orma trigonom tri a del nimero complejo
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Modulo

Iz=a+bi
28 l

\ Eb
AN |

a

\/

Argumento

i ra33

EJEMPLO A. Queremos escribir el nimero complejo = —2 + 2i en forma trigonométrica;

2
sumoédulo es r = /4 + 4 =2, /2y su argumento o satisface tgo = — 5=~ 1; por tanto, co-

mo el nimero complejo estd en el segundo cuadrante, se tiene o = 135°. Asi pues,
=2+ 2i =2./2 [cos 135° + isen 135°].
El lector puede también comprobar que
—2i = 2[cos270° + isen270°]

obteniéndose asi la forma trigonométrica del nimero complejo = —2i.

—2i
i ra34
k * %k
Dados los nimeros complejos ;| = r(cosa +isena)y , = (cosf + isenf5) en su forma

trigonométrica, su producto es

1+ > =T [(cosacosf — senasen ff) + i(cosasen ff + senocos ff)].
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Utilizando las férmulas trigonométricas para el coseno y el seno de una suma de dngulos se
tiene que

1+ o =T [cos(a+ f) +isen(x+ fB)]. (2.1)

De aqui se deduce que el mddulo de un producto de nimeros complejos es el producto de los
moddulos de cada uno de ellos y que su argumento es la suma de los argumentos de cada uno de
ellos. Esta afirmacion tiene una representacion geométrica sencilla que puede observarse en la
figura 3.5.

Z1+Zp

Z

. +
ﬂazl

i ra35
Para interpretar geométricamente el cociente ,/ ,, donde , es no nulo, calculamos primero
el inverso de ,. Si escribimos
, = (cosf + isenf)

se tiene que

1 1 _(cosf —isenf) 1

722 Y —— = —[cos(—p) + isen(— )]

Por tanto,

1 L or .
—= ;-—=-[cos(a— f) +isen(ax — p)].
2 2

De aqui se deduce que el médulo de un cociente de nimeros complejos es el cociente de los
modulos de cada uno de ellos y que su argumento se obtiene restando del argumento del nume-
rador el argumento del denominador.

Hemos probado que el médulo del producto de dos nimeros complejos es el producto de los
moédulos de cada uno de ellos. El médulo de la suma es, sin embargo, menor o igual que la
suma de los moédulos de cada uno de ellos, es decir:

v+ ol <l + 14l
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ddndose la igualdad tinicamente en algunos casos particulares. La desigualdad anterior es una
consecuencia inmediata de aplicar la desigualdad triangular al tridngulo

Z|+22
Z

21

i ra3.6

Particularmente interesantes son algunos resultados que se obtienen utilizando el conjugado
de un nimero complejo = a + bi. Se tiene que

+ "= (a+ bi) + (a — hi) =2a=2Re()
— = (a+bi) — (a— bi) =2ib = 2iIm( ),
y también
T=(a+bi@-biy=a+b=|
k * k

Finalizamos esta seccidon dando una nueva forma de escribir un nimero complejo. En cual-

quier libro de andlisis matematico puede encontrarse la férmula siguiente para la funcién expo-
nencial:

2 3 n

e =1+ +—4—+ -t —F - eR,
21 3! n!

lo cual es una aplicacidn del teorema de Taylor para funciones de una variable. De la misma
manera puede demostrarse que

2 4 6 2n
cos =1—5—1-5—54—~--+(—1)”(2n)!+-~-
y
30s 2n+1
sen = gty O gy
Por tanto:

_ - l_az a4_a6 . _oc3 O(5_&7 ~
rfcosoe + Isenc] =7r 54—5 a—i— +il 5-{-; %_{_ =

- 2 - 3 - 4 - 5
=r[1+ia+('a) IO +J
2! 3! 41 5!
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La similitud de esta dltima expresion entre corchetes, con la férmula para la funcién expo-
nencial anteriormente dada, nos lleva a dar la siguiente definicién:

re'* = r[coso + isenal,

que recibe el nombre de rm la e ler.

La expresion re'” se denomina orma olar de un ndmero complejo; en ella estd contenida
toda la informacidn necesaria para que el nimero complejo quede determinado: estdn dados su
modulo y su argumento.

3.3.

1. Calcular su médulo, su argumento y expresar los siguientes niimeros complejos en sus for-

mas trigonométrica y polar:
1 3 3 1
1+, ——ii, —{—Zi, —2-12i

2. Calcular €™, > ¢* ye 4

3. Hallar el médulo y el argumento de los siguientes nimeros complejos, sin realizar las ope-
raciones indicadas:

1+\/§i
1+Da -0, —Y= i®3-3i.
(I+i1—10 1—ﬁi ¢ ))

4. Si ,y ,son dos nimeros complejos, demostrar que:
Q) [l =Tl 4
b) Ml —Tal<ly— 4

5. Probar, sin efectuar cdlculos, que si @ — bi es no nulo, (a + bi)/(a — bi) tiene siempre mé-
dulo 1.

6. Demostrar que

eioz+e—iac ei“*e_i“
coso = —————— y seno = ——————
2 21

utilizando la férmula de Euler.

RAICES DE NUMEROS COMPLEJOS

Tratemos ahora de encontrar larai n ima e nn mero om le o; este problema tiene una
solucién sencilla si el nimero complejo estd escrito en forma trigonométrica.
Observemos, primero, que si deseamos calcular la potencia n-ésima del nimero complejo

= r[coso + isen o]
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se tiene que
" = r"[cosno + isenna].

Esta formula, que recibe el nombre de rm la e e oivre (matemdtico inglés, 1667-1754),
se deduce del hecho de que al multiplicar dos niimeros complejos, el mddulo es el producto de
cada uno de sus médulos y su argumento es la suma de cada uno de sus argumentos. Este resul-
tado fue demostrado en la seccidn anterior (véase (2.1)).

Demostraremos a continuacidon que todo nimero complejo no nulo posee n raices N-ésimas
que son también nimeros complejos. Dado el nimero complejo no nulo

w = [cosf + isenf]

n

una raiz n-ésima de w es cualquier nimero complejo que satisface " = . Para encontrar

escribimos

= r[coso + isen o]

e imponemos la condicion de que su potencia N-ésima sea w; utilizando la férmula de De Moi-
vre se deduce que

r"[cosno + isenna] = [cosf + isen fB].
Igualando los médulos y los argumentos de estos dos niimeros complejos se tiene que

M=

nu=p+2m =0, %1, £2, -,

en donde se ha tenido en cuenta que dos nimeros complejos iguales poseen argumentos que
pueden diferir en un multiplo entero de 360° = 27 radianes.
Puesto que ry son nimeros reales positivos se tiene que

r =\ry>
donde \'f denota la Unica raiz real positiva del nimero real positivo . Ademas,

2
_b 2
n n

o , =0, +1, £2, ....

Por tanto, los nimeros complejos

2 2
w=\rf cos E+_n + isen E+_n , =0, +1, +2, ...
n n n n

son raices N-ésimas de .
En la coleccién de nimeros complejos { } hay una cantidad finita de ellos que se repiten
infinitas veces. Observar, por ejemplo, quesi = n+r, >n,0<r<n— 1, setiene que

2m 2r 2r
cos<ﬁ+>=cos<ﬂ+2 n+n>=cos<'g+n>
n n n n n n
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y, andlogamente,

2 2r 2r
sen<£+—n>= sen<E+2 n+—n> = sen<é+—n>.
n n n n n n

Por tanto, ® = w,. De manera similar puede demostrarse que si es un entero negativo, m
coincide con algtin w,, con 0 <r < n — 1. Ademds, todos los w,, conr e {0, 1,2, ..., n — 1}
son distintos, como puede comprobarse facilmente. Asi pues, » posee N-raices complejas que
escritas en forma polar son

w =\rf'ei([3+2 m/n.

EJEMPLO A. Queremos calcular las raices ctbicas del nimero complejo 8i; puesto que

8i = 8| cos ~ + isen~
| = COS2 |Sen2

=0,1,2,..,n— 1.

las tres raices cubicas de i son:

3 1
wy =2 cosz+isenE =2 —f+i—

|6 6 2 2

[ 2 2 3 1
w, =2| cos §+_77: + isen E+—7E = —i-i-i—

i 6 3 6 3 2

[ n  4n . n  4n )
wy,=2|cos|—+—)+1isen|{—-+—||=—2IL

6 3 6 3

i ra3.7

EJEMPLO B.
puesto que

Calculamos a continuacion las raices quintas del nimero complejo -1-1

Sn Sn
-1—-i= ﬁ<cos4+ isen4>
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se tiene que las raices pedidas son:

w =102_cosn+isenn}=102[l+i1}
0 4 4 J22
ol n  2n . © 2m\| o o
w, = /2|cos|—-+—)+isen|—+— Z\/E[cosll7 + 1sen 117°]
i 4 5 4 5]
w ='02_cos E+4—7T + isen E+4—n _=102[cosl89°+isenl89°]
2 \4 s 4 5)
o n  6m . T 6m\| o o
w3 = /2| cos|{—+—|+isen|—-+ — =\/§[003261 + 1sen261°]
i 4 5 4 5/
o] n  8n . n 8m\| o o
w, = /2] cos Z+? + isen Z+? =ﬁ[cos333 + 1sen 333°].

De la férmula para calcular las raices n-ésimas de un nimero complejo de médulo r se de-

duce que todas ellas tienen el mismo médulo, a saber, %, y sus argumentos difieren en multi-
plos de 27/n radianes; por tanto, los extremos de estas raices son los vértices de un poligono

regular de n lados inscrito en una circunferencia de radio % Este comportamiento puede
observarse en los ejemplos anteriores.

Un caso particular interesante es calcular las races n-ésimas de 1, las cuales se denominan
rai e n ima ela ni a . Puesto que 1 es un nimero complejo que tiene médulo 1, de la
observacion anterior se deduce que los extremos de las raices n-ésimas de la unidad son los
vértices de un poligono regular de n lados inscrito en una circunferencia de radio 1.

Claramente, una raiz n-ésima de la unidad es 1; el resto pueden calcularse con la férmula
anterior. Por ejemplo, las raices cuartas de la unidad son:

wo = 1[cos0° + isen0°] = 1

2n . 271 .
o, =1 cosZ-i—lsenZ =1
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a7 47
w, =1 cosZ-i-lsenZ =—1

6n . o6m .
ws =1 cosI+|senZ = -l

EJERCICIOS 3.3

1. Calcular los diferentes valores de

J1—i, -8, IJ—i, Yiei, J/-o9.
2. Calcular las raices sextas de la unidad.

3. Calcular las raices ctibicas de la unidad. Sean estas w, = 1, w, y w,; demostrar que w; y
o, satisfacen la ecuacién >+ + 1 =0y ambas son niimeros complejos conjugados.

3.4. RESOLUCION DE ECUACIONES ALGEBRAICAS

Una ecuacion algebraica es una ecuacion de la forma
a, "+a,_, " '+..4+a +a,=0 4.1

donde los a son nimeros complejos; en particular, si los @ son nimeros reales, la ecuacién
anterior se dice que es una ecuacién con coeficientes reales.

Se denomina ol i nde laecuacién algebraica (4.1) a cualquier nimero complejo tal que
al sustituir por en la parte izquierda de la ecuacién y realizar las operaciones indicadas se
obtiene 0 como resultado.

Inicialmente podria pensarse que toda ecuacion algebraica con coeficientes reales posee so-
luciones reales. Nada mds lejos de la verdad, puesto que ya sabemos que la ecuacién > + 1 = 0
no posee soluciones reales. Sin embargo, posee las soluciones complejas i y —i. Esto nos lleva
a pensar que toda ecuacion algebraica posee soluciones complejas. Este resultado se conoce con
el nombre de eorema n amental el Algebra, y se enuncia asi:
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oae ainalgebrai a e la orma oee na ol in ee nnmero
om leo.

La primera demostracién de este teorema es debida a C. F. Gauss; la demostracién mas
sencilla requiere conocimientos relativos a funciones de variable compleja y se incluye en cual-
quier curso dedicado a este tema.

Si ;| es una solucién de (4.1), existen ndmeros complejos by, b, ..., b,_; tales que

a, "Fa, " da tag=0, "+ b +b)( — ).

Para demostrar este resultado multiplicamos los polinomios de la parte derecha de esta
igualdad e igualamos sus coeficientes con los del polinomio de la parte izquierda. Por este pro-
cedimiento se obtienen las siguientes igualdades:

a=by ;a,,=by = b a, =05~ byo @ =Dby— by g =— by

La primera igualdad nos permite hallar b,_,(= a,); conocido b, _, podemos hallar b,,_, por
la segunda igualdad, ya que b,_, = a,_, + ;b,_, = a,_, + ,a,; conocido b,,_, podemos ha-
llar b,,_; a partir de la tercera igualdad, ya que

bhs=a, 2+ bhr=a,,+ @ -+ @
Este proceso continda hasta que se ha calculado b, de la pendltima igualdad:
bp=a + by=a+ @+ b)=-=a +a,+tai+--+a "

Esta igualdad coincide con a, = — b, ya que , es solucién de la ecuacion (4.1). Este procedi-
miento para calcular el polinomio b,_;, "*!' + ... + b, + b, se conoce con el nombre de regla
e ini y puede esquematizarse como sigue:

an  ay— ap—» a; dg
1 1@ b o by by
| an bn—2 bn—3 b0 | 0

Recordando que b,,_, = @, y utilizando de nuevo el Teorema fundamental del dlgebra para
la ecuaciéon b, , "'+ .- + b, + b, =0 se tiene otra solucién compleja , de (4.1). Repi-
tiendo este proceso N veces podemos escribir

a, "ta, " ta ta=a,( = D = D (= ).

Algunas de las soluciones pueden repetirse, con lo cual en general podemos escribir

—1 —
a "ta, . Ve ta fag=ac( - D - ) ),
donde ;, ,, .., son ndmeros complejos distintos.
El nimero se denominam Iti liia elarai , =1,2,.., .Tenemos, por tanto, el

siguiente resultado:

0 ae ai nalgebrai a ela orma oeen ol ione e onn mero om le
0 one aawol inet ontaaelnmero e ee einia miltiliia
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Hallar las n soluciones de una ecuacion algebraica es un problema complicado de resolver
en general. Sin embargo, en algunos casos particulares, que aparecen con mucha frecuencia, es
posible encontrar las soluciones.

Si la ecuacion algebraica (4.1) es de grado 2, es decir, de la forma

32 2+a1 +a0:0, ao,al,aze(]:,

—a, + ./al — 4a,a,

2a,

la conocida férmula

nos permite obtener sus soluciones.

Si la ecuacion algebraica es de grado 3 6 4, también existen formulas para calcular sus solu-
ciones; estas férmulas resultan bastante complicadas. El lector interesado puede encontrarlas en
el libro de A. G. Kurosch, r o e Igebra erior (Editorial Mir, 1977). Si el grado de la
ecuacion algebraica es mayor o igual a 5, no existe, en general, una férmula de este estilo,
es decir, con sumas, restas, multiplicaciones y raices. Este resultado lo demostré N. H. Abel
(1802-1829).

Ecuaciones algebraicas de la forma

donde a es un nimero complejo, se han resuelto en la seccién anterior, ya que simplemente se
trata de calcular las raices n-ésimas del nimero complejo a.

Otros casos particulares pueden verse en los ejercicios al final de esta seccion.

Para finalizar es conveniente exponer un método para encontrar las soluciones racionales,
en particular las enteras, de una ecuacion algebraica con coeficientes enteros, si es que esta
posee algunas soluciones del mencionado tipo.

Supongamos que la ecuacion algebraica con coeficientes enteros

a, "+a,_, " '+--+a +a,=0 4.2)

posee una solucidn racional de la forma = / ;siempre podemos suponer que 'y  son
primos entre si, ya que en caso contrario podemos eliminar los factores comunes en ambos.
Sustituyendo en la ecuacion se tiene:

n n—1
anfn+an,1?+---+alf+ao=0
o bien
a, "+a,., "' +...4a "'4+a "=0. 4.3)

La igualdad (4.3) puede escribirse de la forma
@ "'tay, " Feeta TH o=-a "

Por tanto, divide aa, ";como y son primos entre si, deducimos que  ha de ser un
divisor de a,.
La igualdad (4.3) también puede escribirse de la forma

@y "'Heta "Cha "H=-a, "
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De aqui se deduce que divide aa, ";como y son primos entre si, deducimos que
ha de ser un divisor de a,,.
Resumiendo, la ol ione raionale elae ai nalgebrai a on oei iente entero
een entranentrea ello n mero raionale yon meraore n iior eay
yo enomina ore n iior ea,

EJEMPLO A. Para encontrar las soluciones de la ecuacién
37-14%+23 —10=0
intentamos averiguar si posee soluciones racionales. Los divisores de a, = — 10 son
1, -1,2, =2,5, —5,10 y —10.
Los divisores de a; = 3 son
I, —1,3, —3.
Las posibles soluciones racionales de la ecuacion son
1, 1,2, =2,5, —5,10, —10

-1
$3,

’

33 37

>

W | =
W |
[SSH )
W | W

Uno de estos nimeros es solucién si al sustituirlo en la parte izquierda de la ecuacién y realizar
las operaciones indicadas se obtiene cero como resultado. Por ejemplo, 2 no es solucion, ya que

3.2 —14.224+23-2-10=24 — 56+ 46 — 10 = 4 # 0.
Sin embargo, 2/3 es solucidn, ya que

3 23—1422+23 2—10—8—56+46—1o—0
33 32 3 9 9 3 '

Haciendo uso de la regla de Ruffini o simplemente dividiendo el polinomio 3 *—14 423 —10
entre — 2/3 se tiene

2
37-142+23 —10=3(7—4 +5)< —§>.

Por tanto, las otras dos soluciones de la ecuacién son también soluciéon de la ecuacion
2 — 4 + 5=0; estas pueden obtenerse mediante la férmula cuadrética:

4i,/16—2024i,/—4
2 2

=2+

2 . . .
Asi pues, | = 3 2 =2+1y ;=2 —1son las tres soluciones de la ecuacién dada.
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EJEMPLO B. Queremos encontrar las soluciones de la ecuacion
-3 2 —2=0.

Si posee soluciones racionales, deben ser nimeros enteros puesto que el denominador ha de ser
+ 1 (observar que el coeficiente de * es 1). Estas posibles soluciones son los divisores de —2,
es decir:

I, -1,2 y —2.

Después de algunos intentos se concluye que = —1y =2 son soluciones de la ecuacién
dada; en efecto:

(D= (1= (1= (-DH—-2=1+1—-1+1-2=0

y
24—22—-22-2-2=16-8—-4-2-2=0.
Una vez dividido el polinomio * — *— 2 — —2entre ( + 1)y ( — 2) se tiene como divi-
sor al polinomio 2+ 1. Las soluciones de 2+ 1 =0 son i y —i. Por tanto, las soluciones de
la ecuacién dada son
=1, ,=2, 5=0 y 4=

EJERCICIOS 3.4

1. Resolver las siguientes ecuaciones algebraicas:
a) *—10°4+35%2-50 +24=0.
by *+ - —1=0.
) *—*-3 +6=0.
d 4°-42-5 +3=0.
e) *+7?%—144=0.[ geren ia: hacer *=1]

2. Demostrar la igualdad ( 4+ P+ 2+ +1)( —1)= > — 1. Utilizar este resultado pa-
ra encontrar las soluciones de la ecuaciéon *+ *+ 2+ +1=0.

3. Demostrar que si es una solucién compleja de una ecuacién algebraica con coeficientes
reales, ~es también solucion de la misma ecuacion.

4. Encontrar las rafces de la ecuacién >+ 2 + 1 — 2i = 0 completando cuadrados. ;Con-
tradice el resultado de este problema lo demostrado en el problema anterior?

3.5. EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL CON NUMEROS
COMPLEJOS

Todos los conceptos introducidos en los Capitulos 1 y 2, asi como los resultados alli obteni-
dos, pueden ser generalizados a los nimeros complejos. Por recordar algunos citaremos el
método de Gauss-Jordan para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, el concepto de
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dependencia e independencia lineal de vectores, el determinante de una matriz y la regla de
Cramer.

En esta seccién proponemos ejercicios relativos a estos conceptos y resultados, en los cua-

les se utilizan ndmeros complejos. Estos ejercicios sirven, ademds, de repaso de los Capitulos 1

y 2.
En los ejercicios que siguen C denota el conjunto de los nimeros complejos. Por tanto, C"

es el conjunto de todos los elementos de la forma ( |, 5, ..., ), donde cada ; € C.

1.

Utilizar el método de eliminacién de Gauss para resolver, si es posible, los siguientes siste-
mas de ecuaciones lineales con coeficientes complejos:

o ti.=1 I =2 1 — =1
a) izi 3:i} b) S, +is=1+2i c) i+1),=0
23 Lt =1+i FA =0, =i

Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes o indepen-
dientes y en caso de que sean linealmente dependientes encontrar una combinacion lineal
entre ellos:

a) {(,b,(—i, D} b) {@,i,1+10),31, —1, —2i)}
c) {(IL,1+1i,0,1—1),0,1,i1+10),,1,1,2—2i)}.

Escribir las matrices de las siguientes aplicaciones lineales:
a) :C3—>C2talque (1520 )=+ 5 2+
b) 9:C->Ctalquegd(, 5 3)=(i3i,i).

) :C-5Chtalque (4, 5 =(; a2 | +iy.
son las aplicaciones del ejercicio 3, calcular:

b) go ) g d g 'o.

Calcular los siguientes determinantes:

Si,gy
a) o

i 1 0 s 30 1+ i 2i
a |1 —i 1 o [© 9 0o 1 o0
0 1 i boe 1 =i 1
i 1 0 0 0 i i i i
I i 1 00 (I i i
d |01 i 1 0 e) |i i i— i , eC.
00 1 1 1 : : : :
0 0 0 1 i i i i s = hxn
6. Hallar las inversas de las siguientes matrices, calculando primero la matriz de los cofac-
tores:
_— I+i 3 i i -1
a) <1 i) b) 1 2 1 c) |0 1 i
i 10 0 0 1
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Utilizar la regla de Cramer para resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales
con coeficientes complejos:

+ i = 0
! 2 Lt o,=2
a — + ,=-1 b) e
. . 1~ 2 == 2'
2 3=
Encontrar el rango de las siguientes matrices:
1 i 2i 21 1+ i -1 =2
a (2 —2i 0 b) 1 0 C) —i 1 2i|.
0O 1+i 141 -3 2—i i -1 —2i
Encontrar el rango de la matriz
1 -1
2 -1 1
1 10 —6

para los distintos valores del nimero complejo .

Estudiar la compatibilidad o incompatibilidad de los siguientes sistemas y resolverlos en
el caso de que sean compatibles:

1l 3= 1t o2t 3= 0 I =0
a) 2_i3=2 b) 22_332 5' C) 1 + 3=].
i1+22 :1 1+i2 _71 zii';:z
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4.1. DEFINICION DE ESPACIO VECTORIAL. EJEMPLOS

El conjunto de los niimeros reales y el conjunto de los nimeros complejos, con los cuales se ha
trabajado en los capitulos anteriores, tienen propiedades similares. En ambos pueden definirse
dos operaciones + y - que satisfacen ciertas propiedades; estas propiedades han sido enumera-
das para los nimeros complejos en la primera seccion del Capitulo 3. Un conjunto en el que se
han definido dos operaciones + y - que satisfacen las propiedades (S1) a (S4), (P1) a (P4) y
(D1), enunciadas en la seccién 3.1 para los nimeros complejos, recibe el nombre de er o.
Observemos que todos los resultados obtenidos en los Capitulos 1 y 2 son ciertos en cualquier
cuerpo, con tal que el cuerpo posea infinitos elementos.

Todos los resultados de los tres capitulos siguientes son ciertos en cuerpos similares a R,
que denota el cuerpo de los nimeros reales, y a C, que denota el cuerpo de los nimeros comple-
jos. Sin embargo, nosotros trabajaremos fundamentalmente con R y C, los cuales se denotardn
por K.

Al estudiar el conjunto de todos los ve tore enele a io hemos definido la suma de vecto-
res y la multiplicacién por un niimero real y enunciado algunas propiedades que satisfacian
(véase seccion 1.2).

Otros conjuntos a los cuales se les puede dotar de una estructura similar a la del conjunto de
todos los vectores en el espacio son los conjuntos formados por matri e . Si denotamos por
My 5 n(I€) = M, » , al conjunto de todas las matrices de m filas y n columnas con elementos en
el cuerpo [K, se ha demostrado en la seccién 1.3, que satisface las mismas propiedades que los
vectores, al menos cuando K es el cuerpo de los nimeros reales. Iguales resultados se obtienen
si K coincide con C.

En la misma seccion en que se estudiaron las propiedades de las matrices se definieron ope-
raciones con a li a ione lineale e R"en R™y se estudiaron sus propiedades. Estas son and-
logas a las propiedades de las matrices. Por tanto, el conjunto L(R", R™) de todas las aplicacio-
nes lineales de R" en R™ tiene la misma estructura que los vectores en el espacio y las matrices.

Cuando en varios conjuntos distintos aparecen estructuras similares es conveniente axioma-
tizar estas y dar un nombre al ente resultante. La principal ventaja que se obtiene es que estu-
diando esta estructura, quedan estudiadas todas las estructuras particulares que en ella se encua-
dran. Cuando en un conjunto se da una estructura similar a la de los ejemplos anteriores, se dice
que se tiene un € a io ve torial.

Definicién 4.1.1 ( spacio ectorial)

Un conjunto , cuyos elementos se denotan mediante ~, ¥, , ..., se dice que es un espacio

ectorial sobre el cuerpo [K, si en él se han definido dos operaciones: la suma, +, de manera
que a cada par de elementos ~ y v de  se le hace corresponder el elemento ~ + v de , denomi-
nado suma de ~ y ¥, y la multiplicaci n por escalares, de manera que a todo elemento ~ de 'y
a todo elemento a de [ se le hace corresponder el elemento @~ de , que satisfacen las siguien-
tes propiedades:

(S1) (Conmutativa) ~ + v =0v + ~ para todo ~, 0 de

(S2) (Asociativa) "+ (@ + )= (" +7)+ ,paratodo , Dy  de

(S3) Existe un elemento de , designado por 0 y denominado ne tro, tal que ~ + 0 = ~ para
todo ~ de

(S4) Paratodo ~ de existe un elemento, designado por — y denominado 0 e to de ", tal
que +(—")=0.
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(M1) 17 =" paratodo ~de ,donde 1 denota el elemento ni a de K.
(M2) a(b™) = (ab)” para todo ~de y todo a, b de K.

M3) (a+b)y"=a + b paratodo de ytodoa,bdelK

(M4) a(" +7)=a + avparatodo ,7de ytodoadelK.

Notas

1) Los elementos de un espacio vectorial reciben el nombre genérico de ve tore y en
general se utiliza la notacién indicada en la definicién para denotarlos. Esto no es obs-
tdculo para que en algunos casos particulares, por ejemplo, matrices o aplicaciones, se
utilice la notacién propia de cada caso. Los elementos de K se llaman e alare .

2) Las propiedades de (S1) a (S4) se refieren a la suma, las propiedades (M1) y (M2) se
refieren exclusivamente a la multiplicaciéon por escalares y las propiedades (M3) y
(M4) son las i trib tiva de una operacién con respecto a la otra.

3) SiKesRsediceque esune a iowve torial real y si K es C se dice que es un
e a iove torial om leo.

4) De (S3), (S4) y la propiedad conmutativa se deduce que 0 + ~ =0y (=) + ~=0.

EJEMPLO A

1) El conjunto , de los vectores en el plano o el conjunto 5 de los vectores en el espacio
con las operaciones dadas en la seccién 1.2 son espacios vectoriales reales.

2) El conjunto M, , ,(K) = M,, ., de todas las matrices de m filas y n columnas con ele-
mentos en K es un espacio vectorial sobre el cuerpo [K.

EJEMPLO B. El conjunto
K'={( 1 20 i €K, =1,2,..,n}
con las operaciones
( I> 25 e n) + (y17 Yo, oo yn) = ( 1 + Yo 2 + Y2, - i + yn)
a( 1, 250 =@, a4 ..,ap

es un espacio vectorial sobre [, como facilmente puede comprobarse.
En particular, R" es un espacio vectorial real y C" es un espacio vectorial complejo.

EJEMPLO C. Sea R™ el conjunto de todas las sucesiones de la forma (a,);Z, = (@, &y, ...),
con a € R, con las operaciones

(an)rio=l + (bn)r?=l = (an + bn)rolo=l y a(an)rolo=l = (aan)r?o=1 , conae R

Se deja para el lector la comprobacion de que este conjunto es un espacio vectorial real con las
operaciones que acabamos de definir.

EJEMPLO D. Sea [ ] el conjunto de todos los polinomios en la variable sobre el cuerpo
I, es decir, todos los elementos de la forma

()=a +a +--+a " '+a,"=)a , a el
=0
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En él definimos las siguientes operaciones: dados

()=

1115

QD

<
~~~
N

Il
M
O

con M = N su suma es

O+ O=Y@+b) + ¥ b
=0

=n+1

Dado a € K, definimos
n
a()=7) (aa)
=0

Con estas operaciones [ ] es un espacio vectorial sobre [K.
Si denotamos por ([ ] al conjunto de todos los polinomios en la variable , de grado me-
nor o igual que n, tenemos de nuevo un espacio vectorial, con las mismas operaciones que en

il 1.

EJEMPLO E. Sea ([a, b)) el conjunto de todas las funciones continuas definidas en el inter-
valo real [a, b] con valores en R. Con las operaciones

(+O)= O +g() y “A)HO)=4 () , conieR,

puede comprobarse que ([a, b]) es un espacio vectorial real. El elemento neutro de este espa-
cio vectorial es la aplicacion nula.

EJEMPLO F. Sea L(R™, R") el conjunto de todas las aplicaciones lineales de R™ en R"; en la
seccion 1.3 se han definido operaciones en este conjunto y se ha visto que satisfacen las propie-
dades requeridas para ser un espacio vectorial real.

EJEMPLO G. Ha llegado el momento de mostrar algunas estructuras que no satisfacen todos
los axiomas de un espacio vectorial. Si denotamos por  al conjunto de todas las matrices cua-
dradas con determinante nulo y en él definimos las mismas operaciones que en Jl,, ., No es
un espacio vectorial; para ello basta observar que

(1 O (0 O
00 7 0 1
son matrices con determinante nulo, mientras que +  tiene determinante 1.

Tampoco el conjunto de todos los polinomios de grado e a tamente n es un espacio vecto-
rial con las operaciones definidas en [ ].

EJEMPLO H. Un ejemplo muy importante de espacio vectorial es el conjunto ( ) de solu-
ciones del sistema homogéneo

“=0 , con e, ,(R), (1.1)
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donde "= (4, o, ..., n) €R" Ya sabemos que 0 es siempre solucion de (1.1) y de los resulta-
dos de la seccién 1.2 se deduce que si ~ e Y son soluciones de (1.1)yae R, "+ yya son
soluciones de (1.1).

k * *k

Para terminar esta seccion daremos algunos resultados que se deducen inmediatamente de
las propiedades que definen un espacio vectorial.

Proposicion 4.1.2

El elemento neutro de un espacio vectorial es tnico.

Demostracion. Supongamos que 0, y 0, son dos elementos neutros de un espacio vecto-
rial ; por ser 0, un elemento neutro se tiene que 0, + 0, = 0,; por ser 0,, un elemento neutro
se tiene que 0, + 0, = 0,; puesto que 0, + 0, = 0, + 0, debido a la propiedad conmutativa,
deducimos que 0, = 61, mostrdndose asi la unicidad del elemento neutro.

Proposicién 4.1.3

El opuesto de cada elemento en un espacio vectorial es Unico.

Demostracion.  Supongamos que el elemento ~ posee dos opuestos U; y ¥; de la defini-
cién de opuesto se deduce que ~ + v; = 0. Sumando v, a ambos lados de esta ecuacion y utili-
zando las propiedades (S1), (S2) y (S3) de espacio vectorial se tiene que

G+ (C+o) =@+ ) +5,=0+7 =7,
G+ (C+T)=0+0=70,

De aqui deducimos que v, = 0,.

Proposiciéon 4.1.4

Para todo ~ de un espacio vectorial , 0-~ = 0.

Demostracion. Tenemos la siguiente cadena de igualdades debida a varios de los axiomas
de la definicion de espacio vectorial:

T=1."=0+1)"=0-"+1-"=0-"+".

Esto implica que 0-~ es el neutro del espacio vectorial , y por tanto, 0-~ = 0.

Proposicién 4.1.5

Para todo elemento ~ de un espacio vectorial , (—1)" es su opuesto.
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Demostracién. Tenemos que
TH ()T =14 (=) =(0+(-1)"=0-"=0,

en donde se ha utilizado (M1), (M3) y la Proposicién 4.1.4. Puesto que el opuesto es unico,
debido a la Proposicién 4.1.3, queda probado el resultado.

Proposicién 4.1.6

En todo espacio vectorial a-0 =0, donde a € K y 0 es el elemento neutro de

Demostracion. %a‘ﬁ =a(0 + 0) =a-0 + a-0; sumando el opuesto de a-0 en ambos la-
dos se tiene a-0 = 0, que era lo que queriamos demostrar.

4.2. BASE Y DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL

Sea un espacio vectorial sobre un cuerpo [K; un niimero finito de vectores v, Uy, ..., U, se dice
que son linealmente e en iente si existen n elementos de K, a,, a,, ..., &,, no todos nulos,
tales que

a0, + a,b, + --- + a,0, = 0. 2.1)

Si los vectores ¥y, Uy, ..., U, no son linealmente dependientes, se dice que son linealmente
in e en iente ; por tanto, los vectores vy, ¥, ..., U, son linealmente independientes si cualquier
igualdad como la que aparece en (2.1) implica que los elementos de [, a,, a,, ..., &,, son nulos.

Si en la igualdad (2.1) el escalar a,, es no nulo, podemos escribir

TR T R
n= T Uy T Uy T T Up—g;
an an an

decimos entonces que U, es una ombina i n lineal de los vectores v, s, ..., U,— . En general,
diremos que 7 es ombina i n lineal de los vectores Uy, ¥, ..., U si existen ndmeros a,, &,, ..., &
de K tales que

T=a7, +ab,+ - +av.

Un conjunto finito de vectores {?,, v,, ..., 0 } de un espacio vectorial se dice que es un
i tema e genera ore e sitodo elemento de  puede escribirse como una combinacién
lineal de los vectores vy, Us, ..., U .
Antes de exponer algunos ejemplos es conveniente realizar algunas observaciones.
En primer lugar, observamos que t0 0 on nto inito e ve tore e ontiene al elemento
ne tro e linealmente e en iente; basta observar que

a-0+0:5y+ - +0-3,=0

para cualquier a € K.
En segundo lugar, observaremos que to 0 on nto inito e ve tore linealmente in e en
iente no e e ontener n b on nto e ve tore e ean linealmente e en iente . En
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efecto, si vy, ..., U, son linealmente independientes y suponemos, por comodidad de notacidn,
que vy, ..., U, <N, son linealmente dependientes tendriamos

a, +ao,+--+av =0
con no todos los a igual a cero; basta observar que, entonces,
au, +av,+--+av +00 ., + - +07,=0,
con lo cual los vectores originales serfan linealmente dependientes.

EJEMPLO A. Tres vectores no nulos en el conjunto , de los vectores en el plano son siempre
linealmente dependientes. Para demostrarlo tomar

=0 o2y T=(Lv), =0, 2)
tres vectores cualesquiera de ,. La igualdad
a +tad+a =0
se traduce en

que es un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas.

Puesto que el rango de la matriz de los coeficientes es inferior a 3, este sistema homogéneo
posee infinitas soluciones. Basta elegir una no nula para tener el resultado deseado.

Este resultado puede demostrarse también geométricamente como puede apreciarse en la
figura 4.1. La recta que contiene a ~ y la recta que es paralela a v, y pasa por el extremo de ~— se

i A

i ra4.l
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cortan en un punto . Observar que si estas rectas no se cortan, ~y U son proporcionales y ya
habriamos probado el resultado. En la figura se observa que + = ", por tanto:

a +bho=",

lo cual prueba el resultado deseado.
Este mismo razonamiento muestra que dos vectores linealmente independientes cualesquie-
rade , son siempre un sistema de generadores de este espacio vectorial.

EJEMPLO B. En general, n + 1 vectores de K" son linealmente dependientes; basta observar
que esta afirmacion se reduce a demostrar la existencia de soluciones no nulas de un sistema
homogéneo de n ecuaciones con N + 1 incégnitas (ver ejemplo A); este ultimo resultado es
cierto por el teorema de Rouché-Frobenius (Teorema 1.2.4).

En R’ puede darse una demostracién geométrica de este resultado. Supongamos que ~;, , ¥
~, son tres vectores de R® linealmente independientes. Por el extremo de ~, se traza una parale-
la a 75 hasta que corte al plano que determinan ;| y ,. Tenemos que

u3
i ra42
Puesto que s un vector del plano determinado por "y ' se tiene que T =a ta .
Utilizando este resultado junto con el hecho de que = a; 5 se tiene que
a=a ta s tay s
Si los vectores 7y, ", y 3 fueran linealmente dependientes, se tendria una igualdad de la forma

a, ;+a, ,+a; 5=0y, por tanto, los cuatro vectores serian linealmente dependientes, ya
que tendriamos la igualdad

a  ta ,+ta; 3+0-,=0.

Este razonamiento muestra, ademads, que tres vectores cualesquiera linealmente indepen-
dientes de R* son siempre un sistema de generadores de este espacio vectorial.
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EJEMPLO C

1) Lasfunciones o )=1, ()=, ()= 2 ..., ()= "son linealmente indepen-
dientes, ya que si tenemos la igualdad

al+a +a*+--+a,"=0

paratodo € R, sehadetenera,=a, =a, = --- = a, = 0 (véase el ejercicio 15 de la
seccion 2.4).
2) Las funciones () = cos® , g( ) = sen’ y () =1 son linealmente dependientes en
([0, 271, ya que
cos’> +sen’ =1

* 0k ok

Definicion 4.2.1

Un conjunto finito de vectores {€,, €,, ..., €,} se dice que es una base de un espacio vectorial
si se cumplen las dos siguientes condiciones:

1) Los vectores €, €,, ..., €, son linealmente independientes.
2) Todo elemento de es una combinacion lineal de los vectores €, €,, ..., €.

Observar que la condicién 2) de esta definicion es equivalente al hecho de que el conjunto
de vectores {€,, €, ..., €,} sea un sistema de generadores de . Sin embargo, no todo sistema de
generadores de un espacio vectorial es una base; convénzase el lector por su propia cuenta
de que tres vectores en ,, dos de los cuales son linealmente independientes, son un sistema de

2
generadores de ,; sin embargo, no pueden formar una base de ,, ya que son linealmente de-
pendientes, como se ha mostrado en el ejemplo A.

EJEMPLOD. Sig = (0, ..., 1, ..,0) € K", donde el 1 ocupa el lugar , se tiene que {€,, &,, ..., €}

son linealmente independientes, ya que si

ae =(0,0,..,0)

1

IIM:

se tiene que (a,, a,, ..., ay) = (0, 0, ..., 0). Por tanto, 8, =a, = --- = a, = 0. Ademads, si
“=(1 2 . p €IK" setiene que

Por tanto, {€, €,, ..., €,} es una base de K", que recibe el nombre de ba e an ni a de este
espacio.

EJEMPLO E

1) Elconjunto {1, , %, .., "} esunabase de ﬁg)[ 1, ya que son linealmente independien-
tes de acuerdo con el resultado del ejemplo C, y todo polinomio de grado inferior o
igual a n puede escribirse de la forma

2

()=a,1+a +a >+ --a, "
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2 +1

2) Elconjunto {1, , % .., "} noesunabasede [ ], yaque el polinomio ()= "
no es combinacién lineal de estos.

EJEMPLO F. Las matrices

A A I

son una base de ., , ,(K). Son linealmente independientes, ya que

a, a, 00
8 1 ta, ,tay 3t+ta, 4= a a = 0 0
3 A

implica a, = a, = a; = a, = 0. Ademds, si
_ <a b)

:a1+b2+ 3+ 4-

podemos escribir

* * *k

Si {€,, €,, ..., €,} es una base de un espacio vectorial y ¥ es cualquier elemento de
podemos escribir ¥ como combinacién lineal de €, €,, ..., €, de la forma

6 = Ulél + Uzéz + + Unén

con v € K. Los nimeros vy, v,, ..., v, se denominan 0Om onente (0 OOr ena a ) € v con
respecto a la base {€,, €,, ..., €,}. Las componentes de un vector v con respecto a una base son
unicas, ya que si tenemos

U =10,6; + 0,6, + --- + 1,6,

U =06 + vhe, + -+ + U€n,
se tiene también que

0= (v; — v + (v; — V))& + -+ + (v, — V))E,.

Puesto que €, €,, ..., €, son linealmente independientes hemos de tener v, = v}, v, = v}, ...,
v, = vp, que era lo que queriamos demostrar.

k * *

Un mismo espacio vectorial puede poseer varias bases; nuestro préximo objetivo es demos-
trar que todas ellas han de poseer el mismo nimero de elementos.

Proposicién 4.2.2

Si es un espacio vectorial que posee una base con n elementos, cualesquiera n + 1 vec-
tores de  son linealmente dependientes.
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Demostracion. Sea {€,, €,, ..., €,} una base de y sean ~;, 75, ..., n, n+; Cualesquiera
n + 1 vectores de ; podemos escribir

n n n
lez 1€, ﬁzzz 25,---,ﬁnzz n€ Hn+1:Z ,n+1é

=1 =1 =1 =1

ya que todo elemento de  es una combinacidn lineal de los vectores de la base.
Tratamos de demostrar que podemos encontrar a;, @,, ..., 8, &, 1, N0 todos nulos, tal que

a g ta, st FTa, n T e =0 (2.2)

Esto es equivalente a escribir

a1<i1 lé>+a2<i1 2§>+-..+an<il né>+anﬂ<il ’nﬂé):d

Igualando las componentes se tiene
a, ta ,+--+a, yt*a; =0, =1,2,..,n,

que es un sistema de n ecuaciones con N + 1 incégnitas; puesto que el sistema es homogéneo,
siempre ha de poseer una solucion no trivial; esto demuestra el resultado.

De esta proposicion se deduce un resultado un poco mds general: en ne a io ve torial
e oee nabae onnelemento, ale ieramuve tore e , onm>n, on linealmente
e en iente . Basta observar que n + 1 de los m vectores dados han de ser linealmente depen-
dientes, debido a la Proposiciéon 4.2.2, y por tanto, todos ellos han de formar un conjunto de
vectores linealmente dependiente.
Este resultado se aplica en la demostracion del siguiente teorema:

Teorema 4.2.3

Todas las bases de un mismo espacio vectorial poseen el mismo nimero de elementos.

=7 =/

Demostracion. Sean {&,, €,, ..., €,} v {€}, €, ..., €} dos bases de ; por el razonamiento
anterior m < N, ya que en caso contrario los vectores de la segunda base serian linealmente
dependientes. Similarmente, N < M, ya que en caso contrario los vectores de la primera base
serian linealmente dependientes. Se tiene, por tanto, que m = n.

Definicion 4.2.4

El ndmero de elementos que posee una base cualquiera de un espacio vectorial recibe el nom-
bre de dimensi n de ; este ndmero serd designado mediante dim ( ).

Si el espacio vectorial solo contiene un elemento, que necesariamente ha de ser su elemento
neutro, es decir, = {0}, diremos que tiene imen i n ero.

De los ejemplos que hemos realizado anteriormente podemos deducir los siguientes re-
sultados:
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1) la dimension de K" es n,
2) la dimensién de EK'C)[ lJesn—+1,
3) la dimensién de J, , ,(K) es 4.

En general, tenemos que la dimension de A, . () es m x n.

Proposicién 4.2.5

Sea un espacio vectorial de dimensién n. Todo conjunto de n vectores de  que sean
linealmente independientes son una base de

Demostracion. Sean 7y, 7, ..., n, N vectores linealmente independientes; si ¥ es cualquier
otro vector de , los vectores U, ;, ,, ..., p son linealmente dependientes por la Proposi-
cién 4.2.2; por tanto, existen &, a,, ..., &, € I tal que

av+a ta ,+--+a, ;=0

con algtin a #0. El nimero a, debe ser no nulo, ya que en caso contrario los vectores |, 5, ..., p
serian linealmente dependientes. Por tanto:

= a_ & an _
v=— — 1 _— > — e — — n
d Q )
y queda probado que {7, 5, ..., 5} es un sistema de generadores de

EJEMPLO G. Los vectores ;=(1,0,1,0), ,=(0,1,0,0), 3=(1, —1,0,0)y ,=(0,0,1, —1)
son linealmente independientes en R*, ya que

10 1 0
01 -1 0
r =4
10 0 —1
00 0 -1

Por la Proposicién 4.2.5 son una base de R*, ya que dim (R*) = 4.
k * k

Una forma de encontrar una base de un espacio vectorial es «afiadir» vectores a un con-
junto de vectores linealmente independientes de ; la forma de «afiadirlos» se explica en la
demostracién de la siguiente proposicion:

Proposicién 4.2.6

Sea un espacio vectorial de dimension finita n; todo conjunto de vectores linealmente
independientes de  puede completarse para obtener una base, es decir, dados vectores
€,6,, ..,6, <n,de , linealmente independientes, existen N — vectores € , i, ..., €,
de tal que el conjunto {€;, €,, ..., €, € ., ..., €,} es una base de

Demostracion. Puesto que es inferior a N podemos encontrar un elemento de  lineal-
mente independiente con €, &, ..., € ; en caso contrario, los vectores &,, €,, ..., € , formarian una
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base de , lo que contradice el Teorema 4.2.3. Sea € ;| este vector. El razonamiento se repite
con el conjunto {€, ..., € , € . ;} hasta encontrar n vectores linealmente independientes, que han
de ser necesariamente una base, por la Proposicién 4.2.5.

* kK

Supongamos que es un espacio vectorial de dimension finita n; acabamos de probar que
vectores linealmente independientes de  pueden «completarse» para obtener una base. Demos-
traremos a continuacion que si  es un sistema de generadores de , de él puede extraerse una
base de . Antes de demostrar este resultado necesitamos el siguiente lema:

Lema 4.2.7

Supongamos que dim( ) = n; sea un sistema de generadores de y supongamos que
= ,U ,,donde ;y ,son disjuntos. Silos elementos de , son combinacion lineal
de los elementos de |, entonces ; es también un sistema de generadores de

Demostracion. Supongamos, para evitar complicaciones de notacién, que | = {€,, ..., &}
y »={€.4 ..., En}. Puesto que los elementos de , son combinacién lineal de los elementos
de | tenemos que

|
E=> a§ =Il+1.,m
i=1

Si ~ e , puesto que es un sistema de generadores de , se tiene que

Por tanto,

i
I
+
-
I
+

J
I
M -
ol
_|_
NgE]
@l
I
M -
"o
+
NglE]
I~

i
i
\_I
+

I
M —_
‘ol
+
INgE
o
N———
Dl
I '
M —_
VN
+
M3 -
o
N—

Esto prueba que | es un sistema de generadores de

Proposicion 4.2.8

Sea un sistema de generadores de un espacio vectorial de dimension n; podemos en-
contrar un subconjunto ; de que sea una base de

Demostracion. Elegir ~; € tal que ~; # 0; esto siempre puede hacerse salvo en el caso
enque = {0} (si ={0}1la proposicion es una trivialidad). Elegir a continuacién , € tal
que , es independiente con ;. Suponiendo que hemos elegido 7}, *,, ..., ,elegir ~ ., € que
sea linealmente independiente con los anteriores. Este proceso se continda hasta que es imposi-
ble encontrar vectores de linealmente independientes con los anteriores. Sea

1= {ﬂl’ H2’ ) ﬂl}
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el subconjunto de obtenido de esta manera. Por el Lema 4.2.7, | es un sistema de generado-
res de . Debido a la eleccion realizada, los vectores de ;| son linealmente independientes; por
tanto, , es una base de . Se termina asi la demostracion de la Proposicion 4.2.8.

* * *

Terminamos esta seccién haciendo unos comentarios acerca de la dependencia o indepen-
dencia lineal de subconjuntos infinitos de un espacio vectorial.

Un on ntoininito de elementos de un espacio vectorial ~se dice linealmente in e en

iente si cualquier subconjunto finito de  es linealmente independiente. En caso contrario, se
dice linealmente e en iente; es decir, es linealmente dependiente si existe un subconjunto
finito de él que es linealmente dependiente.

Un espacio vectorial en el que se puede encontrar un subconjunto linealmente indepen-
diente y con infinitos elementos, se dice que tiene imen i n in inita.

Los espacios vectoriales [ 1y ([0, 2x]), introducidos en la seccién anterior, son espa-
cios vectoriales de dimension infinita. El conjunto = { ":n e N} es un conjunto linealmente
independiente en [ |. El conjunto = {cosn , senm }, .y €s un conjunto linealmente in-
dependiente en ([0, 2x]). De las dos ultimas afirmaciones anteriores la primera es sencilla de
demostrar; la segunda es mas complicada y se pide su demostracién por parte del lector en el
ejercicio 13 de la seccidn 4.3; en este ejercicio se dan las sugerencias adecuadas para facilitar su
resolucion.

CAMBIO DE BASE

Supongamos que un espacio vectorial ~de dimension finita posee dos bases
= {éb 62’ wees én} y ' = {é,a é/27 D) éh}

Denominaremos ba e antig a a la primera de ellas y ba e n eva a la segunda. Como todo ele-
mento de la base nueva se escribe como combinacién lineal de los elementos de la base antigua
podemos escribir:

€ =a; 6 +a,8e + - +a,§¢,
€ <+ a8

€, =a;,6, +a, e, +
2 ‘121 22%2 (31)

=/

Puesto que es conveniente que el lector se familiarice con notaciones abreviadas escribiremos
(3.1) de la forma

Diremos entonces que la n eva ba e e obtiene e la antig a me iante la matri

a4 Qg
Ay Ay vt Gy

dny Ayt Gy
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donde la -ésima columna de son las componentes del vector € con respecto a la base antigua,
=1, 2, ..,n Lamatriz se denomina matri el ambio ebae e a ’. Cuando, por
necesidades de notacidn sea necesario hacer constar las bases y ' escribiremos

Si 'y ’coinciden se tiene que = ,xn- Lamatriz ., es invertible; esto sucede para cual-
quier matriz de un cambio de base, como se demuestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.3.1

La matriz  del cambio de base de a ' es invertible y su inversa es la matriz del cam-
bio de base de ’"a . Podemos, por tanto, escribir:

Demostracion. Para demostrar que es invertible es suficiente demostrar que su determi-
nante es no nulo (ver Teorema 2.4.1). Ciertamente, el determinante de es no nulo, ya que de

lo contrario sus columnas y, por consiguiente, los vectores €}, €5, ..., €, de la base ', serian
linealmente dependientes.
Sea "= (&); -, ..n la matriz del cambio de base de " a ; hemos de demostrar que

!

= ! Por definicién de '’ tenemos

n
e=Y ag =12 .n
i=1

por definicion de  tenemos

Por tanto,
n n n n
€= a{(Z aié>= Y (Z aiai’>§.
i=1 =1 =1 \i=1

n

Puesto que ) a;a; es el elemento que ocupa el lugar ( , ) en el producto de las matrices 'y
i=1
" se tiene que

’
nxn s

ya que las coordenadas de € en la base  son tnicas. Esto demuestra el resultado deseado.

* * 0k

Tratemos ahora de relacionar entre si las coordenadas de un mismo vector en las bases nue-
va 'y antigua . Supongamos que €
= 8t 6t 6, (3.2)
y ademas:
T= g+ e+ -+ [E, (3.3)
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Sustituyendo en (3.3) las expresiones dadas en (3.1) obtenemos

= /1<él a“éi> + ;(é:} ai2é1> + -+ ;<i§l améi> =

=@ tap st tan )t @ tayn st tay e+

+oeet (anl /l +ap ,2+ et an ;)én
Comparando esta dltima igualdad con (3.2) podemos escribir

p=a ptap st ta, g

=ay | tay st ta,
2 .211 22 2 2n n (34)
n:an1,1+an2’2+”'+ann ;1

Si convenimos en escribir

S}
O~ =~

e

n

para las componentes del vector ~ en la antigua y en la nueva base, respectivamente, (3.4) se
escribe brevemente de la forma

llamada e a i nmatri ial el ambio ebae(de a ).
Esto nos permite obtener las coordenadas del vector ~ en la base antigua conociendo las
coordenadas del mismo vector en la nueva base.

EJEMPLO A. Sea {§,, €, €} una base de R’. Dadas las bases

T1=6tE =8, =6 tE
y
1T T8, =8, 3=28 18,
encontrar las coordenadas del vector ~ = 37, + 27, enla base {7}, 5, 3}. Comenzar observan-

do que ambos conjuntos son bases de R>.
Podemos escribir ~ = 3(€, + €;) + 26, = 3€, + 2€, + 3€;. El problema queda reducido a

encontrar la matriz del cambio de base de {€,, €,, €5} a {7}, 75, “5}. De las expresiones dadas
deducimos que la matriz del cambio de base es
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Escribiendo " = (7} + 575+ 575, por los resultados anteriores tenemos que
3 1 0 2\/]
2)1=1—-1 1 O|f 5| =
3 0 0 1/\3
1 1 0 2\7'/3 1 0 —2\/3 -3
= l=({—-1 1 0 2)1=|11 1 =2]{2]=|—1
5 0 0 1 3 0 0 1/ \3 3
Por tanto, " = —37] — 75 + 375%.
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EJEMPLO B. Sean €, €, dos vectores perpendiculares unitarios en R” en la direccién de los
ejes de coordenadas cartesianas. Girando los ejes de coordenadas un dngulo ¢ en sentido positi-
vo (contrario a las agujas del reloj) se obtiene una nueva base &), €. ;Cual es la matriz del

cambio de base?
En la figura 4.3 se observa que

€] = (cos )€, + (sen @),

€, = cos <g + ¢>é1 + sen <g + ¢> €, = — (sen )€, + (cos P)e,,

con lo que la matriz del cambio de base es

__[cos¢p —sen¢
B <sen ¢  cos ¢>'

]
o
I ——

) 4

i ra4.3

Las coordenadas antiguas a través de las nuevas vienen dadas por

1\ _ [cos¢ —send)/ | | = jcos@—
()=Coe ) = 25

* * *

|
72}
@
=1
©-
+

,sen @
S cos @



160 Capitulo 4. Espacios vectoriales

EJERCICIOS (Secciones 4.1, 4.2y 4.3)

1.

a) Decirsielconjunto ={ € ([0,1]):2 (0)= (1)} es un espacio vectorial con las
mismas operaciones que las definidas en ([0, 1]).
b) Decir si el conjunto

={<a b>e/l/L2X2(IR§):a—b+ + =0}

es un espacio vectorial con las mismas operaciones que las definidas en L, , ,(R).
Estudiar si las siguientes familias de vectores son linealmente dependientes o indepen-
dientes:
a) {(1,2),(0, ) =R
b) {(1,1), (i, —1)} = C? (como espacio vectorial sobre C).

c) {e™ et b "ty — ([0, 1]), donde ([0, 1]) denota las funciones continuas
definidas en [0, 1] con valores en C.

1 -1 1 0
R I
e) {sennt, sen2nt} = ([0, 1]).

Encontrar los valores de para los cuales los vectores (, 1, 0), (1, , 1)y (0, 1, ) son
linealmente dependientes en C°.

Demostrar que en C? puede definirse una estructura de espacio vectorial real. ;Cudl es la
dimension de este espacio?

Estudiar si los siguientes conjuntos son bases del espacio vectorial dado:
a) {l, +3,( +3%(C +3)en §L1]

1 0 0 1 1 1 1 1
& {<1 1>’<1 1>’<O 1>’<1 0>}eHM2x2(R)-
11 1 =1 1 1 1 0
g {<1 1>’<_1 1>’< 1 —1)’( 0 1>}enM2x2(R)-

Encontrar una base de R* que contenga a los vectores (0, 0, 1, 1) y (1, 1, 0, 0).

Estudiar si las aplicaciones lineales , ,, 5y 4 dadas por (, 2)=(; — 2),

A 2)=Cn 2 3 2@ 2y 4, 2)=(1+2, ,) forman una base de
L(R?, R?).

Sean (), 5(),.., () polinomiosy supongamos que
@) @) - (@)
1(32? 2(32? (az? 20

@) »@) - (@)
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11.

12.

13.
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para algunos nimeros reales a distintos. Demostrar que el conjunto { (), (), ..., ()}
es linealmente independiente en [ |.

Dada una matriz € J,, , ,(IK) definimos su tra a como la suma de los elementos de su

n
o traza () = ) a;. Demostrar que
i=1

diagonal principal; es decir, si = (g); -

ey

={ €M, (K): traza( ) =0}

es un espacio vectorial con las operaciones definidas en JL, » ,(I€). ;Cudl es la dimension
del espacio ?

a) Demostrar que los siguientes conjuntos son bases de R*:
(={v,=(1,1,0,0),0,=1(0,1,0,0), 03 =(0,0,1, 1), 7, = (0,0, 0, 1)},
,={"1=(,2,0,0), ,=(0,1,2, = 1), 3=(, -1, =1, = 1), 4, =(0,1, 1, 0)}.

b) Encontrar las componentes del vector ¥ = 30, — 3 + 20, con respecto a la base .

Sea {€,,€,,....,6,) unabasede R"ysea ", =€ — €, =63 — €3 .., n_1 =61 — En_1
L= 6,
n n

a) Demostrar que {|, ,, ..., 5} €s una base de R".

b) Expresar el vector ~ = €, + €, + --- + €, como una combinacidn lineal de los vecto-
€S |, 25 s 1

Demostrar que el conjunto = {( + 1), ( — 1), 2—1, 24 1} es un sistema de gene-

radores de  &))[ ]. Encontrar un subconjunto ; de que sea una base de [ ].
Demostrar que el conjunto
= {cosn ,senM }, ey

es linealmente independiente en ([0, 27]).
[ geren ia: observar que

0 0

2n 2n
J (cos’n ) #O,J (sen’m)  #0,n,meN

Yy que

21 21
f (cosn )(cosm ) = f (cosn )(senm ) =
0 0

21
=J (senn )senm ) =0

0

sin#m,n meN.]
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14. Sea  un espacio vectorial de dimensiéon n'y = {€,, ..., €} una base de . Sea
= (@), —1....n una matriz de orden n con determinante no nulo. Demostrar que
n
g€=)> a¢ =12..,n

es una base de . (Como consecuencia, to a matri invertible e lamatri e n ambio
ebae)

15. Decir para qué valores de a los vectores ; =(a,0,1), ,=(@0,1,1)y 3=(@2, —1,a)
forman una base de R°.

16. Considerar el conjunto C* = {(, w): , @ € C}. Demostrar que C? tiene dimensién 4
como espacio vectorial sobre R y dimensién 2 como espacio vectorial sobre C.

4.4. SUBESPACIOS VECTORIALES. INTERSECCION Y SUMA

DE SUBESPACIOS VECTORIALES

Algunos subconjuntos de un espacio vectorial ~son a su vez espacios vectoriales con las opera-
ciones definidas en ; estos subconjuntos especiales reciben el nombre de be a io wve to
riale de

Definicién 4.4.1 ( ubespacio ectorial)

Un subespacio ectorial de un espacio vectorial ~es un subconjunto , de , que a su vez es
un espacio vectorial con las operaciones definidas en

Para demostrar que un subconjunto es un subespacio vectorial no es necesario comprobar de
nuevo que satisface todas las propiedades de espacio vectorial. En realidad, es suficiente de-
mostrar que la suma de dos elementos de | es otro elemento de ; y que la multiplicacién de
un elemento de | por un elemento del cuerpo K es otro elemento de |; es decir:

1) Si~,ve ,, " +ve ;.

2) SiaeKy e ,,a € ;.

En efecto, las propiedades (S1), (S2), (M1), (M2), (M3) y (M4) se cumplen en | por cum-
plirse en el espacio mds grande ; ademds,0-" =0e ,y(—1)"=—"€ | debido a2),lo
cual prueba que las propiedades (S3) y (S4) son también ciertas en ;.

EJEMPLO A

a) Todas las rectas y planos que pasan por el origen son subespacios vectoriales de R>.

b) ﬁg)[ ] es un subespacio vectorial de [ |; a su vez, g[ ] es un subespacio vectorial
de (R), el espacio de funciones continuas de R en R.

¢) Los subconjuntos {0} y son siempre subespacios vectoriales de ; estos reciben el
nombre de be a io ve toriale im ro io de y el resto se denominan ro io .

* * *
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Ademads de ser intuitivamente claro no es dificil demostrar que si  es un espacio vectorial
de dimension finitan, al ier be aio , e tiene imenin eno eraan.

EJEMPLOB. Sea = {7, 7, .., 5} unconjunto de vectores de un espacio vectorial . Defi-
nimos

n
L) =L(Ty T ) = { Ya“:aek =12, n}.
=1

El conjunto L( ) es un subespacio vectorial de , ya que

NgE]

a +

M=

b- =Y @+b) el()
=1

1

1

QD
NgE]

a~ =) (aa) eL().
=1

1

Este subespacio vectorial recibe el nombre de be a io ve torial genera o or

Los vectores |, ", ..., , son un sistema de generadores de L( ); de ellos se puede elegir
unos cuantos que sean base de L( ) (Proposicion 4.2.8). Por tanto, la dimensién de L( ) no
supera a n.

Por ejemplo, los vectores | = (1,0, 1), , =(—1,1,0)y 5= (1, 1, 2) son linealmente
dependientes en R?, ya que

1 -1 1 1 1 1

2 T2 27 3
0 11 = 0 1 1 = 0.
1 0 2 1 2 2

Por tanto, L(7;, 75, 73) es un subespacio vectorial de R® de dimensién inferior a 3. Puesto
que

I -1
0 1

-

71y -, son linealmente independientes, mientras que 5 depende linealmente de los dos prime-
ros. Por tanto, L(";, ,) = L(";, 2, 3) Y este subespacio vectorial tiene dimension 2.

EJEMPLO C. Dada una matriz de m filas y n columnas y de rango r todas las soluciones del
sistema de ecuaciones homogéneo

=0, “eR" 4.1)

son de la forma

ﬂ:alﬂl_f'azﬁz'}' -+ a

donde =n-—r,a € Ry los vectores ~ son linealmente in e en iente (véase Proposicién
1.2.6). Por tanto, la ol ione el itema omog neo (4.1) ontit yen n be a iowve to
rial e imenin =n-r eR" Ademas, 7|, ,, .., esuna base de este subespacio.
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Reciprocamente, todo subespacio vectorial de R" puede determinarse por un sistema de
ecuaciones lineales homogéneas. Sea | un subespacio de R" de dimensién y sea {€}, €, ..., €'}
una de sus bases. Completamos esta base hasta obtener una base

(e, e, ..,&, 8,4, .., 6}
de R". Es claro que si ~ = €, + 46, + --- + 1€, el vector ~ pertenece a  si y solo si
"1=0,.., ,=0.

Ademds, si~ = €, + ,6, + --- + &, donde {€,, ..., €,} es una base dada de R", realizando
el cambio de base adecuado, se tiene que

0= "41=a 1+ +aiinn

j— ’ j—
0= "p=a,; 1t t+taionn
j— / —
0= n ay  t ot A n
que es un sistema homogéneo de N — ecuaciones con N incognitas que determina el subespa-
cio .
SR

También podemos usar el algoritmo de Gauss-Jordan (seccion 1.1) junto con el teorema de
Rouché-Frobenius (Teorema 1.2.4) para calcular las ecuaciones implicitas de un subespacio
de base {€], ..., €'} en un espacio vectorial de base {&,, ..., €,}.

Vedmoslo en un ejemplo.

1

EJEMPLO D. Sea el subespacio de R’ de base

€ =(,2,0,1,00=86 +26,+8,

e={,1,1,1,1)=¢€, +8& + 6 + 6 +&s
Paracadav=(, 5, 3 4 5)= 16+ .6, + 63+ 6, + sEs5en |, la matriz
1
2

3

4

Il
S = O N =
—_ = = = =

5

tiene que tener rango exactamente 2, por el teorema de Rouché-Frobenius. Aplicando el método
de Gauss-Jordan a  obtenemos una matriz escalonada

L

01 2,— ,
00 2,— ,— ;3
0 0 1t o4
00 2,=- -5
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que tiene que tener rango 2. Luego v estd en | siy solo si
2, 2= 3=0 , — 1+ 4=0, 2, ,— 5=0,
que son las ecuaciones implicitas de | en la base {€,, €,, €3, €4, €5} de R°.
%% %

Dados dos subespacios vectoriales |y , de un espacio vectorial podemos definir su
inter e in

N ,={"€ "€ 1y € ,}
ysu ma
1t =T e g, € L)

Como puede comprobarse facilmente estos dos nuevos subconjuntos son también subespacios
vectoriales de . La relacion que existe entre las dimensiones de estos subespacios vectoriales y
las dimensiones de los subespacios |y , queda plasmada en el siguiente resultado:

Proposicion 4.4.2 ( rmulade rassmann)
dim( ;) +dim( ,) =dim( ; + ,) +dim( ;n ,)

para cualesquiera subespacios vectoriales |y , de un espacio vectorial de dimension
finita.

Demostracion. Sea {€,, ..., €} unabase de | ,; completar esta base hasta obtener una
base

(S T E TR

de |y una base
{61 s €, 01415 o> O}

de ,. Demostraremos que

= {eI’ s ’ gH—l’ ) gm}
es una base de | + ,. De aqui se deducird que

dm( {+ H)=I+(C - Dh+mMm-DHh= +m-—1=
=dim( ;) +dim( ,) —dim( |~ ,),

que era lo que queriamos demostrar.

Para demostrar que esunabasede | + ,bastademostrar que es un conjunto de vecto-
res linealmente independientes, ya que debido a la construccion realizada resulta claro que todo
elemento de | + , es unacombinacion lineal de elementos de . Supongamos, por tanto, que
tenemos una expresion de la forma

g +--+ag+by o t+--+b  + LG+t WGn=0.
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El vector 5=a,6, +---+a&+by,, ., +--+b € ,coincidecon — |+ 41— — mOm€ o
y, por tanto, es un elemento de ; n ,. Como ;N , estd generado por los vectores €, ..., €,
hemos de tener |, = --- = , = 0. Por tanto, la igualdad anterior se transforma en

ag + - +ag+b,, 4 +--+b =0.
Puesto que {€;, ..., €, ﬂ|+1, ...} es una base de , deducimos que a; = - =g =
=Db,,, = -+ =b = 0. Esto termina la demostracion.

EJEMPLO E. Dos subespacios vectoriales ;y ,en R®, ambos de dimensién 2, que se cortan
en una recta, han de tener una suma que coincida con todo R*, ya que

dim( ;, + ,)=dim( ;) +dim( ,) —dim( ;n ) =2+2—-1=3.

* 0k %k

Definicion 4.4.3

Un espacio vectorial es suma directa de dos de sus subespacios ;y 5 si:

1) 1 + 2= 4
2) 10 o= {0}
Utilizaremos la notacion = | @ , para indicar que es suma directa de los subespacios

vectoriales |y .

Observaciones

1) El plano R?* puede escribirse como suma directa de dos rectas no coincidentes que
pasan por el origen.

2) Elespacio R’ puede escribirse como suma directa de un plano que pasa por el origen y
una recta que le corta en este punto.
3) De la Proposicién 4.4.2 deducimos que si = | @ , se tiene que

dim( ) =dim( ;@ ) =dim( ;) +dim( ,)

ya que el subespacio vectorial impropio {0} tiene dimensién 0.

Si = + 5, todo elemento ¥ € uede escribirse de la forma v = v, + U, con v, €

1 2 1 2 1 1
y U, € ,. Si la suma es directa, esta descomposicion es Unica, como prueba el siguiente re-
sultado.



Seccién 4.4. Subespacios vectoriales. Interseccion y suma de subespacios vectoriales 167

Proposicion 4.4.4

Sean ;y ,subespacios vectoriales de un espacio vectorial . Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

1) = @ ,
2) Paratodov e existe una descomposicion ni a de la forma v = v, + 0,, con v, €
YU € o

Demostracion. Para demostrar que 1) implica 2) es suficiente probar la unicidad; supon-

gamos que v =0; +t 0, y0= |+ ,conv;, € ;YU »€ , Tenemos
U+, ="+,

o bien
[ e Sl 1

La parte izquierda de esta igualdad es un elemento de ,, mientras que la parte derecha es un
elemento de ,. Puesto que O es el Gnico vector que ;y , tienen en comun, deducimos que

Por tanto

que era lo que queriamos demostrar. B
Para demostrar que 2) implica 1) es suficiente demostrar que ;»n , = {0}.Sive ;N ,,
podemos escribir

v=0+0=0+7.

Puesto que la descomposicién ha de ser tnica se tiene que & = 0. Esto prueba el resultado de-
seado.

*k * *

También podemos definir la interseccion, la suma y la suma directa de mas de dos subespa-
cios vectoriales. En general, dados n subespacios vectoriales |, ,, ..., ,de un espacio vecto-
rial  definimos

n
(\ ={"e :" e paratodo =1,..n}
-1

n n
y Z{Zﬁ:ﬁe , =1,...,n}
=1 =1
que reciben el nombre de inter € i ny ma, respectivamente, de los subespacios vectoriales
dados. Estos dos nuevos subespacios son también subespacios vectoriales de
La definicion de ma ire ta de varios subespacios vectoriales es un poco mas complicada
en general, que si solamente hay dos. La definicién mas razonable es la que guarda similitud
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con la afirmacién 2) de la Proposicién 4.4.4. Diremos que es ma ire ta de los subespacios
vectoriales |, 5, ..., p Y escribiremos

= 1@ 2@@ n

o bien

@ >

i=1

n
si todo vector v de  tiene una descomposicién ni a de la forma o= ) T, con 7; €
i=1
i=1,2,..,n
Sin = 2, la Proposicién 4.4.4 muestra que esta definicién de suma directa y la dada ante-
riormente son equivalentes. Si n > 3 se pide demostrar en el ejercicio 6 al final de esta seccidon
que una condicién equivalente de suma directa es la siguiente:

n
Y = y im(Z >={6} paratodoi=1,2,..,n.
i=1 #i
A partir de aqui puede demostrarse que
n n
dim(@ i> =Y dim( ),
i=1 i=1

lo cual se obtiene aplicando repetidas veces el resultado ya conocido cuando n es igual a 2.

EJERCICIOS 4.4

1. Los siguientes subconjuntos y familias de vectores de algunos espacios vectoriales son
subespacios y bases de estos. Verificar la verdad o falsedad de esto en los ejemplos si-
guientes:

a) {(@ab)eR*:b=1};{@ D}
b) { ()e @[1:( —Ddividea ()};{ —1, >—1}.

2 1\ (/2 1\ [0 1
c) com( )={ el ,(R): = }con =<o 2>;{<0 2>’<1 0)}'

2. Estudiar si los siguientes subconjuntos de ., , ,(R) son subespacios vectoriales:
a) ={ €uJly.,(R):r( )= 1} donde r( ) designa el rango de
b) ={ € My.,(R):traza( ) = 0}, donde traza ( ) denota la suma de los elementos
de la diagonal principal de
3. Encontrar la dimensién del subespacio generado por los siguientes conjuntos de vectores:
a) {(1,2),(0,1),(—1,3)} en R

i1 T+i 1-i
b) {(0 1+i>’< 0o 2 >}enMZX2(C)'
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4. Hallar en cada uno de los ejemplos siguientes la suma y la interseccion del par de subespa-
cios dados, y comprobar que se verifica la férmula de Grassmann

dim( ) +dim( ,) =dim( , + ,) +dim( ;A »).

<2 1
a) | =com

2 0
0 2), 5 =com<1 2) (ver el ejercicio 1 para la definiciéon de

com( )).
b) ,={()e &[]: + 1dividea ()},
,={()e &I1: —ldividea ()}.
c) L({sent, cost}), L({e", e ™}) considerados ambos como subespacios del espacio vec-

torial real ([0, 1]).

5. Decir cudles de los siguientes pares de subespacios se suman directamente y cudl es la
suma (directa o no) en cada caso:

a) ¥={ edl,,,(C): = "} (matrices simétricas)
A=1{ €My, (C): =— "} (matrices antisimétricas)
b) ={ :[-1,11->R: (—t)= (1)} (funciones pares)

={ :[-1,1]->R: (—t)=— (1)} (funciones impares)

[ geren ia: g(t) = (gt + g(—1)/2 + (9() — g(—1)/2]
c) ,={:[-1L1]-R: t)=0,t>0}

,={:[-1L1]->R: () =0,t<0}.

6. Sean |, ,, .., p subespacios vectoriales de un espacio vectorial . Demostrar que si
n > 3 las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) =@
i=1

b) =Y iy im(Z >={6}paratodoi=1,...,n.

i=1 i

7. Sean |, , subespacios vectoriales de un espacio vectorial . Demostrar que
LC v )= 1+ .

4.5. EL ESPACIO VECTORIAL COCIENTE

Un concepto importante en matematicas es el de on nto o0 iente. Para definirlo se necesita
un conjunto y una relacion H en , es decir, una ley que nos permita decidir si dos elementos
de estdn o no relacionados. Cuando dos elementos a, b €  estan relacionados escribimos

adb.

Una relacién N en  se dice que es de e ivalen ia si cumple las siguientes propiedades:

1) Reflexiva: a i a para todo a €
2) Simétrica: sia,be yaNb, entonces b a.
3) Transitiva: sia,b, € ,adftbybMN ,entoncesad .
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Denotemos por [a] al conjunto {b € :bNa}, que llamamos la e e e ivalen ia del
elemento a. Cualquier elemento de esta clase de equivalencia se dice que es un re re entante
de [a]. Todo elemento @ € estd en una clase de equivalencia, a saber [a], por la propiedad
reflexiva. Ademads, si a i b las propiedades simétrica y transitiva implican que [a] = [b].

Una propiedad importante de las clases de equivalencia es que si @ no esté relacionado con
b entonces, [a] N [b] = &. Para probar este resultado supongamos que existiera € [a] N [b].
Entonces Hay N b.Con lapropiedad simétrica deducimos at y por la propiedad transi-
tiva tenemos a N b, contrariamente a nuestra suposicién. Esto implica que  es unién disjunta
de sus clases de equivalencia.

Llamamos on nto o iente, y lo denotamos por /N, al conjunto de todas las clases de
equivalencia, es decir,

/N={lal:ae }.

EJEMPLO A. Sea Z el conjunto de los nimeros enteros y N un ndmero natural, n > 1. Dos
ndmeros ;, , € Z decimos que estan relacionados (médulo n) si al dividirlos entre n ambos dan
el mismo resto, o equivalentemente ;| — , = N, donde N es una notacién para indicar que el
resultado es un multiplo de n. Escribimos entonces ; =, , para indicar esta relacion. Si € Z,
la clase de equivalencia [ ] estd formada por todos los nimeros enteros que se obtienen suman-
do a un multiplo entero de n. De esta manera, el conjunto cociente es

J=a=1{[1: =0,1,...,n—1}.

*k * *k

Cuando el conjunto  es un espacio vectorial  sobre un cuerpo Ky  es un subespacio
vectorial de , podemos definir la siguiente relacion:

U]’\‘Bz A 51_526

Puede comprobarse que esta relaciéon cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transiti-
va, por lo que es una relacién de equivalencia. Observar que v, ~ U, si y solo si existe €  tal
que v, — U, = , por lo que v, = U, + . Por lo tanto, para cada v € , su clase de equivalencia
es el conjunto

Escribiremos
/ ={lv]:v7e }

para denotar el conjunto cociente /~ . Observar que [0] =

Como es un espacio vectorial podemos sumar sus elementos y multiplicarlos por escala-
res del cuerpo K. También pueden definirse dos operaciones de este tipoen / de la siguiente
forma:

@+ H)+@+ )=0@ +0)+
ysiaelk,
a-@+ )= (av) +
Hay que comprobar que estas operaciones estdn bien e ini a . Por ejemplo, para la suma,
si €0+ y ,ev,+ setiene =0+ ;y ,=0,1t ,con |, ,€ ;entonces,
‘)l +"2:51 +4‘l +52+*}2:E] +52+(4‘l +ﬁ2)651 +52+

yporlotanto (7; + ) + =@, +7,) +
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El lector puede comprobar que las operaciones de suma y multiplicacion por escalares defi-
nidas en el conjunto cociente / satisfacen (S1) a (S4) y (M1) a (M4) de la definicién de
espacio vectorial 4.1.1. Por todo ello / es un espacio vectorial sobre K que se denomina
espacio ectorial cociente.

EJEMPLO B. Considerar en R? la recta vectorial L de ecuaciones =t, y =0, t € R. Obser-
var que si (a, b) € R? se tiene

@by+L={@hb)+0):teR}={0b)+t+a0:teR}=(0,b)+L

por lo que (a, b) + L, que es la recta paralela al eje horizontal L que pasa por (a, b), coincide
con la recta paralela a L que pasa por (0, b). Por tanto

R%/L = {[(0, D)]:be R} = {(0,b) + L:b e R}.

(0, b) (a,b) (a,b)+L
I
I
i
I
| —
i radd
EJEMPLO C. Considerar en R? la recta vectorial L de ecuaciones paramétricas = 3t, y = 2t,

t € R. Observar que
(B3,2)+L={3,2)+ @t 20):teR}={@B+ 1),2(t+ :teR} =L

y de manera similar A(3, 2) + L = L para cada A € R. Por otro lado (1, 1) + L es la recta parale-
la a L que pasa por (1, 1), pero como

1
1, H+L=(, 1)—5(3,2)+L=(0, 1/3)+L
también es la recta de R* paralela a L que pasa por el punto (0, 1/3). De manera similar
a
(a,b)+L=(a,b)—5(3,2)+L=(0,b—(2a/3))+L

es la recta paralela a L que pasa por (0, b —(2a/3)). Por tanto, los vectores de la forma v,= (0, o),
cuando o € R, son un conjunto de representantes del espacio cociente R?/L, es decir

R%/L = {[1,]: o € R}.
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(a, b)+L

(a, b)

(1, )+L

Sea  un espacio vectorial de dimensién finita n, por lo que todas sus bases tienen n ele-
mentos. Considerar un subespacio vectorial ~de . En el resto de esta seccién aprenderemos a
encontrar una base de / ,lo que nos permitird conocer la dimension de / en funcidn de las
dimensiones de y de . Para conseguir este objetivo comenzaremos demostrando el Teorema
de Steinitz, que nos permite encontrar una base de  que incluya un conjunto de vectores lineal-
mente independientes inicialmente dados.

/Teorema 451 ( teinitz) N

Sea un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sea {€,, ..., €,} una base de . Si {7, ..., 0 }
es un conjunto de vectores de linealmente independiente, entonces existe un subconjun-

to de = {1, ..., n} decardinal tal que
{Bi}iy, ., w{€}c
\es una base de . /
Demostracion. Haremos la demostracién por induccién en . Si = 1, entonces

vy = ,€ + - + A€, Sea i, un indice con 4 # 0. Probaremos a continuacién que
{v;i}u{€}c 4 esunabasede .Como este conjunto tiene N elementos, basta probar que son
linealmente independientes. Supongamos, por tanto, que tenemos una combinacién lineal de la
forma

ut; + Y pE=0.
e {ig}
n

Como 0, = ), 1€ se tiene
=

n
0= a1<2 /lé) + Y pE=a4g + Y (ud + BIE.
=1 e {ip} e {ip}
Como {€, ..., €,} esunabasede , o4, =0yaouid +f =0para € {iy}. Como /; # 0
se tiene o; = 0 de la primera ecuacién. Sustituyendo o; = 0 en las restantes se deduce f = 0
para € lip}.
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Supongamos ahora que existe un conjunto L = de cardinal — ltalque {0} _; ;U
U {€}¢c | esunabase de .En esta base podemos escribir

~1
T=Y 5+ Y 8. (5.1)
=1 te L

Si todos los A, € € L, fueran cero, el conjunto {7, ..., 0 } seria linealmente dependiente.
Como estamos suponiendo que no lo es, debe existir {, € L tal que 44, # 0. Solo falta probar
que {0} -y U{€lic wuye)esunabasede .Comoenelcaso = I basta probar que son
linealmente independientes. Consideremos, por tanto, una combinacién lineal de la forma

Z oav + Z ﬂgéezo.
=1 te (Lu{€))

Usando (5.1) podemos escribir

—1
=Y (0 +ayp)o + o+ y (o ¢ + Bo)E,.
=

te (Lu{te))

Como {v} _;  _;U{€}¢c L es unabase de , se debe tener 4, =0, 2 + oy =0
para =1,.., —lLyad4+pf,=0parate (Lu{f,}). Como 4, # 0 de la primera ecua-
cion se deduce o = 0. Sustituyendo este valor en las restantes ecuaciones obtenemos o = 0
para =1,.., —1lyf,=0parafe (Lu{{}).

EJEMPLO D. Considerar en R* la base dada por:
€,=(,2,0,0, &=(,1,0,1), & =(0,0,1,0), & =(,1,1,2).

Vamos a seguir la demostracidn del teorema de Steinitz (Teorema 4.5.1) para hallar una base de
R* que incluya a los vectores o, = (4, 7, 1,2) y 5, = (4, 7, 2, 2), que son linealmente indepen-
dientes. Observemos que

7, = 36, + &,

Luego {7}, €,, €;, €} es una base de R* en la que estd 7,. En esta base

U, = 0, + €5,
por lo que {7,, €, T», €,} es una base de R* obtenida siguiendo el método dado en la demostra-

cion del teorema de Steinitz.

Definicion 4.5.2

Sean ;y , dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial . Diremos que ;y , son
complementariossi = | @® .



174

Capitulo 4. Espacios vectoriales

Observar que si {€,, ..., €,} es una base de y {7;, ..., v } es una base de un subespacio
vectorial de , seglin el Teorema 4.5.1 existe un conjunto de indices < de cardinal , tal
que el subespacio generado por {€ } .  es un complementario de

EJEMPLO E. Considerar el subespacio de R> dado por
={(1 2 3 5)€R53 11— 5=0, o+ 3+ 4=0},

donde las coordenadas estan dadas en una base de R> fijada {€,, €,, €5, €4, €5}. Queremos hallar
un complementario de . Observamos que

{1,=0,1, =1,0,0), 5,=(0,0,1, =1,0), #3=(1,0,0,0, 1)}

es una base de . Usamos la demostracién del teorema de Steinitz para hallar una base de R’
que contenga a esta base de . Como ¥, = &, — €, {€,, T,, €5, &,, 65} es una base de R>. Como
T, = € — &, {€,, U,, Uy, B4, 65} €s una base de R>. Como ©; = &, + €s, el conjunto

{53’ 61’ 529 é49 és}

es una base de R’, obtenida siguiendo el método dado en la demostracién del teorema de Stei-
nitz. Por lo tanto L({€,4, €s}) es un complementario de

k0 kK

Para calcular una base del espacio vectorial cociente / se puede proceder de la siguiente
manera. Si  tiene como base {7, ..., U }, elegimos una base cualquiera de , {€,, ..., €.},
y aplicamos el teorema de Steinitz. Asi obtenemos que el subespacio de  generado por

{6} . ,esdecirL({€} . ),esuncomplementario de y también las clases

{[e]} <

son una base de / . En efecto, como {€,, ..., €,} es una base de , se tiene que {[€]} . es
un conjunto linealmente independiente de / . Pues si, para unos o; no todos nulos se da:

Y olE] =[ > aaéi} = 101,

ie ie

entonces Y o;& € = L{T,, .., 0 }), porloque {i}j—,  U{€}. no serfa un conjunto
ie
linealmente independiente de
También es un conjunto generador, pues cada clase [t] € / se puede expresar como

[ﬁ]z[Z},iﬁi+ y ié:|= AL
i=1 € €

donde (4, ..., 4y) son las coordenadas de ¥ en la base {7;};—, . w{€} . de .Luegoesuna
base.
Como consecuencia se tiene la siguiente férmula para las dimensiones

dm / =n— =dim —dim
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EJEMPLO F. Considerar en R® una base {€,, €, &;}. Tomemos la recta L generada por
v, = €, + 6, + €. Entonces {v,, €,, €;} es una base de R’ enla que estd v,. El espacio vectorial
cociente R?/L tiene por base:

= {[E,], [&5]).
Ademas
RP/L = {af€,] + BlEs):o, pe R} = { .45+ L:o, B R},

donde (, 4 = (0, o, B). Es decir R*/L es la familia de todas las rectas de R® paralelas a L.
Como hemos visto, esta familia tiene estructura de espacio vectorial con las dos operaciones
siguientes:

( (@) + L) + @, p) + L) = (a+o,f+p) + L’
t( @p L =(C @y T L),paracadateR.

EJERCICIOS 4.5

1. En los casos siguientes, dado un espacio vectorial y uno de sus subespacios vectoriales
, describir las clases de equivalencia y el conjunto cociente / determinados por la re-
lacién de equivalencia

U1~U2 e 61*526

a =R, ={0y:yeR}.
b) =R, ={(,y,0): ,yeR}.
0 = #)={a+b + 2+ 3:ab , eR}), ={ e % ):a=0}.

2. En cada uno de los apartados siguientes comprobar que los vectores dados con respecto a
la base canénica de R* son linealmente independientes y seguir la demostracién del Teore-
ma de Steinitz para hallar una base de R* que los contenga:

Q) T, =0,511,5=(012 —2),5=(,0,—3,4).
b) @ =(0,0,1,1),3 = (0,1, —3,2).

3. Considerar el subespacio vectorial de R* dado por
={(1 2 3 4)6[[3@4: L= 4=0, ,— ;=0},

donde las coordenadas estdn dadas con respecto a la base canénica de R*. Describir las
ecuaciones paramétricas de un complementario de

4. En R’ considerar una base {€,, €,, &} y el subespacio vectorial ~generado por los vectores
v, = €, + §&,, U, = €, — €;. Hallar una base del espacio vectorial cociente R/ y dar una
descripcidn de este espacio vectorial.

5. Considerar el subespacio vectorial de R* dado por
={(1 2 3 4)€R43 1= 4=0, = 3=0},

donde las coordenadas estdn dadas con respecto a la base canénica de R* (ver ejercicio 3).
Hallar una base de RY/
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Capitulo 5. Aplicaciones lineales entre espacios vectoriales

5.1. DEFINICION DE APLICACION LINEAL. EJEMPLOS

En la seccién 1.3 hemos definido el concepto de aplicacion lineal de R" en R™. Recordamos
que en ese contexto toda aplicacion lineal quedaba determinada por una matriz de m filas y n
columnas; ademds, las siguientes propiedades caracterizan una aplicacion lineal entre estos
espacios:

H C+y= O+ (y) paratodo ,ye R"

2) (r’)=r () paratodo ~ € R"y todo nimero real r.

(Ver los Teoremas 1.3.1 y 1.3.2.)

Utilizaremos esta caracterizacién para definir las aplicaciones lineales entre dos espacios

vectoriales cualesquiera. En la siguiente seccién mostraremos que, fijadas dos bases en los es-
pacios vectoriales, toda aplicacidn lineal queda determinada por una matriz.

Definicién 5.1.1 ( plicaci n lineal)

Sean 'y espacios vectoriales; una aplicaci nlineal de en esunaaplicacion : —
tal que:

) @+ )= @+ ()paratodov, €

2) (av) =a (v) paratodoacKytodove

Nota. Observar que ambos conjuntos y  deben ser espacios vectoriales sobre el mismo
cuerpo K.

En el Capitulo 1 se han dado varios ejemplos de aplicaciones lineales entre los espacios
vectoriales R" y R™. Recordamos tinicamente los giros en el plano y la simetria con respecto a
un eje en R

EJEMPLO A. Dado un nimero real a, la aplicacién que asocia a cada polinomio del conjunto
rl ] su valor para = a es una aplicacidn lineal; esta aplicacién queda definida mediante las
siguientes expresiones:

el >R, ()= (@.

El hecho de que es una aplicacion lineal se deduce de las siguientes igualdades:

(O+ )= C +HN=C+Ha= @+ @=

N+ 0

()= CO)=0)a= (@= 60)

para todo nimero real

EJEMPLO B. Dada la matriz
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de elementos complejos, podemos definir la aplicaciéon
: CP - C?
dadapor ((, 2 3)=(,;+ , ;+i,+ ;). Puestoque
1

(( 1> 2 3)): 2 |

3

donde en la parte derecha se realiza una multiplicacién de matrices, es facil demostrar que es
una aplicacién lineal.
En general, dada una matriz € Jl,, . ,([<), la aplicacién

K- KT
dada por

(( 1o 25 oo n)) = :2

m

es una aplicacion lineal, que recibe el nombre de a li a i nlineal a o ia a on la matri

EJEMPLO C. Sea la aplicacion que a cada polinomio le hace corresponder su derivada, es
decir:

fll1-> wl] (@+a +--+a, "=a +2a +--+na, "

Esta es una aplicacién lineal, ya que la derivada de una suma de funciones es la suma de las
derivadas de cada una de las funciones y la derivada de un nimero real por una funcién coinci-
de con el producto del nimero real por la derivada de la funcién.

Observar que si el conjunto inicial de esta aplicacién es ([ ], como conjunto final pode-
mos tomar el mismo, o incluso & [ ]; esto es cierto ya que la derivada de un polinomio de
grado no superior a N es otro polinomio de grado no superior an — 1.

EJEMPLO D. La aplicacién que a cada matriz cuadrada le hace corresponder su determi-
nante no es una aplicacion lineal, ya que, en general, el determinante de una suma de matrices
no coincide con la suma de los determinantes de cada una de ellas. Baste como ejemplo el

siguiente:
0 1 0 0 0 1 0 0
—1= + + =0.
det <<O 0> <1 O>> # det <0 O> det <1 O> 0

*0 ok ok

Aplicando repetidas veces las propiedades 1) y 2) de la definicién de aplicacion lineal entre
espacios vectoriales se consigue demostrar que la imagen, mediante una aplicacién lineal, de
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una combinacion lineal de vectores del espacio vectorial inicial es una combinacién lineal de
vectores del espacio vectorial final. De forma més precisa:

(505 o

donde eKyv e paratodo =1,2,..n.
Otras propiedades que se deducen inmediatamente de la definicién de aplicacidn lineal son
las siguientes:

4 I\
Proposicién 5.1.2

Sea una aplicacion lineal entre los espacios vectoriales y . Se tienen los siguientes
resultados:

1) La imaggn del elemento neutro de mediante es el elemento neutro de , es decir,

(©0) = 0.
2) Laimagen mediante del opuesto de un elemento v de es el opuesto de (7), es
decir, (—0)=— ().
N J

Demostracion. Para demostrar 1) escribimos
O)= 0+0)= O+ ()
y restamos (0) en ambos lados. Para demostrar 2) basta observar que
(=)= (D=1 @=— ©.

Un concepto importante esel den leo e naa li a i nlineal; dada una aplicacién lineal
— , definimos el nﬁclgo de , que se denota mediante Ker( ), como el conjunto de to-
dos los v € tal que (v) = 0; es decir:

Ker( )= {te : (¥ =0}

Nota. En algunos textos se utiliza ( ) en lugar de Ker ( ); la notaciéon Ker ( ) es la que
se utiliza en toda la literatura matemadtica inglesa; esta notacién viene de la palabra inglesa er
nel, que significa «nticleo».

El subconjunto Ker ( ) nunca es vacio, ya que Oe Ker (' ); esto se deduce de que (6) =0,
como se ha demostrado en la Proposicion 5.1.2. El subconjunto Ker ( ) es, ademas, un subcon-
junto distinguido de ; se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 5.1.3

Si : — esuna aplicacion lineal entre espacios vectoriales, Ker ( ) es un subespacio
vectorial de

Demostracion. Si e ¥ son elementos de Ker( ) se tiene que (V) = 0 y )= 0; por
tanto:

C+y= O+ M»=0+0=0,
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de donde deducimos que ~ +y e Ker( ). Si e Ker( )y € K se tiene que
(H= (O= -0=0,
de donde se deduce que ~ € Ker( ). Estos dos resultados prueban la proposicién.

En la seccion 1.3 demostramos que la imagen de una recta mediante una aplicacién lineal
de R" en R™ es otra recta o un punto. Para aplicaciones lineales entre espacios vectoriales se
tiene el siguiente resultado:

Proposicion 5.1.4

Sea : — unaaplicacion lineal entre espacios vectoriales. La imagen mediante de
cualquier subespacio vectorial de  es un subespacio vectorial de

Demostracion. Sea | un subespacio vectorial de y sea ;= ( ;) laimagen de
mediante . Recordamos que

1= (o={@):ve }.

Sean — |, | € ; existen, por tanto, dos vectores vU;, v; € ; tal que (U;)) =",y

(v)) = . Entonces
ot i=E @t )= @ )
y puesto que T, + v, € ,, porser , un subespacio vectorial de , se tiene que ", + ;€ .
Tomemos ahoraae Ky ;€ ,;existe v, € ,talque (7,) = ,. Por tanto,

a ;=a ()= (an)

y puesto que av, € , por ser , un subespacio vectorial de , se tienequea ;€ .
Estos dos resultados son suficientes para probar que , es un subespacio vectorial
de

* * £
Si el subespacio  tiene {v,, ..., U } como base, todo elemento — de ( ;) puede escribirse

como combinacion lineal de los vectores (7,), ..., (¥ ). Esto es cierto ya que tomando 7 €
tal que () = se tiene que

= @)= (Z 5>=Z @).

Por tanto, ; coincide con el subespacio generado por los vectores (v,), ..., (¥ ), es decir,
. =L( (@), ..., (0)). En consecuencia, la dimension de | no puede superar
Hemos probado el siguiente resultado:

Proposiciéon 5.1.5

La imagen mediante una aplicacion lineal de un subespacio vectorial de dimensiéon es
un subespacio vectorial de dimensién no superior a
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Para finalizar esta seccidon demostramos que una aplicacion lineal queda determinada cuan-
do se conocen las imdgenes de los elementos de una base del espacio inicial. El enunciado pre-
ciso de esta afirmacién se da en el siguiente teorema:

e A\
Teorema 5.1.6

Sea = {€,, 6,, ..., €,} una base de un espacio vectorial ysean |, ,, ..., j vectores
cualesquiera de otro espacio vectorial . En estas condiciones, existe una Unica aplica-
cion lineal de en tal que

@)=, =12,..,n

VE

INgE

Demostracion. Definimos de la siguiente manera: dado v €  podemos escribir 7=

Il
—

con v € [K; entonces definimos
n
@) = Z v
=1

A partir de aqui es un simple ejercicio comprobar que es la tnica aplicacion lineal tal que
®=", =1,2,..,n

MATRIZ DE UNA APLICACION LINEAL.
OPERACIONES CON APLICACIONES LINEALES

En esta seccién, y mientras no se indique lo contrario, y  denotaran dos espacios vectoriales
sobre el mismo cuerpo Ky  una aplicacion lineal de  en
Sea = {€,86, ...6unabasede y =1{,, 5 .., m}unabasede .Elelemento
(€)) es un vector de 'y, por tanto, podemos escribir

E€)=a; 1 tay+ - t+ay m
Andlogamente,
€)=a, 1 tay T +ann

(én) = ay 1+ Qo 2+ et Amn m-

Estas igualdades se escriben abreviadamente de la forma

,\
()]
p—
I
NE
el
I
_
N
5

Il
—
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En estas condiciones diremos que

ap ap ajn
_ &1 axn oy
aml am2 amn

eslamatri elaaliain onre etoala bae y

Observar que la -ésima columna de la matriz de la aplicacion lineal  son las componentes
de (€) con respecto a la base de

Para ser precisos seria necesario designar la matriz  con un simbolo que incluyera las ba-
ses y ; este simbolo podria ser (). Nosotros preferimos denominar a la matriz con la
misma letra que a la aplicacién, siempre que esta economia en la notacién no sea causa de
incomprension.

Dado ~ € , podemos escribir

n m
ﬁ=z € e y= (ﬁ)zzyii-
=1 i
La relacion entre las coordenadas y; y  viene dada por la matriz . En efecto, la igualdad

Y v 0=<§ in @) =

implica las siguientes igualdades:
n
yi = Z ai N | = 1, 2, ey ML (21)

Con notacién matricial, podemos escribir

Yi 1
Ya | _ 2
ym n
No solo toda aplicacion lineal puede representarse mediante una matriz con respecto a dos
bases dadas, sino que reciprocamente, ia a ba e ={€, ..}y ={41 ... menlo

e aio ini ialy inal, re e tivamente,y a a al iermatri eor enm X n

=@)i=1..m » @ €K
=1,..,n

eite na niaaliainlineal etienea omomatri:si” = ) € definimos

=Y Vi

i=1

donde y,, s, ..., Ym, estan dados por las relaciones que aparecen en (2.1).
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Nota. Si los espacios vectoriales y  coinciden y en ambos se toma la misma base
para representar una aplicaciéon , su matriz se dice que estd dada con respecto a la base

EJEMPLO A. Sea | larotacién o giro de dngulo «, en el plano, alrededor del origen en senti-
do positivo (contrario al giro de las agujas de un reloj). Se tiene que , es una aplicacién lineal
de R? en R? que, referida a la base canonica del plano, = {€,, €,}, satisface

&) = (cosm)€, + (sen )€,
+(€) = (—sena)€; + (cos )€,
(ver ejemplo B de la seccién 4.3). Por tanto tiene como matriz
__[cosa  —senuw
¥ \sena cosa /)
Si consideramos la base "= {7, ,} con | =§&,, , = €, larotacion , satisface
L) = [86)=(—senn)€; + (cosw)é, = (—sena) , + (cosa)
L) = (&) = (cosn)g, + (senw)é, = (cosa) , + (sena) ;.

Por tanto, la matriz de , con respecto a la base ' de R* es

o coso seno
” —seno coso )
!

Observar que la matriz ~ del cambio de base de la canénica a ' es

(1)

cuyo determinante es | | = — 1.
EJEMPLO B. En el espacio vectorial real R® consideramos una base = {€,, &,, &} y el
subespacio ;= {( 1, »0): |, ,€R}.Si eslasimetria con respecto al subespacio vectorial

1» Se tiene que

(€) =€y, (€) = €, (85) = — &,

4

Sy

< ----

S(e3)

i rab.l
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Por tanto, su matriz con respecto a la base es

1 0 0
=10 1 0
0 0 —1

Observar que las simetrias pueden definirse con respecto a cualquier subespacio vectorial
de R’

EJEMPLO C. En el espacio vectorial real R® consideramos la base canénica = {€,, €,, &} y
sea la roye i nortogonal sobre el plano = 0; es una aplicacin lineal de R’ y puesto
que

(€) =€y, (&) =86, y (€)= 6,

€
>~ - |
e ~alr@)
i ra5.z2
su matriz con respecto a la base es
1 00
=({0 1 O
0 0 O

EJEMPLO D. Dados dos espacios vectoriales 'y ,laa li a i nn laque envia todo vector
de al elemento neutro de  es una aplicacion lineal, cuya matriz es la matriz nula con respec-
to a cualesquiera bases de 'y

En un mismo espacio vectorial , la aplicacién que lleva todo vector de  en si mismo se
denomina a li ai ni enti a . Es ficil comprobar que, fijada una base de , la matriz de la
aplicacion identidad es

si el espacio vectorial tiene dimension n.

EJEMPLO E. Sea la aplicaciéon eriva i n del ejemplo C de la seccién 5.1 y consideremos
_ como una aplicacion de [(}Q)[ ] en &37')[ ].Sea = {1, , 2 .., ") una base de EQ)[ ly
={1, , 2., n71} una base de %71)[ 1. Tenemos

=0, (H)=1, (H=2, (H=3%., (H=n"""
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Por tanto, la matriz de  con respecto a las bases 'y es la matriz de orden n x (n + 1) dada
por

01 0 0 0
00 2 0 0
10 0 0 3 0
00 0 0 0
00 0 0 - n
EJEMPLO F. Tratamos de encontrar una base en R® de manera que la matriz de la simetria
con respecto al subespacio vectorial |, = {(,y, )eR*>: +y+ =0} sea
1 0 0
0 1 0
0 0 —1
s
14
S(it3)
i rab3

En el ejemplo B se ha resuelto el caso en que el subespacio vectorial coincida con el plano

= (. Un estudio detallado del ejemplo citado nos da la idea adecuada para resolver el proble-

ma planteado aqui: basta tomar dos vectores cualesquiera de | que sean linealmente indepen-
dientes y un tercero que sea perpendicular a . Por ejemplo,

4‘1 = (1, - 1’ O), 4‘2 = (O$ 1’ - 1)’ 4’3 = (1$ 1’ 1)
k * &

Ya hemos mencionado anteriormente que si en los espacios vectoriales 'y , de dimension
finita n y m, respectivamente, se fijan bases, existe una correspondencia biunivoca entre las
aplicaciones lineales de en y el conjunto de las matrices Jl,, . ,(KK), de orden m X n sobre
el cuerpo K.

Puesto que el conjunto J,, . ,(IK) posee una estructura de espacio vectorial, no es de extra-
far que en el conjunto de todas las aplicaciones lineales entre dos espacios vectoriales puedan
definirse dos operaciones que le den estructura de espacio vectorial.

Estas operaciones ya han sido definidas en la seccién 1.3 cuando los espacios vectoriales
son R"y R™. Las operaciones que daremos aqui son una copia de aquellas.

Sean 'y  dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo [K; el conjunto de todas las
aplicaciones lineales de en  se designard mediante el simbolo

LC, ).
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Si 'y sonelementos de L( , ), definimos su ma mediante
( + Yv)y= @+ (@ paratodo ve

Si esunelementodeL( , )y esunelemento de K, definimoslam Itiliain e or
mediante

( )©) = ( (¥)) paratodo D€
Las operaciones que acabamos de definir tienen ciertas propiedades que coinciden con las

enumeradas para matrices en la secciéon 1.3. Una forma elegante y rdpida de enumerar estas
propiedades se da en el siguiente teorema:

Teorema 5.2.1

Sean y dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo [; el conjunto L( , ) delas
aplicaciones lineales entre 'y , con las operaciones anteriormente definidas, es un es-
pacio vectorial sobre el cuerpo K.

La demostracién completa de este resultado se deja para el lector; nosotros observaremos
que el elemento neutro de este espacio es la aplicacion nula y el opuesto de una aplicacién es
la aplicaciéon — definida por

(= )OO ==
Si 'y coinciden escribimos L( ) en lugarde L( , ).

Puesto que toda aplicacion lineal puede representarse mediante una matriz y reciproca-
mente, el siguiente resultado no debe extrafiar al lector.

Teorema 5.2.2

Sean y espacios vectoriales de dimensiones Ny m, respectivamente; entonces, el es-
pacio vectorial L( , ) tiene dimensién n X m.

Demostracion. Hemos de exhibir n X m elementos de L( , ) que formen una base de
este espacio. Fijadas

= {él’ eeey én} Y = { 1o +ee» m}

bases de 'y ,respectivamente, definimos, para =1, ..,n, i =1, .., m,

@)= st = =1,2,..n
, i a0

Esta definicion se simplifica, en cuanto a su notacidn, si utilizamos un simbolo denominado

elta e rone er:
s 1 sio= =1,2 ..,n,
0 si # |’ =1, 2, ... N

Entonces podemos escribir
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Puesto que ; ha sido definido para los elementos de una base de , determina una unica
aplicacion lineal de  en , que seguiremos denotando por ;; este resultado se ha demostrado
en el Teorema 5.1.6.

Para finalizar la demostracion del teorema es necesario probar que

es una base de L( , ). Sea

una combinacion lineal nula de los elementos de (0 designa la aplicaciéon nula de en );
paratodo =1,2,..,n,

Puesto que  es una base de  se deduce que a; =0, i = 1, 2, ..., m. Esto prueba que es un
conjunto de aplicaciones lineales linealmente independiente.
Falta probar que  es un sistema de generadores de L( , ).Sea elL( , )ysea =(a)

su matriz con respecto a las bases 'y ; paratodo € € tenemos

m

@=Ya i=Ya (€)=Y @e)

1 i=1

Puesto que ;(€)=0si # ,podemos escribir
De aqui se deduce que

ya que ambas aplicaciones coinciden sobre los elementos de una base de
Esto termina la demostracion del Teorema 5.2.2.

Nota. Mas adelante se dard otra demostracion del Teorema 5.2.2 estableciendo una co-
rrespondencia biyectiva entre L( , )y Jl, . (IK) de manera que se conserve la dimension.
(Ver seccién 5.4.)

*k & *

Con la misma situacién que al comienzo de esta seccidn, sean 'y ' dos aplicaciones linea-

lesde en .Sean (), ('), ( + ")y ( )las matrices de las aplicaciones lineales

, , + 'y conrespectoalasbases y de y ,respectivamente. En estas condicio-
nes se tiene que

(+ 5= )+ ()

()= () ek
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Estas igualdades expresan que la matriz de la aplicacion lineal «suma» coincide con la suma
de las matrices de cada una de las aplicaciones y que la matriz de la aplicacion lineal ~ coinci-
de con el producto de la matriz  por el escalar

Las demostraciones de estos resultados son andlogas a las realizadas en la seccién 1.3 para
aplicaciones lineales de R" en R™ y, por tanto, se dejan para el lector.

k * 0k

Con dos matrices se puede definir su producto siempre que concurran circunstancias favora-
bles. El producto de matrices corresponde ala om oi i n ea li a ione lineales, que defini-
mos a continuacion.

Dadas elL(, )y e€L( , )definimosla omoiin e y mediante

()@= (@)

Dadas las condiciones impuestas sobre 'y es facil comprobar que o eL( , ).

Proposiciéon 5.2.3

Si los espacios vectoriales , y tienen dimension finita y si denotamos por ( ),
()y ( o )las matricesde , 'y o ,respectivamente, con respecto a bases de
antemano fijadas, se tiene

(e)= () ()

Demostracion. La demostracion es andloga a la de la Proposicion 1.3.4 para aplicaciones
lineales entre espacios vectoriales de la forma R". La repetimos aqui para conveniencia del
lector.

Sean {&}'_,, { ™, {3} _, basesde , 'y ,respectivamente. La i-ésima columna de
la matrizde © son las componentes del vector ( © )(€;) con respecto a la base {§ } —,; por
tanto, si escribimos

se tiene

o (€)

[ I
Mz ~
» ‘ol

N Nt
g I
O
- VN
~— 13
[ o
i~
N I
13 113

o [}

[

-
| ~
Il

m
Esto prueba que Y b a; es el elemento que ocupa el lugar ( , i) de la matriz ( © ); este
=1

valor coincide con el valor del elemento que ocupa el lugar ( , i) en el producto de matrices

() )

APLICACIONES LINEALES Y CAMBIO DE BASE

Sean 'y dos espacios vectoriales, sobre el mismo cuerpo, de dimensiones N 'y m, respectiva-
mente. Sea  una aplicacion lineal de  en  con matriz  con respecto a las bases ={g, ..., €,}
y ={,.., mtde y ,respectivamente.
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Deseamos conocer la matriz ' de la misma aplicacién , con respecto a dos nuevas bases
"={€,...6ty '"={ 1, ..., m}de y ,respectivamente.
En este razonamiento usaremos la notacién para indicar que en el espacio vectorial
estamos considerando la base

VB—A> Ws

id, idy,
Vy —A> W5
i ra54
En el diagrama de la Figura 5.4 se cumple
=i o oj

donde i denota la aplicacién identidad en el espacio vectorial . La Proposicién 5.2.3 nos da
la igualdad matricial
= 3.1

donde es la matriz del cambio de basede a 'y esla matriz del cambio de basede a '

La férmula (3.1) nos permite calcular la matriz ' de la aplicacién  con respecto a las
bases 'y ’, conocida la matriz de la misma aplicacién con respecto a las bases y y las
matrices y del cambio de basede a ‘yde a ’, respectivamente.

En muchos casos los espacios inicial y final de una aplicacién coinciden. Si, ademds, y
coincideny 'y ' coinciden la férmula del cambio de base es mas sencilla.

Si  es la matriz de la aplicacion € L( ) con respecto a una base de ,lamatriz “dela
misma aplicacion con respecto a una base ' de estd dada por

= ! (3.2)

!

donde es la matriz del cambio de base de a
Observar que, en este caso, | | =| |, ya que el determinante de un producto de matrices es
el producto de los determinantes de cada una de ellas.

EJEMPLO A. Una aplicacién lineal tiene, en una base {€;, €,} de un espacio vectorial de

dimensién 2, la matriz
(6 =2
6 —1)°

Queremos determinar la matriz de esta aplicacion lineal en la base €, =€, + 28,, €, =2€, + 38€.,.
Puesto que la matriz del cambio de base es

- )
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la matriz " de esta aplicacion en la base {€], €,} es

, (1 2\ 6 =2\/1 2\ (2 0
2 3 6 —1/\2 3 0 3)
EJEMPLO B. Sea : R’ — R’la aplicacién dada por

(12 3)=C1+ 2 3 27 3)

donde ( |, , 5)son las coordenadas de un vector ~ e R’ con respecto a la base canénica en R’
Sea ’la base {€;, €;, €,} que se ha obtenido permutando los elementos de la base candnica.
Puesto que la matriz de  en la base candnica es

1 1 0
=({0 0 1],
0o 1 -
y la matriz del cambio de base es
01 0
=(0 0 1],
1 0 0
la matriz "de enlabase ’es
0 1 oV!'/1 1 0N/O 1 O
=10 0 1 0 0 11{O0 0 1]|=
1 00 01 —-1/\1 0 O
0 0 1 0 1 1 -1 0 1
=1 0 O 1 0 0)= 01 1
01 0/\—-1 0 1 1 00
* k *

EJEMPLO C. Queremos encontrar las ecuaciones de la simetria  con respecto al subespacio
vectorial ;= {(,Yy, )}: —Yy+2 =0}, referida a la base canénica de R>. La estrategia
consiste en encontrar en primer lugar una base de R’ en la cual la matriz de la simetria sea lo
mds sencilla posible y a continuacién realizar un cambio de base para pasarla a la base candnica.

Uz

"

i rabb
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Enlabase "={",=(,1,0), ,=1(0,2,1), 3=, —1,2)} determinada por dos vecto-
res de | y un vector, 3, perpendicular a €l, la matriz " de es

1 0 0
=10 1 0
0 0 -1
vaque ()=, ()= 5y (T3)=— 3 Puesto que la matriz del cambio de base de la
base candnica a 'es
1 0 1
=1 2 -1
0 1 2
se tiene que
o —1 - — r =1
Por tanto:
1 0 1I\/1 0 0\/1 O 1\!
=11 2 —1]10 1 offr 2 -1 =
0 1 2/\0 0 —1/\0 1 2
10—1‘]51—2 42 4
=11 2 1 6 ) 2 2(== 2 4 4
01 —-2/L 1 -1 2 -4 4 =2
Asi pues,

2 1 2 1 2 2 2 2 1
(1 2 3= g 1+§ 2_5 3,5 1+§ 2"'5 3,_5 1+§ 27 5 3

donde ( |, 5 ;) son las coordenadas de un vector ~ € R? respecto a la base canénica.

EJERCICIOS (Secciones 5. 1,52y 5.3)

1. Estudiar cudles de las siguientes aplicaciones son lineales entre los espacios vectoriales

dados:

a) s My, (R) > M, (R) dada por () = con = ( 1)

b) My 5 (R) > My o(R)dadapor ()= + con € Jl,,,(R) fija.
C) sy, (R) = M, (R) dada por () = — con = <(2) ;)

d) My (C)— & dada por ()=%( + YHdonde ¥ ={ e, (C): = "}.
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€) C My o(R) - Fo(R) dada por ()= "

)y = Pl1-> ©[ldadapor ( ()= ( +1).
9 = &l1-> @lldadapor ( ()= ()+1.

Sea :R*->R*dadapor (,, 5, 3)=(,+ 5 3 ;+ ). Encontrar la matriz de
con respecto a la base candnica. Hallar la imagen mediante de los siguientes subespacios
vectoriales de R>:

a) ={(n 2 DeR: |+ ,+ =0}

b) L={(1 20):, ,eR}L

0 3={(1 2 )=t —1L1):teR}

En cada caso indicar la dimension del subespacio y la dimensién de su imagen mediante

Encontrar las matrices de las siguientes aplicaciones lineales con respecto a las bases cand-
nicas de los espacios vectoriales dados:

a) y  del ejercicio 1.
by : @l1->R*dadapor ( () =( (), (1), ), Q).
0 = 11> &lldadapor ( ()= ( +1.

Respecto de la base canénica en R hallar las matrices de las siguientes aplicaciones linea-
les:

a) Giro de o grados con respecto al eje .

b) Simetria con respecto alarecta =0,y = 0.

C) Simetria con respecto alarecta =y, =0.

d) Proyeccion sobre el plano —y + =0.

€) Simetria con respecto a larecta ( ,y, ) =t(, 1, 1).

La tra a de una matriz cuadrada  se define como la suma de los elementos de su diagonal
principal y se designa por traza( ). Demostrar que la aplicacion : M, () — K dada

por ( )= traza( ) es lineal. Dar una base de Jl,, (i) y encontrar la matriz de  con
respecto a esta base y a la base candnica de K.

Dadas : R*—>R®mediante ( |, 5, 3)=( 5 30y :R*->R*dadapor ( ,, 5 3=

=(,+ 3 o calcular "= o."0o paratodoneNy o .[ geren ia: encontrar las
matrices de 'y .]

Sabiendo que la aplicacién lleva los vectores

al =(1909 0)’ a2=(1’1’O) y ﬁ3=(191’1)
de R* en los vectores

1=02,1,2), L,=G,1,2) y T3=(6,2,3)

respectivamente, encontrar la matriz de  en las siguientes bases:

a) La base canénica de R>.
b) Labase {7, ,, 5}.
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8.

10.

11.

12.

13.

Encontrar las ecuaciones de las siguientes aplicaciones lineales realizando cambios de ba-
se adecuados:

a) Simetria con respecto a larecta ( ,Yy, ) =1t(l, I, 1).
b) Proyeccién ortogonal sobre el plano —y + = 0.

¢) Giro de 90° con respecto alarecta +y =0, =0.

Sea @ ®l1- Rllalque (H=">+1, (OH)=-, (H="y (H=2+ -1
Calcular (2+2 +1) y (( — 2)> + ¥). Encontrar la matriz de  con respecto a la
base {1, , % *}de @1

Sea elL(, );si ;esunsubespacio vectorial de , la aplicaciéon puede considerarse
como una aplicacion lineal de | en ; esta aplicacion recibe el nombre de re tri i n e

a 1,y se designa con el simbolo | . En los siguientes casos encontrar una base del
subespacio vectorial dado y la matriz de la aplicacion dada restringida a este subespacio
con respecto a esta base:

a) :R*>R* dada por (1, 5 )=(;+ 2 o+ 3 con ;={( , 3):
,—2,+35=0}.
b) :C2—>C3dadapor (1, D=0+ 5 ipipcon [ ={(, 2): =1,

Dada €eL( )y 4€lK, demostrar que el conjunto
DH={"e  O=41}
es un subespacio vectorial de . En los siguientes casos encontrar una base de (A):

a) :R* > R’dadapor (, 5 3)=(—2, — 5 — 1+ 3, A=-—1L
b) : R* - R* tal que

1 O 2 _6 1

0 1 _1 3 2
> ) s = 5 )u:2,/1:1
(l 2> 3 4) 0 O 1 3 s

00 0 2/\,

C) :C*>C’dadapor (4, 5, =@+ 3, — 2 —3,— 3);/1=egi.

Sea & (IK) el espacio vectorial de las matrices simétricas de orden n con elementos en el
cuerpo K. Definimos

: Mn x n(K) - 9)n(K)

1
mediante ()=§( + Y.

a) Encontrar una base de ¥, ().
b) Encontrar la matriz de  con respecto a la base candnica de J, . (i) y a la base de

¥ (IK) encontrada en a).

Sea una aplicacion lineal de R" en R™; demostrar que transforma subespacios vecto-
riales -dimensionales de R" en subespacios vectoriales |-dimensionales de R™, con | <
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En las siguientes aplicaciones lineales hallar la imagen de los subespacios vectoriales da-
dos:

a) :R*>R’dadapor (1, )=(,+ 5 1, Dy ={(1 2= 1}

1 01
={—-1 1 0

0 1 1
= 0}.

14. Sea el espacio vectorial de las funciones reales de variable real generado por sen vy
cos . Calcular el determinante de la aplicacion «derivacién» definida en

b) :R®- R’dada por la matriz

y ={(p 2317221 3

5.4. APLICACIONES LINEALES INYECTIVAS Y SUPRAYECTIVAS.
NUCLEO Y RANGO DE UNA APLICACION LINEAL

Sean y dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo Ky una aplicacion lineal de  en

.Recordamos que esinye tivasi (7) = (Yy)implica =Y, la aplicaciéon es  raye tiva
si para todo Y en existe € tal que (7) =V o equivalentemente ( )= , donde ( )
denota la imagen de  mediante ; finalmente, recordamos que es biye tiva si es a la vez
inyectiva y suprayectiva.

En el caso de aplicaciones lineale cada uno de los tipos anteriores recibe un nombre espe-
cial: una aplicacion lineal inye tiva recibe el nombre de monomor i mo; si la aplicacion lineal
es  raye tiva sele da el nombre de e imor i mo; finalmente, si la aplicacion lineal es biye ti
va se dice que es un i omor i mo.

El objetivo de esta seccidn es encontrar condiciones sencillas que sirvan para determinar si
una aplicacion lineal es de cualquiera de los tipos anteriores.

Comenzamos con las aplicaciones lineales inyectivas. En este caso jugard un papel impor-
tante el concepto de nicleo que se definié en la secciéon 5.1. Recordar que el nucleo de una
aplicacion lineal: : —  se define como

Ker( )={ve : (©) =0}

y que Ker( ) es un subespacio vectorial de  (Proposicién 5.1.3).

Proposicion 5.4.1

Una aplicacién lineal : —  es inyectiva si y solo si Ker( ) = {6}.

Demostracion.  Supongamos que  es inyectiva; si ~ € Ker( ) se tiene (V) = 0; puesto
que es lineal, (0) =0, y, por tanto, podemos escribir

() =0= (0.
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Puesto que  es inyectiva, ~ = 0; esto prueba que
Ker( ) = {0}.
Supongamos ahora que Ker( ) = {0} y probemos que es inyectiva. Si (7)) = (), se
tiene que

C=-9= O- MH=0;

por tanto, - — Yy € Ker( ); como Ker( ) = {6} deducimos que = —y = 0, 0 equivalentemente
~ =Y, que era lo que desedbamos demostrar.

EJEMPLO A. Para estudiar si : R* > R*dadapor (,, ,)=@ ,;+ 2 ,+2,3)es
una aplicacion lineal inyectiva hemos de encontrar Ker ( ). Si ( ;, ,) € Ker( ) hemos de tener
(1, 2)=1(0,0,0); esta igualdad se transforma en

[ +2,=0
3, =0

que es un sistema homogéneo de tres ecuaciones y dos incognitas. Puesto que la matriz de sus
coeficientes tiene rango 2, que coincide con el nimero de incognitas, la tnica solucién posible
es la trivial ; = , = 0. Por tanto, Ker( ) = {(0,0)} y es inyectiva.

EJEMPLO B. Tratemos de encontrar el niicleo de la aplicacién : R’ — R® cuya matriz es

1 1 1 1 1
=10 1 0 -1 1
1 0 1 2 0
Se trata, por tanto, de encontrar todos los vectores ~ = ( |, ,, 3, 4 s) tales que
T2t st 4t 5=0
2 - 4t 5s=0

El rango de la matriz de los coeficientes de este sistema es 2 (observar que la tercera ecuacion
es combinacién lineal de las dos primeras). Utilizando las dos primeras ecuaciones e introdu-

ciendo los pardmetros ;= |, 4, = ,, 5= 3 tenemos que
27 27 3
y
1=—(2 DT 1T 2T 3= 172,
Asi pues,
(1203 2 9= 1722 27 3 1, 2 3)=

= ](_I,Oa 1’090)+ 2(_21 1’09 190)+ 3(0, _lsOaO’ 1)’
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que son las ecuaciones paramétricas de Ker ( ). Observar que el nicleo de esta aplicacion tiene
dimension 3.
® ok %

Supongamos ahora que la aplicacién lineal es suprayectiva, es decir, que es un epimor-
fismo; en estas condiciones se ha de cumplir que ( )= , donde ( ) es la imagen de
mediante la aplicacion

El conjunto ( ) recibe el nombre de imagen e ,y se designard, de ahora en adelante,
mediante Img ( ). Por tanto, es suprayectiva si y solo si

Img( )=

Por la Proposicién 5.1.4 sabemos que la imagen de cualquier subespacio vectorial de es
un subespacio vectorial de ; en particular, Img ( ), que es la imagen de mediante , es un
be a iove torial e

EJEMPLO C. Queremos encontrar la imagen de la aplicaciéon del ejemplo B y decidir si es

suprayectiva. La estrategia mas sencilla es observar que la imagen de una base cualquiera de R’

es un sistema de generadores de Img( ). En efecto, si = {€,, €,, €3, €4, €5} es una base de
5

R’y ~eImg( ) existe o = Y vee R tal que () = —; asf pues,
=1
5 5

=1 =1

con lo cual queda probado el resultado. (Relacionado con este resultado, ver el ejercicio 9 al
final de esta seccion.) Por tanto,

(él) = (17 07 1)7 (EZ) = (17 1’ O)’ (é3) = (19 07 1)7
E)=(1,-12), (E)=(,10)

son un sistema de generadores de Img( ); de este sistema de generadores es necesario extraer
el mayor nimero de ellos linealmente independientes, y asi podremos encontrar una base de
Img ( ). Puesto que la matriz que tiene a estos vectores por columnas es y ya sabemos que
tiene rango 2, solamente es posible encontrar dos vectores linealmente independientes. Pode-
mos tomar

Img( ) =L((1,0, 1), (1, 1, 0)).

Debido a que Img ( ) tiene imen i n 2, llegamos a la conclusién de que no es suprayectiva.
Si queremos encontrar las ecuaciones cartesianas de Img ( ) hemos de eliminar los parame-
tros ,y ,de las ecuaciones

(yl’ y2’ y3) = l(l’ 05 1) + 2(15 19 O)
Asi pues,
1T 2=y
2= Y
1 =Y;
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De aqui deducimos Yy, + y; =Y, sin mds que sustituir las dos tltimas ecuaciones en la pri-
mera.

k * k

En los ejemplos B y C se observa la siguiente relacién entre las dimensiones del niicleo de
y de su imagen:

dim (Ker ( )) + dim (Img( ))

coincide con la dimension del espacio inicial de

Este resultado es cierto en un contexto mds general; lo enunciaremos y demostraremos a
continuaciéon. Después obtendremos algunas de sus consecuencias relacionadas con las aplica-
ciones lineales inyectivas y suprayectivas.

Teorema 5.4.2

Sean vy dos espacios vectoriales de los cuales es de dimension finita y sea
— una aplicacidn lineal. Entonces,

dim (Ker ( )) + dim (Img( )) = dim( ).

Demostracion. Sea = dim (Ker( )) y n =dim( ). Elegimos una base {0, ..., v } de
Ker( ) y la completamos con vectores 0 . i, ..., U, hasta obtener una base de . Es suficiente
probar que ={ (@ ), ... (U,)} es una base de Img( ), ya que entonces

dim(Ker( )) + dim(Img( ))= + (M — )=n=dim( ).

Probamos en primer lugar que es un sistema de generadores de Img( ); si — € Img( ),
elegimos v € tal que (¥) = ; puesto que

se tiene que

= )= (Z ﬁ>=i ©)-

=1
Debido a que vy, ..., 0 son elementos de Ker ( ) se tiene que (V) = Osil< < ; por tanto,

n

=) @)

= +1

y queda probado que es un sistema de generadores de Img ( ).
Finalmente, probamos que los elementos de  son linealmente independientes. Supongamos
que tenemos una relacion de la forma

g
—
<
N—"
I
=1

4.1)
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Utilizando la linealidad de , la igualdad anterior se escribe de la forma

( _iﬂ a>=6.

Esto implica que el vector Y ¥ € Ker( ). Puesto que Ker ( ) estd generado por los vecto-
= +1
res Uy, ..., 0 podemos escribir

et b= Bt + D

Puesto que {?;, ..., U,} es una base de la igualdad anterior solamente es posible si
== = ,,=-+= ,=0.En particular, la igualdad (4.1) solamente es cierta cuando
todos los  son nulos. Se termina asi la demostracién del teorema.

Para deducir algunos corolarios de este teorema es necesario hacer uso del concepto de ran-
go de una matriz estudiado en los Capitulos 1 y 2.

Sea una aplicacidn lineal entre los espacios vectoriales 'y , ambos de dimension finita
Ny m, respectivamente. Sea la matriz de la aplicacién lineal en dos bases cualesquiera de
y ; para encontrar el nicleo de es necesario resolver el sistema homogéneo

! 0

n 0
donde |, ..., ,son las coordenadas de un vector de con respecto a la base elegida. Debido a
la Proposicion 1.2.6 este sistema posee N — r( ) soluciones linealmente independientes que ge-

neran todas las restantes, donde r( ) denota el rango de la matriz
Podemos, por tanto, concluir que

dim (Ker( )) =dim( ) — r( ).
Comparando esta igualdad con la del Teorema 5.4.2 se deduce que

dim (Img ( ) = r( ).

Puesto que Img () no depende de las bases que se elijanen 'y  para encontrar su matriz,
de la igualdad anterior se deduce que todas las matrices de la aplicacién tienen el mismo
rango. Podemos, por tanto, definir el rango e naa li a i nlineal , que seguiremos escri-
biendo mediante r( ), como el rango de una cualquiera de sus representaciones matriciales.

Una vez hechos estos comentarios el lector no tendrd ninguna dificultad en demostrar los
siguientes resultados:

Corolario 5.4.3
Sean 'y espacios vectoriales de dimension finitay : —  una aplicacion lineal.
Entonces:

a) es inyectiva si y solo si r( ) = dim ( ).
b) es suprayectiva si y solo si r( ) =dim( ).
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EJEMPLO D. Supongamos que vy son espacios vectoriales de dimensién finita y
—  una aplicacidn lineal.
Si esinye tiva, Ker( ) = {0} y, por tanto, dim( ) = dim (Img( )); como Img( ) es un
subespacio vectorial de  concluimos que

dim( ) <dim( ).
Si es raye tiva, del Teorema 5.4.2 se deduce que
dim( ) = dim(Img( ))=r( )=dim( ).

En particular, una aplicacién lineal de R* en R* no puede ser inyectiva y una aplicacién lineal
de R® en R* no puede ser suprayectiva.

* 0k ok

Para terminar esta seccién estudiamos las aplicaciones lineales biye tiva o i omor i mo
entre espacios vectoriales. Supongamos que 'y  son espacios vectoriales de dimension finita,
y que es un isomorfismo entre ellos. Del corolario anterior deducimos que

dim( )=r( )=dim( ).

Otras consecuencias sencillas de algunos resultados anteriores se recogen en el siguiente
teorema.

e A\
Teorema 5.4.4

Sean 'y  espacios vectoriales de dimension finita n'y sea : —  una aplicacion
lineal. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) es biyectiva.
b) es inyectiva.
¢) Ker( )= {0}.
d) es suprayectiva.
e) Elrangode esn.

Demostracion. Entre b), ¢), d) y €) se tienen las siguientes equivalencias:

Prop. 5.4.1
b) < o
Cor. 543 {
e) < d
Cor. 543

Por tanto, todas ellas son equivalentes entre si.

Finalmente, a) = b), ya que toda aplicacion biyectiva es inyectiva y puesto que b) y d) son
equivalentes en este contexto y ambas implican a) se tiene que a) y b) son equivalentes. Esto
termina la demostracion.

Diremos que dos espacios vectoriales cualesquiera son i 0mor 0 si podemos encontrar un
isomorfismo entre ellos. Para que esto ocurra entre espacios vectoriales de dimension finita ya
sabemos que ambos han de ser de la misma dimension. El reciproco también es cierto.
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Teorema 5.4.5

Dado cualquier nimero natural n, todos los espacios vectoriales de dimensién n sobre un
mismo cuerpo son isomorfos.

Demostracion. Sean y  espacios vectoriales de dimensién n sobre el mismo cuerpo y
sean = {0y, ..., Uq} ¥ = {71, ..., n}basesde y ,respectivamente.
Para definir un isomorfismo entre y  basta definirlo sobre los elementos de la base
Pongamos
=", =12,..,n

Por el Teorema 5.1.6,  se extiende a una aplicacion lineal de  en . Puesto que r( ) = n, ya
que esunabase de , del teorema anterior deducimos que es un isomorfismo.

EJEMPLO E

1) Todos los espacios vectoriales reale de dimensién n son isomorfos a R" y todos los
espacios vectoriales om le 0 de dimension n son isomorfos a C". En general, todos
los espacios vectoriales de dimensién n sobre un cuerpo K son isomorfos a K",
2) Los espacios vectoriales Al ,(R)y & 1y R* son isomorfos entre si.
EJEMPLO F. Sean y espacios vectoriales de dimensiones n y m, respectivamente, sobre
un mismo cuerpo K. Deseamos probar que los espacios vectoriales

My )y LC, )

son isomorfos. Puesto que es isomorfo a K"y  es isomorfo a K™ es suficiente con encontrar
un isomorfismo entre

Moy LK, KT

(ver el ejercicio 10 al final de esta seccidn). La eleccion mds natural de este isomorfismo es la
siguiente: dada € Jl,, «, definimos

( ):K"> K" dadapor ( )O)= -7,

para todo ~ € K". Observar que ( ) es la aplicacién que tiene como matriz ~ en las bases
canénicas de K" y K™y, por tanto, ( ) e L(IK", K™).

Es necesario probar que es un isomorfismo; como es claramente una aplicacion lineal,
hemos de probar que es biyectiva. Comenzamos encontrando su nucleo: si () = 0 se tiene
que

. 0

=1 e K"

n 0
paratodo ~ = ( , ..., ,) € [K"; eligiendo ~ =€ para =1, 2, ..., n, deducimos que a; = 0 para
todoi = 1,2, .., m; por tanto, coincide con la matriz cero, que es por tanto el inico elemento

del niicleo de
Finalmente, hemos de probar que es suprayectiva; dada una aplicacién lineal —de K" en
K™ con matriz () con respecto a las bases candnicas, basta observar que

C ()=
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Puesto que los espacios My« ,(I) y L( , ) son isomorfos y My, «,(K) tiene dimension
m x n deducimos que

dim(L( , )) =dimUMly.,(K) =m xn
Hemos dado otra demostracion del Teorema 5.2.2.

* * *

Observacion. Supongamos que es un isomorfismo entre dos espacios vectoriales y
de dimensién n; debido al Teorema 5.4.4 su rango es Ny, por tanto, la matriz ( ) de en
cualesquiera bases de 'y  es invertible. La inversa de ( ) es la matriz de la aplicacién
inversa de , es decir

() '= (N
EJERCICIOS 5.4

1. Dadas las siguientes aplicaciones lineales encontrar las ecuaciones paramétricas del nicleo
y la imagen comprobando en cada caso la ecuacién

dim (Ker) + dim (Img) = dimensién del espacio inicial,
e indicar si son inyectivas o suprayectivas:
a) :R'->R'dadapor (1 2 3)=( 1+ 5 2 1+ 2+ 3.
b) :C*->C*dadapor (,, ))=(,+ 4 | +ij).
0 :R*-sR*'dadapor (,, »)=(pp 1+ 525 1 +25).

d :C'->C’talque tiene como matriz
1 i 0
=(0 I 2.
i —1 0

2. Describir el nucleo y la imagen de las siguientes aplicaciones lineales, indicando si son
inyectivas, suprayectivas o biyectivas:

a) My, (R) > M, (R) tal que () = con
(1
=)
b) DMy (R) = My »(R) tal que () = - con
(11
o 1/
0 : RI1- Rlltalque (H= *+1, ()= +2, (H=">—, (H=1

d) La aplicacién derivacionde ([ Jen & [ 1.

3. Describir el nicleo y la imagen de la aplicacion lineal tra a e indicar las dimensiones de
cada uno de ellos. (La definicion de la aplicacion tra a se ha dado en el ejercicio 5 de la
seccion anterior.)
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4. Dada eL(, ),demostrar los siguientes resultados:
a) 2= o =0siysolosiImg( )< Ker( ).
b) Ker( )cKer( ) cKer( ) c--cKer( " YcKer( ") c -
¢) Img()>Img( *)>Img( > oImg( " HoImg( "> -
5. Construir aplicaciones que sean isomorfismos entre los siguientes pares de espacios vec-
toriales:
a) CyR".
by @ri1ych
c) JMy.(R)y R
6. Sea : — una aplicacién lineal y ;| un subespacio vectorial de ; denotaremos por
| ,larestriccion de a . Demostrar que:
a) Ker( | )=(Ker( )n ;.
b) Img =Img( | )si ,+Ker()=

7. Sean elL(, )y eL( , ).
a) Demostrar que Img( o ) < Img( )yque Ker( o ) > Ker( ).
b) Demostrarque r( o )<r( )yr( o )<r().
8. Sea un espacio vectorial de dimensién ny  un espacio vectorial arbitrario. Dados dos
subespacios vectoriales ;de y [de tal que
dim ;+dim | =n
demostrar que existe una aplicacién lineal : — talque Ker( )= ,elmg( )= .

9. Sea un isomorfismo de los espacios vectoriales y , ambos de dimension finita. De-
mostrar que toda base de  se transforma en una base de

10. Sean 'y  espacios vectoriales sobre un cuerpo [K de dimensiones N 'y m respectiva-
mente. Demostrar que L( , ) es isomorfo a L(IK", IK™).

En los siguientes problemas y  son espacios vectoriales de dimensidn finita.

11. Sea eL( , )unaaplicacion lineal inyectiva; demostrar que toda base de  se transfor-
ma mediante  en un conjunto de vectores linealmente independientes. Deducir de este
resultado que si existe una aplicacion lineal inyectiva entre dos espacios vectoriales y

de dimension finita, se ha de tener dim( ) < dim( ) (ver ejemplo D).

12. Sea '€ L(, ) una aplicacion lineal suprayectiva; demostrar que toda base de  se
transforma mediante ' en un sistema de generadores de . Deducir de este resultado que
si existe una aplicacion lineal suprayectiva entre dos espacios vectoriales 'y  de di-
mension finita, se ha de tener dim( ) > dim( ) (ver ejemplo D).

13. Dar un ejemplo de espacios vectoriales 'y y aplicaciones lineales y ‘elL( , )y
una base de tal que:
a) sea inyectiva y () no sea base de
b) ' seasuprayectivay '( )no seabase de . (Ver los ejercicios 11y 12.)
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14. Sea un isomorfismo de en
a) Demostrar que toda base de  se transforma en una base de  mediante
b) Demostrar que toda base de  se transforma en una base de  mediante

Deducir de a) ode b) que si 'y  son isomorfos, dim = dim

5.5. EL ESPACIO DUAL DE UN ESPACIO VECTORIAL

Dado un espacio vectorial — sobre un cuerpo K, podemos considerar el conjunto L( , ) de
todas las aplicaciones lineales de en el espacio vectorial K. Obsérvese que K es un espacio

vectorial de dimensién 1 sobre K.

Este espacio ha sido estudiado con mayor generalidad en la seccién 5.2. En particular, el
Teorema 5.2.1 nos permite concluir que L( , K) es un espacio vectorial sobre K. Este espacio
vectorial recibe el nombre de € a i0  al del espacio vectorial y se utiliza cominmente el

simbolo

en lugar de L( , ), para indicarlo. Por tanto,  es el espacio vectorial de todas las aplicacio-

nes lineales de en K.

Los elementos de  son aplicaciones lineales y, por tanto, se indicardn con letras mayuscu-
las. Algunos autores prefieren utilizar letras minudsculas seguidas de un * en la parte superior
derecha, tal como v , e , etc. La primera de estas notaciones serd la que se utilice en el teorema

que se enuncia en esta seccion.

Si  es un espacio vectorial de dimension finita n, del Teorema 5.2.2 se deduce que el espa-
cio dual tiene dimension n. El siguiente teorema exhibe una base asociada de manera
Unica y natural a una base fijada de . Obsérvese que la demostracion de un teorema mds
general, que incluye a este, se ha dado en la seccién 5.2 (Teorema 5.2.2): incluimos la demos-
tracion porque este caso particular puede servir para aclarar el caso mds general anteriormente

descrito.

Teorema 5.5.1

Existe una unica base
=1{4 25

de tal que (€)= 1 paratodoi=1,2,..,.ny (6 =0siiz# .Labase
denominaba e al e

Sea un espacio vectorial de dimension finita ny = {€,, €,, ..., €,} una base de

Se

J

Nota. La propiedad de  enunciada en el teorema se escribe mds facilmente utilizando el
simbolo denominado elta (6) e rone er que se ha introducido en la demostracion del Teo-

rema 5.2.2. Recordemos que d, , i € N, es un nimero definido como sigue:

5i:{1 S% ?:
0 si 1I#

Con esta notacion los elementos de la base dual de  satisfacen

@ =9d; .i=12..n
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n

Demostracion. Para =1, 2, ..., n definimos  de la siguiente manera: dado 7= Z Ve €
i=1

tomamos
@ =v
es decir, la -ésima coordenada de v en la base
Es facil comprobar que €  paratodo =1,..,n,yque satisface la propiedad reque-
rida en el teorema.
Unicamente falta demostrar que ={ |, 2 . n}esunabasede *. Sitenemos una

igualdad de la forma

NgE]
Il
]

1

donde 0 representa la aplicacion lineal nula, se tiene que

&) =0

M=

1

para todoi=1,2,..,n Portanto, ; =0,i=1,2,..,n,yaque (€) es no nulo solamente si
= i. Esto prueba que  es un conjunto de aplicaciones lineales lincalmente independientes.
Finalmente, dada €  se tiene que

n
yaquesiv = ) v€ tenemos que
=

=1 = = =1

n n n n
Y € @=) Ew=) (@e)= <Zvé>= ).
Por tanto,  es un sistema de generadores de  y queda demostrado el teorema.

EJEMPLO A. Tratemos de encontrar la base dual de la base canénica = {€,, €,, &} de R’.
La aplicacion lineal | satisface

l(él) = 1’ 1(62) = 0, ](63) =0.

Por tanto, (|, 2 3) = (1§ + L6+ 38) = .
De manera similar se concluye que

12 3)= 2 Y (12 3) = 5

EJEMPLOB. Sea ={7,=(,1,0), ,=(0,1, 1), 5=(1,0, 1)} una base de R quere-
mos encontrar la base dual, ,de . Denotemos por U;, U,, U; los elementos de . Por defi-
niciéon de  tenemos que

UuCp=1 U(,)=0, U((y =0
Por tanto,

Ui, +8) =1, Ui, +8)=0, UE +8&)=0.
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Debido a la linealidad de U, tenemos que

Ui€) + Ui(&y) =1
Ui(&) + Ui(€) = 0.
U,(e) +Ui(€) =0

Resolviendo este sistema se obtiene
1 1
Ui(€) = Ui(&y) = 5, Ui(€) = — 5
Por tanto,
Ui, o 3):1 1"‘1 27 5 3
2 2 2

De manera similar se obtienen los otros dos elementos de la base

1 1 1
Us( s 2 3):_51“'5 2+§3
1 1 1
Us( 1, 2 3)251_5 2+§ 3
* *k *

EJERCICIOS 5.5

1. Encontrar la base dualde ={",=(,2,1), ,=(0,1,1), 5=(1,1, 1)} en R3.

2. Encontrar la base dualde = {1, +1, 292 33— 2} en el espacio vectorial &é’)[ ] de

todos los polinomios de grado no superior a 3.

3. Sea =R’y labase candnica de . Se consideran las aplicaciones lineales

(o2 )= 11+ 2+ 5 A 1o2 3= o (o2 3= 1t o

i) Demostrar que { |, ,, 3} es una base de
ii) Calcular las coordenadas de ;, ,, y ;respecto de la base ~, dual de
iii) Hallar la base de respecto de la cual { |, ,, 3} es base dual.

4. En [ ] consideramos las aplicaciones lineales dadas por:

Cn= (), ‘)= "0, (= "0,

paracada ()e @[]

i) Comprobar que { °, ', ?} es base del espacio dual de [ 1.

ii) Calcular la base de @[ 1delacual { ° ' 2} esdual
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6.1. INTRODUCCION

En el ejemplo A de la secciéon 5.3 se demostré que si la aplicacioén lineal A tiene como

matriz
6 —2
A =
6 )

con respecto a una base {€;, 6,}, la misma aplicaciéon A con respecto a la base €, = €, + 26,,
€, = 28, + 3&, tiene como matriz
2 0
A= .
0 3

Tenemos, pues, que A’ = C~'AC o equivalentemente A = CA'C~ ', donde C es la matriz del
cambio de base.

La matriz de la aplicacion lineal A en la base {€), €} es mucho mads sencilla que la corres-
pondiente en la base {€,, €,}. La matriz A" es diagonal. A la vista de este ejemplo podemos
preguntarnos si, dada una aplicacién lineal A, siempre puede encontrarse un cambio de base de
manera que la matriz de A con respecto a la nueva base sea diagonal.

Un ejemplo muy sencillo nos hace perder la esperanza de resolver afirmativamente esta pre-

gunta: la matriz
11
A =
0 1

, . a b : :
En efecto, supongamos que existe una matriz C = <C d> de cambio de base, con determi-

0
C 'AC=A = (“ >
0 p
Tenemos, pues, que

o O0\. , [(a b\fa O d —b) I
O e A [ [ G
_f(ax bp\ 1 /7 d —b\_ 1 fade—bcf —aba+abp
_<Coc dﬂ>|C| —c a>_|C| (cdoc—cdﬁ —b0a+ad[3>'

Comparando la primera y la dltima de estas matrices se tiene:

no puede diagonalizarse.

nante |C| # 0, tal que

1= |lc| (ade — bep) (1.1)
1
—cd(a — p) (1.2)

0:
ICl
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1

1= ﬁab(—oc + P (1.3)

= L (“beu +ad 1.4
= g (~bex+ adp). (1.4)

De (1.2) se deduce que o bien ¢ =0, o bien d =0, 0o bien o« = 5. Sic =0, de (1.1) y (1.4) se
deduce que o = |Cl|/ad = f3, y sustituyendo esto en (1.3) se obtiene la contradiccién 1 = 0. Si
d = 0 se obtiene la misma contradiccién mediante un razonamiento semejante. Finalmente, si
o = f, (1.3) es claramente una contradiccion.

A pesar de que no todas las matrices son diagonalizables, el objetivo de este capitulo es
encontrar la forma «mds sencilla» en la que una matriz dada puede transformarse mediante un
cambio de base; esta forma «mds sencilla» se denominard matriz de Jordan de la matriz dada.
(El nombre se debe al matemdtico Camille Jordan —Lidn, 1838-Milédn, 1922—, que ayud¢6 a
comprender la clasificacion de las aplicaciones lineales.)

No solo puede utilizarse la forma de Jordan de una matriz para clasificar las aplicaciones
lineales en un espacio vectorial, sino que podemos utilizarla para realizar operaciones con ma-
trices. Como ilustracion tratemos de encontrar la sexta potencia de la matriz

a-(6 0

Debido al ejemplo A de la seccion 5.3 podemos escribir:

2 0\ ., 1 2
A=C C con C= .
0 3 2 3

we[of; e T-cfs 8o -ofs e
G660

—3.2044.3% 27 -12.3°
—-3.274+2.37 28-37 )

Entonces:

SUBESPACIOS INVARIANTES. VALORES Y VECTORES
PROPIOS DE UNA APLICACION LINEAL

Dado un espacio vectorial V y una aplicacion lineal A: V — V, es decir, A € L(V), un subespacio
vectorial W de V se llama invariante respecto a A si A(W) = W, es decir, la imagen A(X) de todo
vector X € W es un elemento de W.
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EJEMPLO A. Sea A € L(R?) una aplicacién lineal en R* cuya matriz respecto de una base
{€,, 8} de R? esta dada por
2 0
A= .
o 1)

Entonces, W, = {X,€,: X, € R} y W, = {X,€,: X, € R} son invariantes respecto de A. En efecto,

AX€)) = X,A€)) = X,(2€)) = (2x)E; e W,

A€y = %A(€y) = X6, € W,

EJEMPLO B. Sea R, una rotacién de angulo o« # 0 en R? con respecto al eje OZ. Geométrica-
mente se observa que el plano XOY y la recta OZ son invariantes con respecto a esta aplicacion.
Para comprobar algebraicamente que el plano XOY es invariante observar que la matriz de R,
con respecto a la base canénica de R® es

cosae —seno O
R=1|senot cosa O].
0 0 1

Si X = X,€, + X,€, es un elemento del plano XOY se tiene que

cosae  —seno 0\ /X, X; COS o — X, sen o
senoe coso O f[x, ] =|Xx;sena + X,cosa
0 0 1/\0 0

y, por tanto,

R,(X) = (X;coso — X, sen )€, + (X;sena + X, coS )€,
que es de nuevo un elemento del plano XOY.

EJEMPLO C. Sea P la proyeccién ortogonal de R® sobre el plano XOY; todo plano 7 que
contiene al eje OZ es invariante. En efecto, como la matriz de P es

T

I
o o ~
= =)
o o o

con respecto a la base canénica, y los elementos de 7 son de la forma © = X,(1€, + u€,) + X;38€;,
A, u € R, tenemos que

1 0 0)\/ix A%
P@)=(0 1 0w |={mx|
0 0 0/\Xxs 0
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T~

i ra6.l

El elemento x,(/€, + u€,) es de nuevo un elemento del plano 7. Otros subespacios invariantes
de esta proyeccion ortogonal son el plano XOY, el eje OZ y cualquier recta del plano XOY que
pase por el origen de coordenadas.

Para cualquier aplicacion lineal A € L(V) el subespacio E = {0}, formado solo por el ele-
mento nulo, es invariante ya que A(0) = 0y el propio espacio vectorial V es también invariante.

Proposicién 6.2.1

La interseccion y la suma de subespacios invariantes respecto de una aplicacion lineal
A € L(V) son subespacios invariantes respecto de A.

Demostracion. Sean W,, W, subespacios vectoriales de V que son invariantes respecto
de A; si X e W, "W, se tiene que X e W, y X € W,; como W, y W, son invariantes tenemos que
AX) e W, y AX) € W,; asi pues, AKX) € W, nW,. Esto prueba que W; n' W, es invariante.

Sea ahora X = X; + X, € W; + W,; como A es lineal y W,, W, son invariantes respecto de A,
se tiene que

AX) = AX; + X)) = AX)) + ARXy) e W, + W,,

con lo que se demuestra que W, + W, es también invariante. El razonamiento es similar si se
consideran mas de dos subespacios vectoriales.

Si W es un subespacio vectorial de V de dimension 1, y es invariante respecto de una aplica-
cién lineal A € L(V) tenemos que si X € W, no nulo, A(X) = IX; si y es otro vector de W, § = oX
con o € [K; asf pues,

AY) = AeX) = aAX) = a(2X) = A(oX) =y

y, por tanto, satisface la misma ecuacion que X.
Esto nos conduce a la siguiente definicion:
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Definicién 6.2.2 ( alores ectores propios)

Un vector X # 0 de un espacio vectorial V sobre K se llama vector propio o autovector de una
aplicacion lineal A € L(V) si existe un escalar 4 € K tal que A(X) = /X; este escalar 4 se denomi-
na valor propio o autovalor de la aplicacién A correspondiente al vector X.

ota Observar que, por el razonamiento realizado antes de la Definicién 6.2.2, si X es un
vector propio de A con autovalor 4, todo elemento no nulo del subespacio unodimensional ge-
nerado por X es un autovector de A con el mismo autovalor /.

Supongamos que una aplicacién lineal A en un espacio V de dimensidn n tiene n vectores
propios linealmente independientes €, €,, ..., €, con valores propios 4,, 4,, ..., 4, € K, respecti-
vamente; tomando{€,, €,, ..., €,} como una base de V se tiene que

AE)) = /,8,, A®,) = Jr8y, ..., AB,) = /6,

y, por tanto, la matriz de A con respecto a esta base es la matriz diagonal

s 0

Reciprocamente, toda aplicacion lineal que tiene una matriz diagonal en una cierta base tiene
a los elementos de esta base como vectores propios. Si decimos que una aplicacién lineal
A e L(V) es diagonalizable si existe una base de V en la cual la matriz de A es diagonal, hemos
probado el siguiente resultado:

Proposicién 6.2.3

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Una aplicacion lineal A € L(V) es
diagonalizable sobre [K si y solo si existe una base de V formada por vectores propios.

Definicion 6.2.4

Una matriz A € L, . ,(KK) se dice diagonalizable sobre K si la aplicacién lineal A: K" — K" que
la tiene como matriz es diagonalizable sobre [K.

De esta definicion se deduce que A € Jl,, . ,(I€) es diagonalizable sobre [K si existe una ma-
triz C € JM,,  ,(K), con determinante no nulo, tal que A’ = C~'AC es una matriz diagonal.
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EJEMPLO D. Demostrar que X = €, + 26, e § = 28, + 38, son vectores propios de la apli-
cacion lineal A de matriz
6 —2
A=
6 —1

con respecto a la base {€,, €} de R? y encontrar sus autovalores. ¢Es esta matriz diagonaliza-

S
(6 )E)-6)=0)

se tiene que A(X) = 2X, A(Y) = 3Y, con lo que X e Y son vectores propios de A con valores pro-
pios 2 y 3, respectivamente. Como {X, ¥} forman una base de R* ya que

[©) o)

(@)

1 2
2 3

‘=3—4=—1¢Q

la matriz A es diagonalizable en R y su matriz diagonal asociada es

2 0
0 3)°
® ok ok

A continuacién mostramos como se calculan autovalores y autovectores de una aplicacion
lineal.

Supongamos que X es un vector propio de una aplicacién lineal A en un espacio vectorial V
sobre un cuerpo Ky que 4 € [ es un autovalor, es decir, A(X) = AX. Sea {€,, €, ...., &,} una base
de Vy X=X + - + X6, Si A= (@i j=1, . nes la matriz de A con respecto a esta base
tenemos que

= i XA = i X; <i aijéi> = zn:l <,-_i1 aiij-)éi.

i=1 i=1 i=1
Puesto que {€, €,, ..., €,} es una base de V hemos de tener
@, — x, + apXy + e+ anX, =0
a21x1. + (ay — }L)xz' + .+ nXn .: 0 ' .1

a X, + ApX, + -+ (@ — DX, =0
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Puesto que (2.1) es un sistema homogéneo, para que posea una solucién no nula se ha de
tener que el determinante de la matriz de sus coeficientes sea nulo, esto es:

aj — 4 ap, ain
a Ay — A a
2! 2 M l=1A= =0, (2.2)
ang Ano apy — 4

donde | denota la matriz identidad. La igualdad (2.2) es una ecuacion en /4 de grado ny sus
soluciones en K son los autovalores de A.

A partir de ahora restringiremos nuestra atencion a espacios vectoriales sobre el cuerpo R o
sobre C.

Si V es un espacio vectorial complejo, la ecuacion (2.2) tiene n soluciones complejas con-
tando cada una con su multiplicidad, debido al teorema fundamental del dlgebra (ver sec-
cioén 3.4). Si V es un espacio vectorial real no podemos asegurar que la ecuacion (2.2) tenga n
soluciones reales.

EJEMPLO E. Determinar los valores y vectores propios de la aplicacion lineal de R* en R?

que tiene como matriz
1 2
A= .
5 4

Los valores propios se determinan resolviendo la ecuacién

12 1o\ [1-2 2
= |A— I = - = =
o=m-an=|(¢ D)= D-['s" 47

=(1-M4—-2)—10=2-51—6.

Sus raices son 4, = 6, 4, = — 1 y, por tanto, estos son los autovalores de A. El subespacio inva-
riante correspondiente a A, = 6 satisface las ecuaciones

A <X1> =6 <X1> o equivalentemente (A — 6l) <X1> = <O>;
X5 X5 X5 0
=5 2\ (x;\ _ (0

5 —2)\x,) \o

y, por tanto, —5X; + 2X, = 0 (la otra ecuacién es combinacion lineal de ésta). Asi pues los

esto es:

vectores propios correspondientes a 4; = 6 son de la forma o (2, 5). Para 4, = — 1 tenemos
2 2\(x;\ _ (0
5 5)\x 0/)
y por tanto, 2X; + 2X, = 0; asi pues, los vectores propios correspondientes a A, = — 1 son de la

forma S(1, —1).
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Como (2, 5) y (1, — 1) forman una base de R? la Proposicién 6.2.3 nos permite deducir que

0
A es diagonalizable sobre R, con matriz diagonal < _ 1> y el cambio de base viene dado por

0

(3 1)

*k & *

la matriz

El polinomio (2.2) se denomina polinomio caracteristico de la aplicacién A o de la matriz
A. Para poder hablar propiamente de «polinomio caracteristico» es necesario demostrar que el
polinomio (2.2) no depende de la base elegida en V para escribir su matriz. Para demostrar esto,
sea pg(4) = |A — Al el polinomio caracteristico de la aplicacion A en la base B = {€,, €,, ..., €,}
y sea pg(4) = |A” — Jl| el polinomio caracteristico de A en la base B" = {€], €, ..., €,}; si C es
la matriz del cambio de base de B a B’ sabemos que A’ = C~'AC y, por tanto,

pe(l) = |A — Al =|C 'AC — Al|=|C 'AC — C "IC| =
=|C A = A1|C| = |A = Al| = pg(A).

Esto prueba que el polinomio caracteristico no depende de la base elegida en V para represen-
tar A.

% % k
A continuacién realizamos mds ejemplos de cdlculo de autovalores y autovectores.

EJEMPLO F. La rotacién R, de dngulo o en el plano tiene como matriz
coso —seno
sen o cos o

con respecto a la base canénica de R* (ver ejemplo A de la seccién 5.2).
Sus autovalores son las soluciones de la ecuaciéon

coso — A  —sena
0=|R,— Al = = (coso — A)* + sen’ o =

sen o coso — A

= )2 — 2(cosa)) + 1.

Sus soluciones son A, = cosa + isena, 4, = coso — isena. Estas soluciones son nimeros
complejos excepto si & = 2kn 6 o = (2k + 1)7 con K un nimero entero, en cuyo caso los valo-
res propios son reales. Si o = 2k se tiene que

I
(o )
0 1

que es la aplicacién identidad; en este caso todo vector de R* es un vector propio con valor
propio 1. Si o« = (2k + 1)7 se tiene que

rR=( L 9,
0 —1
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Esta es la matriz de una simetria respecto al origen de coordenadas; sus vectores propios se
determinan de la ecuacién (R, — (—1))(X) = 0, estoes, 0-X = 0; por tanto, todos los vectores
no nulos de R? son vectores propios de esta simetria; su autovalor es — 1.

EJEMPLO G. La rotacién R, de dngulo «, en el espacio, alrededor del eje OZ tiene como
matriz

cosa —sena O
R,=|sena cosa O
0 0 1
Su polinomio caracteristico es
cosu— A —senu 0
0=| senu cosa — A 0 [=1— )%= 2cosa)d + 1),
0 0 1—4

cuyas soluciones son 4; =1, 4, = coso + isena, A; = cosa — isena. Los vectores propios
para A, = 1 son las soluciones en R* de las ecuaciones

cose —1 —sena 0\ /X, 0
sen o cosa—1 O0]|x|=10]
0 0 0/ \X3 0
esto es:
(cosor — 1)X; — (sen o)X, = 0} 23)
(seno)X; + (cosax — )X, =0
Puesto que
coso — 1 sen o s 5 , 0
=(cosa — 1)"+sen"oe =2 — 2cosa = 4sen” —,
sen o cosa — 1 2

el sistema (2.3) tiene unicamente la solucién X; = X, = 0 si o # 2kz con Kk entero. En este caso
los vectores propios correspondientes a 4, = 1 son de la forma (0, 0, X3).

Si o = 2k= se trata de la aplicacién identidad y en este caso todos los vectores de R* son
invariantes. Si o = 2k + 1)w, ., = A3 = —1 y sus vectores propios son todos los del plano
XQY; en este caso tenemos una simetria con respecto al eje OZ.

k * k

La Proposicién 6.2.3 nos da una condicién necesaria y suficiente para saber cudndo una
aplicacion lineal es diagonalizable sobre el cuerpo [K, a saber, que exista una base del espacio
vectorial V formada por vectores propios; en algunos casos puede resultar laborioso encontrar
esta base. Una condicién que es suficiente para poder asegurar la diagonalizacién de una matriz
estd contenida en la proposicion siguiente:

Proposicién 6.2.5

Los vectores propios de una aplicacion lineal A correspondientes a valores propios distin-
tos dos a dos son linealmente independientes. En particular, si V es un espacio vectorial
de dimension n sobre K (= R 6 C) y A: V — V tiene n valores propios distintos dos a dos,
la aplicacion A es diagonalizable sobre [K.
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Nota. Daremos dos demostraciones de esta proposicion; una de ellas a continuacién y la
otra al final de esta seccidn.

Demostracion. Realizaremos la demostracion por induccién segiin el nimero de autovalo-
res. Si solo hay un autovalor /; y X, es uno de sus autovectores, X, es linealmente independiente
puesto que X; # O por definicién de vector propio.

Supongamos que existen dos autovalores 4,, 4, con vectores propios X;, X,, respectiva-
mente, y que 4; # 4,. Si X;, X, fueran linealmente dependientes podriamos encontrar o, o, no
nulos a la vez, tal que

X, + 0%, = 0. (2.4)
Aplicando A a ambos miembros de (2.4) tenemos
AKX + AK) = a3 A%, F 2y A% =0 (2.5)

y multiplicando (2.4) por 4, tenemos
20Xy + 0y inXy = 0. (2.6)

Restando (2.6) de (2.5) obtenemos o,(1, — 4,)X; = 0; como A, # ,, hemos de tener o, = 0;
sustituyendo o, en (2.4) obtenemos o, = 0, lo cual es una contradiccion.

Para demostrar la proposicion por induccién supongamos que es valida para cualesquiera
k — 1 valores propios y que tenemos K valores propios 4;, 4, ..., 4 € [ distintos dos a dos con
vectores propios X, X, ..., X, respectivamente. Supongamos que tenemos una combinacion li-
neal de la forma

OC]X] + 0525(2 + .-+ OCka = 6 (27)
Aplicando A a ambos miembros de (2.7) tenemos
k k k N
A( 2 “jij> = 2 4A%y) = ) o44% = 0. (2.8)
i=1 j=1 =1

Multiplicando (2.7) por 4, tenemos

Restando (2.9) de (2.8) obtenemos

k—1 N

j=1
Puesto que los 4; son distintos dos a dos, la hipétesis de induccién nos permite concluir que o,
0, ...y %1 SON cero; sustituyendo en (2.7) se obtiene oy, = 0y, por tanto, {X,, ..., X} son lineal-
mente independientes.

EJEMPLO H. Estudiaremos si la matriz

6 —2 1
A=16 -1 1
0 0 1

es diagonalizable.
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Su polinomio caracteristico es
6— 1 -2 1
0=] 6 -1—-1 1 =(1},)‘
0 0 1 -4

6— 4 -2

D [Fa-he 263,

con lo que sus valores propios son A, =3, 1, =2, A; = 1; sean &,, &,, &; vectores propios
correspondientes a 4,, 4, y /3, respectivamente; como los autovalores son distintos dos a dos,
€,, €,, €; son linealmente independientes; por estar en un espacio de dimensién 3 forman una
base y por la Proposicion 6.2.5 la matriz A es diagonalizable.

*k * *

Observacién. Una matriz A puede ser diagonalizable y tener autovalores miltiples, por
ejemplo, la matriz identidad es diagonalizable y tiene como tnico autovalor 1.

EJEMPLO I. Tratemos de encontrar los valores de a € R para los que la matriz

0 0 O
A=(0 a 0
a 0 o0
es diagonalizable sobre R°.
Su polinomio caracteristico es
-2 0 0
0=|0 a—1 0 |=(—DHa—-)—-)=@— i
a O - ;u

Los autovalores de A son 4 = a (simple) y 4 = 0 (doble). Si a = 0, A es la matriz nula, que es
diagonal y, por tanto, diagonalizable.

Si a # 0, hemos de estudiar si existe una base de autovectores para poder utilizar la Propo-
sicién 6.2.3.

Los autovectores correspondientes a 4 = a satisfacen:

—a 0 0)/x 0
ax; =0
0 0 O [[x%|=10] = {ax—ax—o} < X =0 X=0;
a 0 —a/\x 0 ! ’
por tanto, son de la forma
X =1(0, %5, 0), X eR. (2.10)

Los autovectores correspondientes a 4 = 0 satisfacen:
0 0 0)\/x 0
ax, =0
0 a 0 X2 = 0 <> { } <= )(1 = 0’ X2 = O,
ax; =0
a 0 0/ \x; 0
por tanto, son de la forma
y=1(0,0,%x3), x3€elR. (2.11)
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Con los vectores que aparecen en (2.10) y (2.11) no puede obtenerse una base de R’ y, en
consecuencia, la matriz A no es diagonalizable si a # 0.
En resumen, la matriz A es diagonalizable si a = 0 y no es diagonalizable si a # 0.

*k & *

Sea A € L(V), donde V es un espacio vectorial de dimension finita sobre [K y sea 4, un
autovalor de A, con 4, € K. Denominamos subespacio propio correspondiente a 4, al subcon-
junto

E(/’l\,()) = Ker (A - A()I).

Observar que E(4,) contiene todos los vectores propios correspondientes al valor propio 4, jun-
to con el vector 0.

Puesto que el nicleo de cualquier aplicacion lineal es un subespacio vectorial de V, tenemos
que E(4,) es un subespacio vectorial de V. Ademads, de los resultados de la seccion 5.4 se dedu-
ce que

dim (E(/y)) = dim Ker (A — 1)) = dim (V) — dim (Img (A — 1)) =

=dim (V) — r(A — ).
El siguiente ejemplo queda como ejercicio para el lector.

EJEMPLO J. Encontrar los subespacios propios de la aplicacion lineal A e L(R?), que tiene

como matriz
3 15
A=(0 7 0
0 0 7
*k * *

El siguiente ejemplo sirve para mostrar que una matriz con elementos reales puede no ser
diagonalizable sobre R y, sin embargo, ser diagonalizable sobre C.

0 -1
=)
1 0
es diagonalizable sobre C, ya que sus autovalores son A, =iy 4, = — i, que son distintos (ver

Proposicion 6.2.5). Sin embargo, el lector puede comprobar directamente que la matriz A no es
diagonalizable sobre R.

EJEMPLO K. La matriz

k * *

Demostracion alternativa de la ro osicion .2. . Supongamos que A € L(V), donde V es
un espacio vectorial de dimension n, y sea B={€,, €,, ..., €,} una base de V. Sean 1, 4,, ..., 4, € K

autovalores de A distintos dos a dos y sean v;, 0,, ..., U, autovectores correspondientes a
Ay Aoy ey Any TESpPECtivamente.
Para demostrar que v;, s, ..., U, son linealmente independientes hemos de demostrar que

una relacion de la forma

n

Y 45 =0, ek (2.12)

i=1
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implica o; = 0, para todo i = 1, 2, ..., n. Aplicando A a ambos miembros de la igualdad (2.12)
se deduce que

Oci/liﬁi = 0. (213)

n
Escribiendo 0; = )| v&, las relaciones anteriores implican
K=1

n n n

Y, %o =0, Y ohvg=0, .. Z oA oy =0,

i=1 i=1 =

paratodok = 1,2, ..., n. Paracada k = 1, 2, ..., n, las igualdades anteriores determinan un siste-
ma de ecuaciones lineales y homogéneo en las incognitas (ot vy, ..., %, Unk)- Puesto que la matriz
de los coeficientes de este sistema es

~1 ~1 —1
2 5 e
su determinante es el determinante de Vandermonde y, por tanto,

Al =TI k=4

1<j<k<n

(ver la seccion 2.3). Puesto que los ij son distintos dos a dos, |A,| # 0, y, por tanto, el sistema
anterior solo tiene la solucién trivial. Asi pues, ;v = 0 para todo k = 1, 2, ..., n. De aqui dedu-

cimos que
n —
(Xiﬁi = 0 Z Uikék = 0, i = 1, 2, vy N
k=1

Puesto que los v; son no nulos, ya que son autovectores, concluimos que «; = 0 para todo
i =1, 2, .., n. Esto prueba que los autovectores @;, 0, ..., U, son linealmente independientes,
que era lo que queriamos demostrar.

EJERCICIOS 6.2

1. Hallar los autovalores reales y autovectores de R" de las siguientes matrices:

o) ) o)
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o 0 0 —1 2 2 -1
d) < 0 _1> e 1 -2 —1 ) 0 -2 1
-2 3 1 -1 0 0
2 —1 1 0 -1 2 2 2 —1
9) 0 10 ) 0 -1 0 ) (o2 o0
-1 10 -1 1 -3 3011

En los casos del ejercicio anterior en los que sea posible, hallar una base de R" formada por
autovectores, y la matriz, en esa base, de la aplicacién dada.

Demostrar que el subespacio generado por los vectores €, + 26, y €, + €; + 26, es inva-
riante mediante la aplicacién que en la base {€,, €,, €5, €,} tiene como matriz

1 0 2 -1

0 1 4 =2
A:

2 -1 0 1

2 -1 -1 2

Encontrar los autovalores reales y autovectores correspondientes de las aplicaciones linea-
les de R" en R" que estdn dadas por las siguientes matrices:

1
2 -1 2 4 =5 2 0828
a) 5 -3 3 b) |5 -7 3 C)
0 0 0 O
-1 0 -2 6 —9 4
1 0 0 1

Decir cudles de las siguientes matrices pueden reducirse a una matriz diagonal y encontrar
una matriz de cambio de base P:

1
-1 3 -1 4 -1 -1 88(1)0
a) | -3 5 -1 by (1 2 -1 0)
01 0 O
-3 3 1 1 -1 2
1 0 0 O

Encontrar los autovalores reales y autovectores de la aplicacién derivacién, D, en P§’[X].

a b 0
Determinar para qué valores de a, b € R la matriz A=|0 —1 0| es diagonalizable
0 0 1
sobre R.
1 -2 —2-u
Estudiar para qué valores reales de o lamatrizA=|0 1 o es diagonalizable

0O 0 1
sobre R.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Dada la matriz

2 =2 6
A=|10 a 4-—al,
0 a —a

probar que A es diagonalizable sobre C para todo a € C\ {0, 1}; probar que también es
diagonalizable para a = 1 y que no lo es para a = 0.

0 0 1
Encontrar los valores de a, b € R para que la matriz A=|0 b 0 | sea diagonalizable
a 0 o0

sobre R.

a b
Sea A e L(R?) tal que existe una base de R* en la que su matriz A = <b C> es simétrica.

Probar que los autovalores de A son reales y distintos, a menos que a =Ccy b =0, en
cuyo caso A = al y a es el unico autovalor. Encontrar los autovalores y autovectores de la

4
matriz A dada por A = < 5

l> en la base canonica.

Sea S = <Z ﬁ), con o + % = 1, la matriz de una aplicacién lineal S en la base ca-
—o

nénica. Hallar los autovectores y autovalores de S. ;Existe alguna interpretacion geomé-
trica de la aplicacion S?

o B
po1-
llar los autovalores y autovectores de P. ;Existe alguna interpretacién geométrica de la
aplicacion P?

Sea P = ), con o + % = «, la matriz de P € L(R?) en la base canénica. Ha-
o

Si A es una matriz triangular de orden n cuyos elementos de la diagonal principal son
todos diferentes, probar que A es diagonalizable.

Sea A una aplicacién lineal en R" con n autovalores reales distintos. Sea B cualquier apli-
cacion lineal en R" que conmute con A. Demostrar que B es diagonalizable en la misma
base que A. Concluir que todo autovector de A es un autovector de B.

Dada una suma directa V =W @ Z podemos definir la aplicacién lineal E en V como
E(@)=7Zsiv =W+ ZconWeW,7Ze Z; equivalentemente E(v) e Zy (I — E)(¥) e W.
a) Probar que E>=E,W =Ker(E)yZ = Img (E).

b) Encontrar los autovalores de la aplicacién E.

FORMA DE JORDAN DE MATRICES DE ORDEN 2

Dadas dos matrices A, B € il ,(I), con K =R 6 C, diremos que son equivalentes si existe
una matriz P € Jl, (<) invertible, llamada matriz de cambio, tal que B = P~ 'AP.
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Segun el diagrama de la figura 5.4 y la férmula (3.1) de la seccién 5.3 esto corresponde a
considerar A y B como las matrices de una misma aplicacién lineal de K" en [K" en dos bases
distintas, mientras que P es la matriz del cambio de base. Esto justifica que P sea llamada
matriz de cambio.

La matriz «mds sencilla» equivalente a una matriz dada A € Jl, . ,(IK) se llama forma de
Jordan de Ay se suele representar por J (6 J5 cuando sea necesario indicar A). Se tendrd por
tanto J = P~ 'AP o equivalentemente

A=PJP

Ya hemos observado en la seccién 6.1 que la «matriz mds sencilla» equivalente a una dada
no es siempre una matriz diagonal.
En esta seccién mostraremos cémo se halla la forma de Jordan sobre K (R 6 C) de una

matriz A € Jl, . ,(IK), asi como una matriz de cambio. Hay importantes diferencias segin K sea
RoC.

Sea A € Jl, . ,(IK) dada por
A= <an 312>‘
dy dxn

‘ = (a” - ;\,)(azz - ;\4) - a12a21 = 12 - (a.” + 8.22)/1 + |A|,

Su polinomio caracteristico es

ajg — 4 ap

2) =
Pa(4) a, a, — )

con lo que pa(4) = 0 es una ecuacién de segundo grado en la variable A.
Si K = C tenemos dos casos diferentes:

Las raices del polinomio caracteristico son distintas.
Las dos raices del polinomio caracteristico coinciden.

Si K = R tenemos tres casos diferentes:

Las dos raices del polinomio caracteristico estdn en R y son distintas.
Las dos raices del polinomio caracteristico coinciden y estan en R.
El polinomio caracteristico no tiene raices reales.

Estudiaremos cada caso por separado, incluyendo ejemplos de cada uno de ellos.

Las raices del polinomio caracteristico son distintas: 1 # u, con A, u € K.
En este caso la matriz A es diagonalizable sobre K (Proposicion 6.2.5), su forma de Jordan es

20
0 wu
y la matriz P del cambio tiene como primera columna las coordenadas de un vector X que satis-

face (A — ADX = 0 (esto es, X € Ker (A — Al)) y como segunda columna las coordenadas de un
vector y que satisface (A — ul)y = 0 (esto es, ¥ € Ker (A — ul)).

3 —4

EJEMPLO A. Encontrar la forma de Jordan J sobre R de A = (2 _3

> y la matriz del

cambio.
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Como

3—-14 —4

0=
PR

‘=(3—/1)(—3—/1)+8=/12—1

N

sus autovalores son 4; = 1, 4, = —1; su matriz de Jordan es

1
J= 0 .
0 -1
Si 4, = 1, tenemos

A-Dx=0 <= @ :j><§1>:<8> < 2X — 4%, =0;
2

asi pues,
Ker(A — 1) = {c(2, 1): c e R}.
Para 1, = — 1 tenemos
4 _4 Xl 0
= < Xp =Xy
2 - 2 X2 0
luego,

Ker(A+1)={c(1,1): ce R}.

Tomando U; = (2, 1) como base de Ker (A — |) y U, = (1, 1) como base de Ker (A + I) obte-

nemos
2 1\/1 0\/2 1\ '
A= .
G606

Observar que en este caso A se ha diagonalizado sobre R.

EJEMPLO B. Tratemos de hallar la forma de Jordan sobre C de la matriz

A=<_1 ‘f)

i’=(1—A)2+4=AZ—2A+5,

Su polinomio caracteristico es

11— 4
-1 1 —

y las soluciones de /> — 24 + 5 =0son 4, = 1 — 2i, 2, = 1 + 2i. Ambas raices son complejas
y distintas y por tanto la forma de Jordan de A sobre C serd la matriz compleja

j_(1-2 o0
0 1+2i)
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Una base de autovectores (complejos) se halla calculando E(1 — 2i) = Ker (A — (1 — 2i)l)
y E(1 + 2i) = Ker (A — (1 + 2i)I):

<2i 4><x1>:<0> < 2iX,+4%, =0 = E,(1—2i)={c@, —i):ceC}

-1 2i/\x, 0
S22 Ay (0 —2ix; +4x, =0 E(1 + 2i) = {c(2,i):ceC
-1 —2j X, - 0 g 1 2 = = ( )_{(’) € }

Podemos tomar U, = (2, —i) y U, = (2, i) como vectores de la nueva base, por lo que

- ()

es la matriz de cambio que diagonaliza a A sobre los niimeros complejos.

Observar que en este ejemplo, aunque A es una matriz real, su matriz diagonal de Jordan es
compleja. Mds adelante se expondrd cémo obtener una forma de Jordan real de una matriz con
coeficientes reales que tenga autovalores complejos.

Observar también que, en este caso, |P| = 4i € C\R, por lo que no puede existir una matriz
R con coeficientes reales de forma que A = RJR !, Si asi fuera, R se obtendria de P mediante
un cambio R = C ™~ 'PC y se tendria |P| = |CRC " !| = |R| € R.

k * k

Las raices Ay u del polinomio caracteristico coinciden: A = u, 1 € K.

En este caso calculamos Ker (A — Al). Si Ker (A — Al) tiene dimensién 2 podemos encon-
trar una base de autovectores de A y por la Proposicién 6.2.3 la matriz A es diagonalizable sobre
[K; su forma de Jordan es

()
0 4

y la matriz del cambio queda determinada por cualquier base de Ker (A — Al).
Si, por el contrario, Ker (A — Al) tiene dimensién 1 no podemos encontrar una base de auto-
vectores en V; en este caso observamos que se tiene el siguiente resultado:

Lema 6.3.1
Si A e M, . ,(I) tiene dos autovalores iguales /, (A — A2 =0.

. ., . . . a ¢
Demostracion. La demostracion es solo un ejercicio de cdlculo; si A = <b d>’ sus auto-

valores satisfacen la ecuacién

a— /. c

e .

‘=(a—ﬂu)(d—A)—bc=}u2—(a+d)/1+ad—bc.
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Si ambas soluciones de esta ecuacion coinciden se ha de tener

(@+d?—4@d—bc)=0 y i=

o equivalentemente,

@—d?+4bc=0 y i= (3.1)

Al calcular (A — A1)? encontramos

A 1= a—/. ¢ 2: (@— 4> +cb (@a— )¢ +cd— 2
b d—21 b(a — 1) + b(d — 1) bc + (d — 2)?

que coincide con la matriz cero si utilizamos las igualdades (3.1).

SeaE; = Ker(A — A) y E, = Ker (A — D% el Lema 6.3.1 nos dice que E, coincide con el
espacio vectorial V que estamos considerando y que es de dimension dos. Como E, tiene di-
mensién 1 podemos encontrar U, € E, — E;; tomar U; = (A — Al)(U,). Los vectores U, U,, son
linealmente independientes puesto que U, ¢ E, y T, € E, (ya que (A—AD(T,)=(A— DT, =
= 0(U,) = 0) y ninguno de ellos es el vector nulo. Como V es un espacio de dimensién 2,
{u,, U,} es una base de V. En esta base tenemos

(A—JDU)=0 < A®U) =1,
(A— D)W, =1, < AU, =10, + U,

con lo que la matriz de la transformacidn lineal cuya matriz es A en esta nueva base es

A1
0 1)
Esta no es una matriz diagonal, pero es casi diagonal, y es la forma de Jordan de la matriz A
sobre [K en este caso.

Podemos resumir estos resultados sobre la forma de Jordan de matrices complejas en el si-
guiente teorema:

~
Teorema 6.3.2 (Teorema de ordan para matrices comple as de orden 2)

Dada una matriz A € Jl, . ,(C) siempre puede encontrarse una matriz J € A, . ,(C) de una
cualquiera de las formas

A0 A1
0 , ueC
0 u 0 2
y una matriz P € Jll,, ,(C) de determinante no nulo, tal que

A=PJP L

La matriz J se denomina matriz de Jordan de A sobre C.
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2
EJEMPLO C. Reducir la matriz A = < 4) a su forma de Jordan.

El polinomio caracteristico de la matriz A es

—A
= — — ) + — 12 _ + = () — 2
‘_2 4 /1‘ G- AD+t4=1—4i+4=011—2),

que tiene como raiz . = 2. Con A = 2 se tiene que

E, = Ker(A — 2I) = {(X;, X): X; = X,} = {c(1, 1): c e K}

= < Xl = X2.
-2 2/\X 0
Sabemos, debido al Lema 6.3.1, que E, = Ker (A — 21)? tiene dimensién 2; elegimos U, de ma-
nera que U, no esté en E,; por ejemplo:

ya que

U, = (1, 0).
Entonces,
G=a-amay=( > (M) =("2
= a={_J J),)=(_3)
E,
(1, 1)
(1,0)
i ra6.2

2 1
La matriz de Jordan es J = (0 2) y la matriz del cambio es P = <

0 2\ /-2 1\/2 1\/-2 1\
-2 4 -2 0J\0 2/\—-2 O
lo cual puede comprobarse facilmente. Observar que la forma de Jordan de A, asi como la ma-
triz del cambio, son reales.

1
>; asi pues, hemos
-2 0

de tener
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Si A es una matriz con coeficientes reales tenemos un caso adicional.

El polinomio caracteristico de A no tiene raices reales.
Como el polinomio caracteristico pa(4) = |A — Al| es de grado 2, sus raices son nimeros
complejos de la forma 2 = o — if, 4= o + iff con o, f € R, p # 0. Consideramos el sistema
(A — JZ = 0, es decir

@, — Az, + apl; = O} 32)

a2 + (A — A2, =0

donde Z = (z,, 2,). Este sistema es compatible indeterminado. Sea z, = X; + iy,, Z, = X, + iy,
una solucién no nula de (3.2) con X;, X5, Y5, ¥» € R. Sustituyendo estos valores en (3.2) e igua-
lando las partes reales e imaginarias se obtiene

a; ap)\ (X X Y1
= + 3.3
<321 azz) <X2> ! <X2> A <y2> G
apr ap\ (Y Xi Y1
=— + ) 3.4
<a21 azz) <Y2> 4 <X2> * <Y2> G

Combinando (3.3) y (3.4) se obtiene

(all a12> <X1 y1> _ <X1 Y1> <O‘ - ﬁ) 3.5)
Ay Axn/\X Y X Y2)\B o
—p

. o
La matriz J = <
o

> se llama matriz de Jordan real de A en este caso. La matriz

X . S . . .

= <Xl §]>, formada por las partes reales e imaginarias de z; y z, es invertible. Si no lo
2 Y2

fuera, sus vectores columna serian linealmente dependientes, por lo que existiria y € R tal que

Yil _ (X . .
= . De la ecuacidn (3.3) se deduciria

Y2 Xa
X\ _ (X% Vi) _ X
A<X2> - <X2> ! ﬂ<Y2> B <X2>’

lo que implicaria que A tendria o + ffy € R como autovalor, en contra de lo que hemos supues-
to. La igualdad (3.5) puede entonces escribirse de la forma

A=PJP
bser aci n Escribiendo
o —p
\/ocz-i-ﬂz \/ocz—i-,[iz
J:<“ ‘ﬁ>:¢m 5 .
e \/ocz-l-ﬂz \/oc2+[32

_F

y tomando 0 € [0, 27) tal que cos 0 = y senf =

x
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se observa que A es una matriz que en la base de Jordan de R corresponde a un giro de angulo

0 (ver ejemplo A de la seccién 5.2) seguido de una homotecia o dilatacién de razén | /o* + %

Podemos resumir los resultados obtenidos sobre la forma de Jordan real de matrices reales
en el siguiente teorema:

. N
Teorema 6.3.3 (Teorema de ordan para matrices reales de orden 2)

Dada una matriz A € JL, . ,(R) siempre puede encontrarse una matriz J € Jl, , ,(R) de una
cualquiera de las formas

B G (D) amnrensmme

y una matriz P € Jl, . ,(R) de determinante no nulo, tal que

A=PJP

La matriz J se denomina matriz de Jordan real de A.

EJEMPLO D. Tratemos de encontrar la forma de Jordan real de la matriz

9 10
a=(5 )

‘2(9/1)(3/1)+4O=i262+13.

El polinomio caracteristico es

9—-1 10

A~ =
A=A ‘—4 3

Las raices del polinomio caracteristico son A =3 — 2i y A = 3 + 2i. Una solucién (compleja)
no nula del sistema

9 — @3 -2z, + 10z, =0
-4z, + (=3 -3 2Nz, =0

. 5 0 3 =2
esz; = 5,2, = —3 — i. Tenemos entonces P = <_3 B 1) yJ= <2 3>, que es la matriz

de Jordan real de A. El lector puede comprobar que se cumple la igualdad A = PJP .

EJEMPLO E. Encontrar todas las funciones x(t) que coinciden con su derivada segunda, esto
es, X"(t) = x(v).
Si llamamos y(t) = X'(t) podemos escribir
X' () =y
y'(t) = x(),
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que en forma matricial se escribe como
<x’(t)> B <0 1> <x(t)>
y'(®) 1 0/\y)
0 1
Encontramos la forma de Jordan de A = L o ; COmo

=2-1=0U+D0A—-1

la matriz A es diagonalizable (sus autovalores son distintos) con matriz de Jordan

(5 )

Para encontrar la matriz del cambio de base calculamos E(1) = Ker(A—1) y
E(—1) = Ker(A + I):

-1 I\ /%) _ (0 B - |
< 1 —1><X2>_<o> < X=X < El)={cl D:ceR},
1 1 0
<1 1><2>=<0> < X =% < E-D={c(-1D:ceR}.

Podemos tomar U; = (1, 1) y U, = (— 1, 1) como vectores de la nueva base. Tenemos entonces
0 1\ /1 —1\/t o\/1 —1\"'_
1o/ 1 1Jlo —-1J)\1 1)
(1 —1\/1 0 172 172
o 1)\o 1)\ —12 1)
XM\ (1 —1\/1 0 172 172\ /x(t)
yoy) \1 1)\o —1)\-12 12)\yt
o0 equivalentemente,
172 172\ (X)) (1 0 1/2 1/2)\ /x(t)
12 12)\yw) \o —1)\-12 12)\yt)

1 1 1 1
Si hacemos u(t) = Ex(t) + Ey(t), v(t) = — Ex(t) + Ey(t) tenemos U = U, v = — v, de donde se

Por tanto,

deduce

uct) = upe', o(t) = ve "

Como X(t) = U — v tenemos
X(t) = upe' — vpe "

que son todas las funciones buscadas, donde U, y v, son dos constantes cualesquiera.
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6.4.

11
1. Encontrar la forma de Jordan sobre R de A = <1 0) y calcular A°.

a 1\"_ /a" na"!

0 a o a"
3 1 10
()

3. Hallar la forma de Jordan sobre R de las matrices

A=14,B=41,C=34,
2 3 -1 2 -1 1

indicando en cada caso la matriz P del cambio.

2. Probar por induccién que

y calcular

N
4. Dado un polinomio p(x) = Z a,x", definimos
n=0

N
P(A) = Z anAn-
n=0

Dada A = <
dan de A.

2
6 1> y p(x) = x? + 5x + 6, calcular p(A) haciendo uso de la forma de Jor-

5. Si pa(X) es el polinomio caracteristico de la matriz A, demostrar que pa(A) = 0, donde
A € Jl, . ,(C). (Este resultado se conoce con el nombre de Teorema de Cayley-Hamilton;
un resultado andlogo es cierto para matrices de orden superior (Teorema 6.5.2).)

6. Sea A una matriz de orden 2 tal que A> = 0. Demostrar que para todo 4, |A — Al| = A%

EJEMPLOS DE FORMAS DE JORDAN DE MATRICES
DE ORDEN 3

En esta seccién realizaremos varios ejemplos de obtencion de formas de Jordan de matrices
(reales o complejas) de orden 3. Ademas de practicar, el objetivo es que esta seccion sirva al
lector para comprender los resultados tedricos necesarios para la obtencién de formas de Jordan
de matrices de orden n, o, equivalentemente, de aplicaciones lineales entre espacios vectoriales
de dimensién n.
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EJEMPLO A. Intentaremos reducir la matriz

0 3 1
A= 2 -1 -1
-2 -1 -1
a una forma de Jordan.
Sus autovalores satisfacen la ecuacion
0=|A—A==-2=-22+42+8=—0—2)(+2)7>%

y, por tanto, son
A =2 (simple) 'y u=—2(doble).

Calculemos E;(2) = Ker (A — 21), que es el subespacio vectorial definido por las ecuaciones

-2 3 1\ /x\ /o 0o 0 0\/x\ /0

2%, = 3%, — X3=0
2 =3 —1]||lx|=l0] < [2 -3 —1]|x|=|0] = oot e
_4X2_4X3=0
=2 -1 =3/\x 0 0 —4 —4/\x 0
tomando X3 = — 1 se tiene X, = 1, X, = 1, con lo que U, = (1, 1, —1) es un autovector corres-
pondiente a 4 = 2; ademads, tenemos que dim (E,(2)) = 1.
Para u = —2, E,(—2) = Ker (A + 2I) es el subespacio vectorial definido por las ecuaciones
2 3 1\ /% 0 2 3 1\ /X 0
2 1 —1[[x]=[(0] <« |2 1 —-1|[x]=(0] <
-2 -1 1/ \X; 0 0 0 0/ \X3 0
2 3 1\ /X 0
< [0 =2 =2](x]|={0],
0 0 0/ \X3 0

con lo que
E/(—2)={a, —1,1):aeK}.

Como E,(2) + E,(—2) no llena todo el espacio vectorial I<*> no podemos elegir una base de
autovectores. Es necesario en este caso realizar un truco andlogo al realizado en el caso de rai-
ces iguales para matrices de orden 2. Calculamos E,(—2) = Ker (A + 2I)%, que es el subespacio
vectorial que tiene por ecuaciones

2 3 1\ /%, 0 8 8 0\ /x 0
-2 -1 1/ \X; 0 —8 —8 0/ \X; 0
por tanto,
E,(—2) = {a(l, —1,0) + b0, 0, 1): a, b e K}
que es un subespacio de dimension 2. Como E,(2) + E,(—2) llena todo el espacio, podemos

elegir una base de I* de manera que la matriz de A sea, en esta base, bastante sencilla. La
forma de elegir esta base se muestra a continuacion.
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Sea Us = (0, 0, 1) un vector de E,(—2) que no esté en E;(—2) y tomemos

0 2 3 1\ /0 1
uhL=A+2D|0]= 2 1 —1)10)=[—-1|eE|(—2).
1 -2 -1 1/ \1 1

Fécilmente se comprueba que {U,, U,, U3} es una base y en esta base la expresion de la aplica-
cién A que tiene a A como matriz es

AUy =20y, A(U,) = —2U,, A(U;) =1U, — 2U;
con lo que

11 o\ 1 1 0 2 0 0
1 -1 0| Al 1 -1 0)=]0]|-2 1
—1 I 1 -1 1 1 0 0 -2

La matriz de la derecha de esta expresion es una matriz de Jordan de A.

k ES £
1 0 0
EJEMPLO B. Reducir lamatrizA =11 0 —1|aunaforma de Jordan.
1 -1 0

Como |A =l = — )(A*—1)=(1 — A+ 1)L — 1), los autovalores de A son 1 = 1
(doble), u = —1 (simple).

Para A =1,
0 0 0\/x 0
1 _1 _1 X2 = 0 < X1=X2+X3
1 -1 —1)\x 0
y, por tanto,
E,(1)=Ker(A—1)={a(l, 1,0) + b(1,0, 1): a, b e K}.
Para 1 = —1,
2 0 0)\/x 0 2 0 0\/x 0 .
1 1 —1][x]=(0] < |1 1 —-1]|x]|=|0 {‘}
X; + Xy = X3
1 —1 1) \X; 0 2 0 0/ \X5 0
y, por tanto,

E(—D=Ker(A+1)={a(,1,1):aelk}.

Como E (1) + E,(—1) llena todo el espacio K* la matriz A es diagonalizable y se tiene

1 1 0\" /1 10 110 0
1 0 1 All 0 1|={0]1 0.
0 1 1 0 1 1 010 |—1
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EJEMPLO C. Tratemos de encontrar una forma de Jordan de la matriz

-2 1 —1
A=(—-1 -1 0].
0 1 -3
Puesto que |A — | = — %> — 6% — 12/, — 8 = — (4 + 2)°, los autovalores de A son A = —2
(triple).
Como
0 1 —1\/x 0
-1 1 Ol[X]=10] <= X =X =X,
0 1 —1/\x 0

se tiene que
E,(—2)=Ker(A+2l)={a(l, 1, 1):ae K}

Como no existe una base de autovectores procedemos a calcular E,(—2) = Ker (A + 21)%:

0 1 —1\2/x 0 -1 0 1\/x 0
01 —1) \x 0 —1 0 1) \x 0

E,(—2) = {a(1,0, 1) + b0, 1,0): a, b e K}.

Puesto que con E,( —2) no se llena todo el espacio K calculamos E5(—2) = Ker (A + 21)*;
como (A + 21)’ =0, lo cual puede comprobarse ficilmente, formamos la cadena de sub-
espacios.

Ei(=2) € Ex(—2) E5(—2) =
y elegimos Us € [* de manera que U; ¢ E,(—2); por ejemplo,
Uz =(1,0,0).

Tomamos U, = (A + 2I)us, U; = (A + 2)U, ; tenemos

01 —1\/1 0 01 1\/ 0 -1
o,=(-1 1 ollo]=-1] , ©w=[-11o0|-1]=|-1
01 —1/\0 0 01 0/\ 0 -1

con lo que {U;, U,, U3} es una base. Se tiene
AUy = —2U;, Ay =1U; — 2U, A(U3) = U, — 2U3,

con lo cual deducimos

-1 0 1\ —1 0 1 -2 1 0
-1 -1 0| Al—-1 —1 0f= 0 -2 1.
-1 0 0 -1 0 0 0 0 -2

*k * *
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EJEMPLO D. Encontrar una forma de Jordan de la matriz

-2 0 1
A= 0 —1 0].
—1 0 0
Sus autovalores son A = —1 (triple) puesto que |A — Al| = — (1 + 1)°. Las ecuaciones de
E,(—1)=Ker(A + 1) son
-1 0 1\/x 0
0 0 0% |=(0] = X =X

por tanto,
E,(—1)={a(l,0,1) +b(0, 1,0): a, bel}.

Puesto que E,(— 1) no llena todo el espacio vectorial I<® encontramos E,(—1)=Ker(A + 12

—1 0 1\*/x 0 0 0 0\/x 0
00 0][x]=|0] = [0 0 of[x,]={0].
—1 0 1) \x 0 0 0 0/ \x 0

Tenemos la cadena E,(—1) & E,(—1) = K, con lo cual podemos elegir Us € FC\E, (—1): por
ejemplo, U3 = (1, 0, 0). Tomamos ahora U, = (A + I)U;:

- 1 —1
0= 0.
0 -1

u, =

|
—_— O =
oS O O
—_— O =

Como E(—1) es un espacio de dimensién 2 atin podemos elegir U; € E;(— 1) de manera que
{U,, Uy, U3} sea una base de I<?; tomar, por ejemplo,

u, =(0,1,0).
En esta base,
AU) = —U;, Ay = —Uy,, A(lU;) =U, —Us

y, por tanto,
0 -1 1\" /o -1 1 -1 0 0
1 0 0] Ajl 0 0= 0 -1 1]
0 -1 0 0 1 0 0 0 -1
* * 0k

EJEMPLO E. Tratemos de hallar ahora una forma de Jordan de la matriz
3 -5 =5
A=10 0o —1
0 2 2
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Su polinomio caracteristico es |A — Al| = (3 — 2)(A* — 2/ + 2) cuyas raices son
/1,1:3 . /lzzlii 5 /’{3:1"_'

Se puede proceder ahora de dos maneras:

Hallar una forma de Jordan sobre C.
Hallar una forma de Jordan sobre R.

Se considera que A es la matriz de una aplicacién lineal de C* en C°. Entonces los
subespacios E;(3) = Ker(A —31), E,(1 —i)=Ker(A— (1 — ) y E;(1 +i)=Ker(A— (1 +il)
se consideran como subespacios de C°.

Para E;(3) se tiene

0 -5 —5\/z 0
0 _3 _1 22 = 0 <~ 22=Z3=0.
0 2 —1)\z 0

Podemos tomar U, = (1, 0, 0) como generador de E,(3).
Para E,(1 — i) se tiene

2+ -5 =5\ [z, 0 .
0 —1+i -1 |{z]=(0] < N 4.1)
. Z=(—1+1z,
0 2 1 +1i/\z3 0
Podemos tomar U, = (1 + 2i, I, —1 + i) como generador de E,(1 — i).
Para E (1 + i) se tiene
2 — i -5 -5\ /z 0 .
. ! 7, = (1 —2i)z,
0 -1-1 -1 =10 . . 4.2)
. zz=(—1—-1z,
0 2 1 —1i/)\z3 0

Observar que la matriz del sistema de la izquierda de (4.2) es la conjugada de la matriz del
sistema de la izquierda de (4.1). Podemos tomar Uy = (1 — 2i, I, —1 — i) como generador de

E,\ (1 +1).
Como tenemos tres vectores linealmente independientes, una forma de Jordan de A sobre
Ces
3 0 0
J=10|1—1i 0
0 0 1+
siendo
1 1+2i 1-2i
P=10 1 1
0O —1+i —1-—i

la matriz del cambio.
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Se considera que A es la matriz de una aplicacién lineal de R’ en R®. Los célculos
del caso anterior nos permiten escribir

E.(3) = {c(1, 0, 0): c e R}
por lo que podemos elegir 7, = (1, 0, 0).
Para calcular los otros dos vectores se procede como en el Caso III de la seccion 6.3 (ver
también Ejemplo D de la misma seccidén). El trabajo ya se ha hecho al resolver el sistema de la
parte izquierda de (4.1) por lo que basta tomar

T, =Reall,= (I, 1, —1) , B, =Imgl, = (2,0, ).

Los vectores {0, U,, U3} son linealmente independientes sobre R. En esta base la matriz de

Aes
310 0
J={0]1 —1
011 1
y la matriz de paso
1 1 2
R=10 1 0
0 -1 1

EJERCICIOS 6.4

1. Hallar una forma de Jordan y la matriz del cambio correspondiente de las siguientes ma-

trices:
3 -1 -1 1 2 1 4 -1 =2 3 2 =2
A=|1 1 -1, B= 2 1 1), C=|2 1 =21, D=[0 4 -1,
1 -1 1 -1 1 0 1 -1 1 0 1 2
0o -1 —2 -2 0 —1 3 2 -3 0 1 —1
E=|1 3 1, F=[{ -1 -1 -1, G=(4 10 —12|, H=|1 0 1.
1 0 3 1 0 0 3 6 -7 1 —1 2
2. Hallar C°.

3. Hallar una forma de Jordan real y la matriz del cambio correspondiente para las siguientes
matrices:

2 0 -3 2 —4 =172
A=10 -1 0 , B={0 0 —122/.
1 0 1 0 1 1
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4. Hallar subespacios invariantes de la aplicacion A: R*> — R* dada por la matriz

4 =2 2
A= 2 0 2
-1 1 1

u

o AU
5. Sea A=(1 p v) la matriz de A € L(R?) en la base canénica; supongamos que
vy

rango (A) =1y

tr(A) = o + f + y = 1. Hallar los autovalores y autovectores de A.

6.5. EL POLINOMIO CARACTERISTICO

Sea A € M, ,(I€) una matriz de orden n con elementos de un cuerpo K. Dado un polinomio no
nulo
PX) =a, + ax + - + agxd € Pylx]

con a, a4y, ..., 84 € K definimos p(A) como
PA) = agl, + a,A + - + aA’,

donde 1, es la matriz identidad de orden n. Es decir se reemplaza X por la matriz A y el término
a, se multiplica por I,,. Si p(A) es la matriz nula decimos que A satisface la ecuacién p(x) = 0.
En 1858 Arthur Cayley (1821-1895) afirm6 que toda matriz A € JL,, . ,(IK) satisface su poli-
nomio caracteristico pa(X) = |A — xl|. Arthur Cayley solo pudo demostrar este resultado para
matrices de orden 2. La primera demostracion completa de este resultado fue publicada por
William Hamilton (1805-1865). Actualmente se conoce como teorema de Cayley-Hamilton.

0 1
EJEMPLO A. La matriz A = <_ ) 0) satisface el polinomio pa(X) = x> + 1, ya que

0 1\, /1 0 -1 0 1 0 00
+ = + = :
-1 0 0 1 0 -1 0 1 0 0
Observar que el polinomio caracteristico de la matriz A es pa(4) = 4> + 1, por lo que se tiene

Pa(A) = 0.
Para matrices de orden 2, la demostracién del teorema de Cayley-Hamilton es sencilla. Si

a b
A= <C d> € M, . »(I£) su polinomio caracteristico es

a— X b

P00 = |A = x| = i

X‘=x2(a+d)x+(adcb).

Como
A?— (a+ d)A + (ad — ch)l =

_(a’+bc ab+hbd) (a’+ad ab+hd T ad - cb) 1 0\ [0 0
ca+cd cb+d? ac+db ad+ d? 0 1 00

se obtiene que pa(A) = 0.
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La demostracién del teorema de Cayley-Hamilton requiere mds trabajo. Antes de dar su
enunciado y la demostracion comenzaremos con un lema.

e A\
Lema 6.5.1

Sea A € JlL, . ,(I) una matriz de orden n con elementos en I y p(x) € Py[X] un polinomio
de grado n con coeficientes en K. Si p(X)I,, = (A — x1)Q(X) con

Q) =Qp+ QX + -+ + QX"
donde Qj € M, . 1(I<) paraj =0, 1, ..., n — 1, entonces

p(A) = 0.
N J

Demostracion. Sea p(x) = a, + a;x + --- + a,Xx". La igualdad p(x)l,, = (A — x1,)Q(X) se
transforma en

pOl, = agl, +alx + -+ + a,1,x" = (A — x1,)Q(X)
=AQ) + (AQ; — Qo)X + -+ + (AQu_; — QX" ' — QX"
Igualando los términos de igual grado obtenemos
al, = AQy
al, = AQ; — Qo

anflln = Aanl - anz
anln = _anl'

Multiplicar la segunda igualdad por A, la tercera por A% ..., y la dltima por A". Si sumamos
la parte izquierda de todas las igualdades se obtiene

al, + A+ - +a, A" ' + a,A" = p(A),
mientras que al sumar la parte derecha de todas las igualdades se obtiene
AQp + A(AQ; — Qo) + - + Anil(AQn—l —Qn2) —AQ,, =0,

de donde se deduce el resultado.

Teorema 6.5.2 (Teorema de Ca le - amilton)

Si A e My, () y pa(2) =|A — 21| es su polinomio caracteristico, se tiene que
Pa(A) = 0.

Demostracion'  Consideremos la matriz A — X1, cuyos elementos son polinomios de gra-
do 1. Sea A(X) la matriz de cofactores de A — XI,, (ver seccién 2.4). La matriz A(X) es una

! Demostracién tomada del libro de J. M. Aroca, M. J. Ferndndez-Bermejo, Algebra lineal y geometria. Ed. Uni-
versidad de Valladolid, (1998).
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matriz cuyos elementos son polinomios de grado menor o igual que n — 1. Por tanto, podemos
escribir

AX)=Ag+AX+ - +A,_ X!
donde A; € M, (), 1 =0, 1,2, .., n— 1. Se tiene
(A — Xln)A(X)t = |A - Xlnl I = pa®l,

(ver la demostracién del Teorema 2.4.2). Por el Lema 6.5.1 con Q(x) = A(X)' se deduce que
pa(A) = 0, que es lo afirmado en el enunciado del teorema.

EJEMPLO B. Considerar la aplicacién lineal A: R* - R* dada por
AXy, Xy X35 Xg) = (X1, Xo, X3+ Xy, — X3 + Xy).

Con respecto a la base candnica la matriz de la aplicacién lineal A es

1 0 0 0

0 1 0 0
A:

0 0 11

00 -1 1

Su polinomio caracteristico es, por tanto, Pa(A) = (1 — A)*(J2—24+2)=2—6,+ 71> — 42>+ )*.
El Teorema de Cayley-Hamilton afirma que

Pa(A) =21, — 6A + TAZ — 4A% + A* = 0 € M, . ,(R).

Sin embargo, es necesario resaltar que hay polinomios m(X) € Py[X] de grado estrictamente me-
nor que 4 que cumplen m(A) = 0. Por ejemplo, m(x) = (1 — X)(x* — 2X +2) =2 — 4x + 3x* — x°
cumple

m(A) = 21, — 4A + 3A* — A’ = 0 € M, ,(R),
como puede comprobarse directamente.

* 0 ok ok

Dada una matriz A € Jl,, () consideremos el conjunto |, de todos los polinomios
pP(X) € Pi[X] no nulos tales que p(A) = 0. Por el Teorema de Cayley-Hamilton el polinomio
caracteristico de A, pa(X), es un elemento de I, por lo que I, es no vacio. Llamamos polinomio
minimo de A, y escribimos mx(X), al polinomio ménico de grado mds pequefio entre los del
conjunto 4.

Lema 6.5.3

Sea A € M, « (i) y ma(X) su polinomio minimo. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1) pXx)ely 2) mu(X) divide a p(x)

Demostracion. 1) = 2). Al dividir p(x) entre mx(X) se tendria p(X) = c(X)MA(X) + r(X)
con r(x) = 0 o el grado de r(X) menor que el grado de m4(X). Como p(X) € I, se tiene p(A) = 0;
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como Mu(A) = 0 se tiene r(A) = 0. Por tanto r(x) € l,, lo que resulta imposible por definicién
de polinomio minimo, salvo que r(X) = 0. En este caso, p(X) = ¢(X)Ma(X) y por tanto Mx(X) divi-
de a p(x).

2) = 1). Como mu(x) divide a p(X) podemos escribir p(X) = c(X)MA(X). Como mMx(A) = 0
deducimos p(A) = 0y por tanto p(x) € l4.

bser aci n Del Lema 6.5.3 se deduce facilmente que el polinomio minimo es tnico.

EJEMPLO C. Tratemos de hallar el polinomio minimo de la matriz

1 0 0
A=11 0 —1
1 -1 0
Su polinomio caracteristico es pa(X) = |A — xl| = (1 — X)(X* — 1) = — (x — D*(X + 1). Sabe-

mos que el polinomio minimo debe dividir a (X — 1)*(x + 1). Los factores de grado 1 de este
polinomio son

x—1 'y x+1D.
Es claro que A — I, #0y A + |, # 0. Los factores de grado 2 son
x—D* y x—Dx+1).

Se cumple que

0 0 0\/2 0 0 000
A-LYA+1)=[(1 -1 —1][t 1 —=1|=[(0 0 0
1 -1 -1\t -1 1 000

por lo que ma(X) = (X — 1)(X + 1) es el polinomio minimo de A.

El procedimiento seguido en el ejemplo C para hallar el polinomio minimo depende de que
conozcamos la factorizacion del polinomio caracteristico. Esto no siempre es posible. De he-
cho, casi nunca es posible, excepto cuando los ejemplos estan preparados, como en este libro.

Hay una forma de calcular el polinomio minimo sin tener que factorizar el polinomio carac-
teristico. Para entender el resultado debemos usar la identidad de Bezout para el mdximo co-
mun divisor de varios polinomios.

Lema 6.5.4 ( dentidad de ezout)

Sean m(X), ..., M(X) € Pi[X], r =2 y sea d(X) su mdximo comun divisor. Existen
a,(x), ..., a,(X) € Pi[X] tales que

d(x) = a,00m;(x) + -+ + a,ome(x).

La demostracion de la Identidad de Bezout para r = 2 puede hacerse a partir del algoritmo
de Euclides para hallar el maximo comdun divisor de dos polinomios. Para r > 2 puede demos-
trarse por induccién. El desarrollo del algoritmo de Euclides y la demostracion de la Identidad
de Bezout para nimeros enteros puede verse en la seccién 2.2 de J. Dorronsoro, E. Herndndez,
Nameros, grupos y anillos, Addison-Wesley/Universidad Auténoma de Madrid, (1996). La
adaptacién para polinomios con coeficientes en K (= R 6 C) es una sencilla modificacién.
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Lema 6.5.5

Sean p(x) y m(x) dos polinomios y D(X) y G(x) dos matrices cuadradas de polinomios tal
que pX)D(x) = M(X)G(X). Si el maximo comun divisor de los elementos no nulos de D(X)
es 1 se tiene que M(X) divide a p(x).

Demostracion. Sea | el conjunto de indices (i, j) tales que d;j(x) # 0, donde d;;(x) es el
elemento (i, J) de la matriz D(x). Por la identidad de Bezout

1= 3 ;) d;i(x)

(.pel

con a;(X) € Py[X]. Entonces, si G(X) = (g;;(X)); j

px) = POy d;j(X) = ) 8;;(X)M(X)g;j(x) =

(.pel (.pel

= m(x) Z ij 0 Jij(X)-

a,pel

De aqui se deduce que m(x) divide a p(x) ya que 2;j(X)gjj(X) es un polinomio.
(.jel

Ya podemos enunciar y demostrar un resultado que nos permite calcular el polinomio mini-
mo sin necesidad de saber factorizar el polinomio caracteristico de una matriz.

e N\
Teorema 6.5.6

Sea pa(X) = |A — xl,| el polinomio caracteristico de una matriz A € J,, , ,(I). El polino-
mio minimo de A es

PA(X)
a(x)

Ma(X) =

donde q(X) es el maximo comun divisor de los cofactores no nulos de la matriz A — x|,,.
N J

Demostracion.  Sean C;j(X) los cofactores de A — Xl,,, i, j = 1, ..., n. Sabemos (ver (4.1) del
Capitulo 2) que

PaX) = |A —xI| = (@;; = X)Cy;(X) + a;,Cp(%) + -+ + a;,Cp(X). (5.1
Como ((x) es el méximo comin divisor de los Cj(X) no nulos, Cy(X) = q(xX)Dj(X) con
D;j(x) € P[x]. Sustituyendo en (5.1) se tiene
PaX) = q(x¥) [(@;; — X)Dy(X) + @D (%) + -+ + @D (%]
= geom(x) (5.2)
donde m(x) es un polinomio con coeficientes en [K.

Veamos que M(A) = 0. Sea C(x)' la traspuesta de la matriz de cofactores de A — xI,,. Se
tiene que

(A — Xln)C(X)t = |A = xIy[l, = pa®)l, (5.3)
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(ver la demostracién del Teorema 2.4.2). Escribamos C(x)' = D(X)q(x) donde D(X) es una ma-
triz de polinomios cuyo maximo comun divisor es 1. De (5.2) y (5.3) obtenemos

Mgy = paCOl, = (A = x1)DO)G(X).

Tenemos, por tanto m(x)l, = (A — x1,)D(x). Del Lema 6.5.1 se deduce m(A) = 0. Por tanto
m(X) € l,. Por el Lema 6.5.3, mu(X) divide a m(x). Basta probar que también m(x) divide a
mA()g(.)nsideremos otra indeterminada Yy sobre el cuerpo K. Como

e | 0 A D b S}
el polinomio ma(Y) — ma(X) en las variables Yy, X es divisible por y — X. Luego
Ma(y) — MaA() = g(X, )y — X).
En consecuencia, como Mp(A) = 0 se tiene

~Ma(Xln) = =ma0l, = g(xIn, A)A — XI,). (5.4)

De esta igualdad, (5.2) y (5.3) se deduce

MA(X)D(X) = m4(X) o' = —gxl,, A)A —xl,) )
g A g 9 " 400
_ PaX)
= —g(xly, A) W g(xl,, Am(X).

Como D(x) es una matriz cuyos elementos no nulos tienen maximo comin divisor 1, del Lema
6.5.5 se deduce que m(X) divide a Mu(X).

EJEMPLO D. Usemos ahora el resultado expuesto en el Teorema 6.5.6 para hallar el polino-
mio minimo de la matriz

1 0 0
A={1 0 -1
I —1 0

ya calculado, por otro procedimiento, en el ejemplo C.
Su polinomio caracteristico es py(X) = (I — X)(x*> — 1). La matriz A — x5 es

1-x 0 0
A—xly= 1 -x —1].
1 -1 —X
Sus cofactores son
Ch=x*—1 , Cphx)=x—1 , Ch=—14+x
C,x)=0 , CpX)=—x(1-x) , Cu=1-Xx

C;(x) =0 , Cupx)=1-x » Gy =—x(1 —x).
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El maximo comun divisor de estos cofactores no nulos es 1 — X. Por el Teorema 6.5.6

=0 -1 B
mA(X) = W =X+ )X 1).

Tanto en el ejemplo B como en el ejemplo C los factores irreducibles del polinomio carac-
teristico son también factores irreducibles del polinomio minimo. Esto sucede siempre y puede
demostrarse usando la igualdad (5.4).

Proposicién 6.5.7

Los factores irreducibles del polinomio caracteristico de una matriz A € Jl, . (<) son
también factores irreducibles de su polinomio minimo.

Demostracion. Partiendo de (5.4) y tomando determinantes se obtiene

(= DMACOT" = [g(X15, A)] PaX).

Por tanto, si r(x) divide a p,(X) también divide a [mA(X)]". Si r(X) es irreducible también debe
dividir a m,(X). Esto se deduce de que si r(x) divide a un producto p(x)q(x) de dos polinomios y
es irreducible, entonces r(x) divide a p(x) 6 r(x) divide a q(x). Esto ultimo se demuestra usando
la identidad de Bezout.

En efecto, si p(X)q(x) = r(x)c(X) con r(x) irreducible y suponemos que r(x) no divide a p(X),
el maximo comun divisor de r(x) y p(X) seria 1. Por la identidad de Bezout (Lema 6.5.4) existi-
rian a,(X), a,(X) € Py[X] tales que

1 =a,)rx) + a,(x)p(x).
Luego
q(x) = a;)r(x)ax) + a,x)pxax) =
= [a;()q(X) + a,(X)cC)Ir(x)

y tendriamos que r(X) divide a q(x).

bser aci n Es fécil deducir de la Proposicién 6.5.7 que si el polinomio caracteristico no
tiene factores multiples, coincide con su polinomio minimo. También, que todos los valores
propios son raices del polinomio minimo.

k * 0k

Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre un cuerpo K y A: V — V una aplicacion
lineal. Denotamos por A € Jl, . ,(I) a la matriz de A en una base fijada. Sabemos que si A tiene
exactamente n valores propios distintos dos a dos, la aplicacion lineal A es diagonalizable (ver
Proposicion 6.2.5).

A continuacién demostraremos un resultado que nos da un criterio algebraico para saber
cuando A es diagonalizable en funcién del polinomio caracteristico p,(X) = |A — xI,| de la ma-
triz A.
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Lema 6.5.8

Sea A: V — V una aplicacion lineal en un espacio vectorial V de dimensién n. Sea A un valor
propio de A. Si s es la multiplicidad de 4 como raiz del polinomio pa(X) = |A — xI,|, en-
tonces,

dim (Ker (A — Al)) < s.

AN J

Demostracion. Sea r = dim (Ker (A — Al)) y {7y, ..., U,} una base de Ker (A — /I). Tome-
mos v, q, ..., Uy en V tales que B = {v, ..., v, Uy 4, ..., Uy} sea una base de V (un algoritmo para
obtener esta base lo proporciona el Teorema de Steiniz, Teorema 4.5.1). En la base B la aplica-

cion lineal A tiene como matriz
M, | T
M =
0N

donde N es una matriz de tamafio (n — r) X (n — r). Como el polinomio caracteristico no de-
pende de la base elegida en V,

PAC) = pu(X) = (= D'(X — A)"pn(X),

y como Py(X) puede tener (X — A) como factor, la multiplicidad de A como raiz del polinomio
pa(X) es al menos r.

4 N\
Teorema 6.5.9 (Teorema de diagonalizaci n)

Sea A: V — V una aplicacion lineal en un espacio vectorial V de dimensién n sobre un

cuerpo K. Son equivalentes:

a) A es diagonalizable.

b) El polinomio caracteristico de A se descompone en Py[x] en factores lineales,
r

Pa(X) = C_l_[ (X — )", % # 4, y ademds dim (Ker (A — L) =n;, i=1,2, .., T.

N\ i=1 Y

Demostracion. a) = b). Supongamos que A es diagonalizable. Por la Proposicién 6.2.3
existe una base B formada por vectores propios de A con respecto a la cual la matriz de A es
diagonal. Sea

Ml 0

n

D = s )“i;éllj’ ;LiEK,

0 i,

esta matriz diagonal, en donde hemos reordenado la base B para poder escribir D de esta mane-
ra. Observar que N = n; + --- + n,. Escribamos

B:BIUBz\J"'UBr

con By = {Uy, Uy, ..., Ui}, 1=1, 2, .., r, donde AU; = AUy, j=1, .., n;. Por tanto,
B; < Ker (A — 4;1). Como B; es parte de una base de V, B; es un conjunto de vectores lineal-
mente independientes. Luego

n; < dim (Ker (A — 41)), i=12 ..,r. (5.5)
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Como el polinomio caracteristico no depende de la base elegida en V,
r
Pa(¥) = pp) = ] (4 — %™, Ai # Ay Ai € K,
i=1
por lo que pa(X) se descompone en Py[X] en factores lineales. Ademads, la multiplicidad de 4; es
n;. Por el Lema 6.5.8
dim (Ker (A — 41) < n,, i=1,2,..,r. (5.6)
De (5.5) y (5.6) se deduce dim (Ker (A — ;1)) =n;, i=1,2, ..., 1.
b) = a). Como dim (Ker (A — 4;1)) = n;, elijamos
Bi = {Uil, ceey Uini}, | = 1, 2, veey r,
una base de Ker (A — A;1). Sea
B=B,uB,u---UB,.
r
Como n; + n, + --- + N, = n porque Pa(X) =C l_[ (X — )™ y pa(X) es un polinomio de
i=1
grado n, basta probar que B es un conjunto de vectores linealmente independiente, ya que en-
tonces B es base de V formada por vectores propios. Por la Proposicién 6.2.3, A serd diagonali-
zable.
Probaremos que B es linealmente independiente por inducciénh en r. Si r = 1, el resultado

es cierto porque B, es base de Ker (A — 1, 1).
Supongamos que B, uB, U --- UB,;_|, 2 <t <res linealmente independiente. Sea

2 ) %l =0 (5.7)

t
Z OCi')LiUi' =0 (58)
y multiplicando (5.7) por Z; obtenemos

t n
Y Y %Al =0, (5.9)
i=1j=1
Restando (5.8) y (5.9) podemos escribir
t—1 n _
Z Z O(ij(;hi - )"t)Ulj =0.
i=1j=1

Como B,u---uUB; ;| es linealmente independiente por la hipétesis de induccién, de
esta igualdad se deduce o;(4 — 4) = 0. Puesto que /; # 4, 1 <i<t, obtenemos o; = 0,
i=1,..,t—1,j=1,..,n. Sustituyendo en (5.7) obtenemos

N
2. Uy =0,
j=1

de donde deducimos que o; = 0, ] = 1, ..., n, puesto que B, es base de Ker (A — /1).
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EJEMPLO E. Considerar la aplicacién lineal A: K* — K* dada por
AXs Xas X3, X4) = (X1, Xoy X3 Xy — X3+ Xy).
Por el ejemplo B tenemos pa(x) = (1 — X)*(x*> — 2x + 2).
Si [K = R, como x*> — 2x + 2 es irreducible sobre R (no tiene raices en R), pa(X) no puede
descomponerse en factores lineales sobre R. Por el Teorema 6.5.9 la aplicacién lineal A no es

diagonalizable sobre R.
Pero x> — 2X + 2 = 0 tiene como raices . =1 — i, . = 1 + i en C. Por tanto, si K = C,

PAX) = (X — D*(x — (1 —iNx — (1 + i)
puede descomponerse en factores lineales. Si 4 = 1
Ker (A + 1y) = {(X}, Xp, X3, Xg) € C*: X3 = 0, X, = 0}
por lo que dim (Ker (A — 1)) = 2.
Como Ker (A — Al) # {0} para A =1 — i, 4 = 1 + i, entonces dim (Ker (A — 1)) > 1. Por
otro lado como 4 =1 — i, A = 1 + i tienen multiplicidad 1, por el Lema 6.5.8.
dim(Ker(A— (1 —dh))=1 'y dimKer(A—(1+ D) =1.

En resumen

Autovalor A 1 1—i | 1+i
Multiplicidad 2 1 1
dim (Ker (A — 1)) 2 1 1

Por el Teorema 6.5.9, A es diagonalizable sobre C.

1. Demostrar directamente que las siguientes matrices satisfacen su polinomio caracteristico:

1 1
1 2 3 2388 o 3 1
a) A=|4 5 6 b) B= c) C= 2 -1 -1
0 0 4 5
7 8 9 -2 -1 -1
0 0 6 7

0 0
2. Determinar todas las matrices A tales que A> = (0 O>'

1 0
3. Determinar todas las matrices A tales que A> = (0 1>.

4. Explicar por qué la siguiente demostracion del Teorema de Cayley-Hamilton es incorrecta:
«Como pa(X) = |A — x| si sustituimos X por A se tiene po(A) = |A — Al = |A — A] = O».
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5. Hallar el polinomio minimo de la matriz de la aplicacién lineal A: R* — R* dada por
AXy, Xy X3, Xg) = (X, Xy X3 F Xy, — X3+ Xy).
(Observar que la aplicacion A es la del ejemplo B de esta seccion).

6. Hallar el polinomio minimo de las siguientes matrices:

a) A= b) B= ¢ C=

S O N
S DO
N OO
S O N
S N =
N OO
S O N
S N =

0
1|
2

7. Decidir razonadamente si las siguientes aplicaciones lineales son diagonalizables sobre R:
a)  AXp, Xp, X3) = (X, —Xp F 2%, —2X; + 2X,).
D) AKXy, Xa, X3, Xa) = (Xg F Xg, Xy F Xo, =Xz F Xy, Xz — Xy).

C)  AlXys Xg, X3) = (%o + 3X3, 2X) = Xp = X3, —2X; = X5 — X3).

6.6. APLICACIONES LINEALES Y SUBESPACIOS INVARIANTES

Consideremos A: V — V una aplicacién lineal no nula en un espacio vectorial V de dimensién n
sobre un cuerpo [K. Si A no es inyectiva, siempre existen dos subespacios propios invariantes: el
nicleo y la imagen de A. Es decir, siempre se tiene

A(KerA) c KerA 'y A(m(A)) < Im(A).

La comprobacién de estos hechos se deja al lector.

En esta seccion daremos algunos resultados sobre subespacios invariantes de las aplicacio-
nes lineales que nos a ayudardn en la demostracién del Teorema de Jordan sobre la reduccién
de aplicaciones lineales a su forma «mads sencilla».

Lema 6.6.1

Sea A: V — V una aplicacion lineal en un espacio vectorial V de dimensién n sobre un
cuerpo [K. Si 4 es un valor propio de A, para todor =1, 2, 3, ...

Ker (A — D"

es invariante por A.
AN J

Demostracién. Recordar que (A — A1)" es la composicién de (A — A1) con si misma r ve-
ces. Si v € Ker (A — A)") podemos escribir At = (A — A1)0 + A0y, por tanto, basta demostrar
que (A — Ao € Ker (A — A1)"). Pero

(A= DA =D =A—-ID"5=A—-I)A—-)s=0,

lo cual prueba el resultado deseado.
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Si A: V -V es una aplicacion definida en un espacio vectorial complejo de dimensién fini-
ta, con matriz A respecto de una base fijada, el polinomio caracteristico

Pa(Z) = A — Al

de esta aplicacidn tiene tantas soluciones complejas contadas con su multiplicidad como el gra-
do del polinomio (este resultado se conoce con el nombre de teorema fundamental del algebra
y ha sido enunciado con anterioridad en el Capitulo 3). Si 4, es una solucién de p(4) = 0y 7,
es un autovector correspondiente a 4, el subespacio L(v,) = {a7,: a € C} es invariante:

A(at,) = aA(Gy) = a’oT, € L(@y).

Hemos probado el siguiente resultado:

Proposicion 6.6.2

Toda aplicacion lineal en un espacio vectorial complejo V de dimensién finita posee un
subespacio invariante de dimensién 1.

En el caso de que la aplicacion lineal esté definida sobre un espacio vectorial real, su poli-
nomio caracteristico puede tener todas las soluciones complejas y en este caso no podemos rea-
lizar el razonamiento anterior para obtener un subespacio de dimension 1.

Observar que si A = o + iff es un nimero complejo y ponemos z = X + iy € C, la aplicacion
lineal f: C — C dada por f(z) = Az se transforma en la aplicacién lineal ¢: R* — R? dada por

P(X, y) = (ax — By, Bx + ay).

La matriz de ¢ en la base dada es <; - ﬁ)
o

Andlogamente, si A = U + iV es una matriz compleja de orden n con U y V matrices reales
yZ =X+ iy € C", la aplicacion lineal f: C" — C" dada por f(Z) = AZ se transforma en la apli-
cacién lineal : R*" — R*" dada por

P, ) = (UX = V), (VX + Uy)).

v o)

En particular, si A es una matriz real, es decir si V = 0, la matriz de ¢ es
Uu o
0 U/

Toda aplicacion lineal A en un espacio vectorial real V de dimension finita posee un
subespacio invariante de una o dos dimensiones.

La matriz de ¢ en las bases fijadas es

Proposicién 6.6.3
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Demostracion.  Si el polinomio caracteristico pa(1) = |A — Al| de la aplicacién A tiene al
menos una raiz real, se procede como en el caso complejo para encontrar un subespacio inva-
riante de dimensién uno.

Supongamos, por el contrario, que pa(4) no posee raices reales y sea 4, = o + iff una de sus
raices complejas con 8 # 0. Consideremos la aplicacion lineal f: C" — C" que tiene por matriz
la matriz real A, es decir, f(Z) = AZ. Asi obtenemos que los elementos de Ker (A — 4,l) como
subespacio de C" satisfacen las ecuaciones matriciales

(o 6= 26

debido a los comentarios previos a esta proposicion y a que Ayl, = al, + ifl,. En conse-
cuencia, si Z, =X, + iy, es un autovector complejo correspondiente a Ay el subespacio
W = L(X,, Yo) = R" es invariante por A pues se tiene

AXg = oXo — BYo » AVo = PXo + oo (6.1)

Falta probar que W tiene dimension 2. Si X, e Y, fueran proporcionales tendriamos y, = yX, con
7 € R, y # 0. Entonces

AXy = (o0 = 7P)%o
con lo que A tendria un valor propio real, en contra de lo supuesto.

ota Sise mira la demostracion anterior, se deduce de (6.1) que la matriz de A restringi-
da a W con respecto a la base {X,, Yo} es
o f
— ﬂ o :

Sin embargo, con respecto a la base {X,, —Y,} la matriz de A es

o 526 D6 )

1
yaque C = < es la matriz del cambio de base y C ™! = C (ver observacién anterior al

0 —1
Teorema 6.3.3).

EJEMPLO A. El polinomio caracteristico de la matriz

1 -1 0
A=1|5 3 0
2 0 —4

es pa(4) = |A — Al = (—4 — J)(J* — 4J + 8). El autovalor real . = —4 nos permite obtener
un subespacio invariante de A de dimensién 1, a saber E;(—4) = Ker (A + 4l).
Como

5 —1 0\/x 0
5 7 0llx]|=|o0
20 0/ \x 0

E,(—4) = Ker(A + 41) = {a(0, 0, 1): a e R}

< X =0,%=0

es un subespacio invariante de A de dimensién 1.
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Para uno de sus autovalores complejos u; = 2 + 2i, resolvemos

-1-2i -1 0 Z, 0 (1+2hz, + Z, =0
5 1 —2i 0 L |=(0| < 5z, +(1 -2z, =0) <
2 0 —6-—2i/\z 0 22, —(6+2i)2;=0
, = — (1 + 2i)z,
= . .
2, =B+ Dz
Una solucién no nula es Z, = (3 + i, —1 — 7i, 1). Tomamos los vectores (reales)

7(1 = (3’ _1, 1) D) yl = (1$ _7, 0)
Estos generan un subespacio
W={a3, —1,1)+ b, =7,0):a, beR}

de dos dimensiones en R® que es invariante por A. Con respecto a esta base {X;, ¥} tenemos

2 2
Alw = :
w=(_33)

El lector puede comprobar que si se hace el razonamiento anterior para el valor propio
U, =2 — 2i se obtiene el mismo subespacio W.

* 0k ok

La otra observaciéon que haremos en esta seccidn se refiere a la matriz de una aplicacién
lineal A: V — V en un espacio vectorial V el cual puede descomponerse en suma directa de dos
0 mads subespacios invariantes respecto de A.

Supongamos que V=W, ®W, es suma directa de los subespacios W,, W, que son
invariantes respecto de A; recordemos que V=W, ®W, si y solo si V=W, +W, y
W, "W, = {0}. Sea {€,, ..., &} una base de W, y {€,,, ..., €,} una base de W,; como W, y W,
son invariantes tenemos:

;
AE) =) a8 ., I<i<r,
K=1

n
A(éj) = Z akjék , I + 1 SJ <n.
k=r+1

Luego la matriz de A respecto de la base {€, ..., €., €., ..., €,} tiene la forma

0 A,

con A, matriz de dimension r y A, matriz de dimensién n — r.

Se tiene, pues, que, en este caso, la matriz de A puede dividirse en «cajas» que corresponden
a las matrices de A restringida a cada uno de los subespacios invariantes. Los elementos que
estan fuera de estas «cajas» son todos ceros.



252 Capitulo 6. Valores y vectores propios. Forma de Jordan

Si se conocen M subespacios invariantes de A, que llenan todo V mediante una suma directa,
la matriz de A puede escribirse de la forma

A, 0

en una base convenientemente elegida.
La demostracion de este ultimo resultado es muy similar a la demostracién del resultado
anterior; el lector no tendrd ninguna dificultad para realizarla por si solo.

EJERCICIOS 6.6

1. En los casos siguientes, hallar los autovalores (reales o complejos) y los correspondientes
autovectores de C", y cuando haya un valor propio complejo u hallar el correspondiente
subespacio invariante en R", y la matriz respecto de la base {RealU, ImgU} de la restric-
cidn a este subespacio, donde U es un autovector complejo de autovalor p.

00 —1 1

0 b =l 1 -2 00 0 -1 1 1+i

01 0| b c) d) . ).

31 0 3 1 1 1 0 0 -1 1—1
01 0 0

2. Sea A € L(V) una aplicacion lineal invertible y W un subespacio vectorial de V invariante
por A. Demostrar que W es también invariante por A~ "

3. a)

b)

c)

Sea p(x) = x* + a,x* + a;x + a, un polinomio. Demostrar que el polinomio caracte-
ristico de la matriz

0 0 —8.0
A: 1 O _al
O l —8.2

es —pX).

Sea p(x) = x* + a;x® + a,x* + a;x + a, un polinomio. Demostrar que el polinomio
caracteristico de la matriz

00 0 —a,
O l 0 _a2
00 1 —a

es pP(x).

Generalizar los resultados anteriores para polinomios ménicos de grado n.

4. Considerar las siguientes afirmaciones:

i)

Todo polinomio p(x) € Py[X] tiene todas sus raices en [K.
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ii) Toda aplicacién lineal A: V — V, donde V es un subespacio vectorial sobre K de di-
mension finita, posee un subespacio invariante de dimensién 1.

El mismo argumento usado para demostrar la Proposicién 6.6.2 permite probar que i) =

ii). Demostrar que ii) = 1) (por lo que i) y ii) son equivalentes). Sugerencia: usar el aparta-
do c) del ejercicio 3 de esta seccion.

5. Sea A =U + iV una matriz compleja de orden n. Consideremos la aplicacién lineal
¢: R* - R*" inducida por A, es decir

P, ) = (UX = VY)', (VX + UY)).

Demostrar que A es real, es decir V = 0, si y solo si Sogp = ¢ °S donde S es la aplicaciéon
de R*" que tiene como matriz

6.7. EL TEOREMA DE JORDAN

Con la experiencia acumulada en los ejemplos que hemos realizado en las secciones preceden-
tes, nos disponemos a demostrar a continuacion el Teorema de Jordan para matrices y aplica-
ciones lineales, que es uno de los teoremas mds profundos del dlgebra lineal.

El lector que desee comenzar aprendiendo como se obtienen matrices de Jordan de una
matriz compleja puede pasar directamente a la seccion 6.8. Para matrices reales debe esperar
hasta la seccién 6.9. Es conveniente, sin embargo, que lea el enunciado del Teorema de Jordan
que se expone a continuacion.

Denominaremos matriz elemental de Jordan de orden Kk y autovalor A € K a la matriz J, (1)
de orden k cuyos elementos son todos nulos, excepto los de la diagonal principal, que valen /, y
los situados inmediatamente encima de la diagonal principal, que son unos. Por ejemplo:

O /1 s ‘]4(/0 =

O N =
o o o N
o O N o=
o~ = O
N =)

A1 !
Ji() = (), Jz(i)=<‘ > J() =10
0

N

y asi sucesivamente.
Llamaremos matriz de Jordan a cualquier matriz cuadrada formada por yuxtaposicion de
matrices elementales de Jordan a lo largo de la diagonal, de la forma

T, (21) 0
Ji(22)

0 ’ i G)

(7.1)
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- N
Teorema 6.7.1 (Teorema de ordan)
Sea A: V — V una aplicacién lineal en un espacio vectorial V de dimensién finita n sobre
un cuerpo K. Sean 4,, ..., 4, los valores propios distintos de A en . Sean m,, ..., m, nime-
ros naturales no nulos tales que

[T A= 4™ =o0. (7.2)

i=1

Entonces, existe una base B, llamada base de Jordan de V para A, respecto de la cual la

matriz de A es de la forma (7.1).
NS %

Reflexionemos sobre la condicion (7.2). Al escribir (A — ;)™ estamos usando una nota-
cion para escribir la composicién de A — /;1 con si misma m; veces. Al escribir

[TA-=4D™

i=1

estamos usando una notacién para escribir la composicién (A — 4, 1)™o-..o(A — A, 1)™. Obser-
var que, aunque la composicion de aplicaciones no es conmutativa, en este caso si conmutan ya
que A conmuta con si misma y con la identidad.

De forma mads general, si A es una aplicacién lineal como en el Teorema de Jordan y p(X),
q(x) € Py[x] son dos polinomios con coeficientes en [, entonces

P(A)°a(A) = q(A)°p(A). (7.3)

La demostracion se deja para el lector (ver ejercicio 5b)) observando que basta verificar
Aoq(A) = q(A)° A para cualquier polinomio q(X) € Py[X] y luego proceder por induccién en el

grado del polinomio p(X) € Py[X].
r

La condicién (7.2) dice que la aplicacién H (A — 4iD™ es la aplicacion nula. Si A es la
i=1
matriz de la aplicacién A en una cierta base, (7.2) dice que el producto de las matrices
(A— /D™ i=1,2,..,n, es la matriz nula.
El Teorema de Cayley-Hamilton (Teorema 6.5.2) asegura que pPa(A) =0 donde
pa(X) = |A — x| es el polinomio caracteristico de A. Si pa(X) pudiera factorizarse en K, es
decir,

;
pa) =c ] x—=2)D™ , . ek
i=1

tendriamos satisfecha la condicion (7.2). Esto sucede si I = C ya que por el Teorema funda-
mental del dlgebra todas las raices de un polinomio con coeficientes complejos estan en C y son
tantas como el grado del polinomio (contando su multiplicidad). Si K = R esto no sucede siem-
pre, y por tanto, no siempre podra usarse el Teorema de Jordan.

Comenzaremos enunciando y demostrando algunos resultados que nos serdn utiles en la
demostracién del Teorema de Jordan.
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e D
Lema 6.7.2

Sea A: V — V una aplicacion lineal como en el Teorema de Jordan. Si q;(X), ..., 0,(X) € Py[X]
son polinomios con coeficientes en K tales que

med. @O0, o) =1 si i #],

entonces
r
Ker g;(A) N < Y Kerqj(A)> ={0}, i=1,..,r.
\ iz )
Demostracion. Comenzaremos demostrando que si fijamos i, € {1, ..., r}, para cada
le{l, .. r}\{i,} setiene
Kerq,(A) = Ker< I1 qj(A)>. (7.4)
J#1o

En efecto, si v € Ker g;(A), se tiene que ¢;(A)(¥) = 0, y usando (7.3) concluimos

(H%mﬁ@=<flWM»MM®=<TlmMy®=6

J#io j#io | j#io |

Como la suma de subespacios vectoriales contenidos en uno fijo W es un subespacio vectorial
de W, de (7.4) concluimos

Y Kerqi(A) = Ker< 11 qj(A)>. (7.5)

1%, i#i

Ahora bien, nuestra hipétesis implica que g; (X) y || 0;(X) son polinomios primos entre si. Por
J#1o
la identidad de Bezout (Lema 6.5.4) existen a(X), b(X) € Py[x] tales que

a()g;,(x) + b [T g0 = 1.
1#1o
Luego

a(A) o g;,(A) + b(A)e [T g5(A) = 1.

i#io
Entonces, si v € Ker g; (A) N Ker< ]_[ q; (A)> se tiene
J#io

7= 1(0) = a(A) ° ¢, (A)@) + b(A)° [ g;(A)X®) =0 + 0 = 0.

i#io
Esto prueba que
Ker g (A) N Ker< I1 q,-(A)) = {0}. (7.6)
j # i()

De (7.5) y (7.6) se deduce la conclusién del lema.
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Corolario 6.7.3

Sea A: V — V una aplicacion lineal como en el Teorema de Jordan. Si 4, ..., 4, € K son
valores propios distintos de A y m,, ..., m, son nimeros naturales no nulos

Ker (A — 4™ m( > Ker(A — 4 I)mJ> = {0}, i=1,..,r.
=
Demostracion. Aplicar el Lema 6.7.2 con q;i(X) = (x — )™, i = 1, 2, ..., I, observando

que los g;(X) son primos entre si.

Lema 6.7.4

Sean A;, A,: V — V dos aplicaciones lineales en un espacio vectorial V de dimension fini-
ta sobre un cuerpo K que conmutan. Entonces

dim Ker (A, 0A,) < dimKer (A,) + dim Ker (A,). 7.7)

Demostracién.  Sea W = Ker (A, ©A,) y consideremos A; = Ay, i = 1, 2. Como A, y A,
conmutan,

AcW-W,  i=1,2.
Por el Teorema 5.4.2
dimW = dimIm (A,) + dim Ker (A,) (7.8)

Pero A1 oA, =0en W por definicién de W. Entonces Im (A,) = Ker (Al) ya que si v € Im (A,
v = A2(u) con U e Wy se tiene Al(v) A1 0A2(u) = 0. Luego dim Im (Az) dim Ker (Al) por
lo que de (7.8) se deduce

dim W < dim Ker (A,) + dim Ker (Az) dim Ker (A,) + dim Ker (A,).

A continuacion mostramos que el Lema 6.7.4 puede extenderse al caso de que se consideren
varias aplicaciones lineales.

4 N

Lema 6.7.5

Sean A, ..., A;: V — V aplicaciones lineales en un espacio vectorial V de dimensioén finita
sobre un cuerpo [K que conmutan entre si. Entonces

r
dimKer (A, ---0A) < ) dimKer (A).
i<

Demostracion. El Lema 6.7.4 nos da el resultado para dos aplicaciones lineales. Supon-
gamos, por induccién, que el resultado es cierto para cualquier nimero S de aplicaciones
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lineales B,, ..., Bs en un espacio vectorial con S < r. Tomemos ahora A;, ..., A,. Sea
W, = Ker(A,o---oA,) y consideremos

'&1 = A1|wr° "'(’Ar71|wr > '&2 = Aer,‘
Como las A; conmutan entre si Aj: W, — W, y por tanto
ArW,>W, , i=1,2.
Aplicamos el Lema 6.7.4 a A, A, y W, para obtener
dimKer (A, 0A,) < dimKer (A,) + dim Ker (A,).

Por la hipétesis de induccioén para Ay, ..., A, |y, deducimos

n—1
dimKer (A, 0A)) < Y dimKer (Ajly) + dim Ker (Ayly)
ji=1

;
< ). dimKer (A).
=1

Pero Ker (A, oA,) = W, = Ker (A, o ---oA,) por lo que queda probado el resultado.

e ™
Lema 6.7.6

Sea A: V — V una aplicacion lineal como en el Teorema de Jordan. Sean q,(X), ..., ;(X)
€ Pk[x] polinomios con coeficientes en KK tales que

m.c.d. (qi(x), g;(x)) =1 si i#].

r
Siqy(A)e---oq(A) = [] g;(A) = 0 se tiene que
i=1

V =Kerq,(A)® - @Kerq,(A).
N J

Demostracion. Las aplicaciones gj(A), j = 1, ..., I, conmutan entre si por (7.3). Por el
Lema 6.7.5.

r r
dim Ker( I1 qj(A)> < ). dim (Kerg;(A)).
=1 i=1
r r
Puesto que [ g;(A) = 0, se da la igualdad Ker< 1T g (A)) =V y tenemos
j=1 j=1

r
dim (V) < ) dim (Kerg;(A)).
i=1
La conclusién del Lema 6.7.2 y la férmula de Grassmann (Proposicion 4.4.2) nos permiten es-
cribir

dim (V) <

r
j=

dim Ker g;(A) = dim< Y. Kerg; (A)>.
=1

1
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r r
Pero )’ Kerg;(A) =V por lo que la desigualdad anterior nos permite concluir V= )" Kerg;(A).
j=1 j=1

Que esta sea una suma directa es debido a la conclusion del Lema 6.7.2.

Corolario 6.7.7

Sea A: V — V una aplicacion lineal como en el Teorema de Jordan. Si 4,, ..., 4, son valo-
res propios distintos de A 'y m;, ..., m, son nimeros naturales no nulos tales que

(A= ZD)Mo-0(A = 2,)™ =0,

entonces

V=Ker(A—/,D"® - ®Ker(A— D™
N J

Demostracién. Aplicar el Lema 6.7.6 con ¢;(X) = (x — 4)™, i = 1, ..., I, observando que
los Q;j(X) son primos entre si.

* 0k ok

Avancemos en la demostracion del Teorema de Jordan (Teorema 6.7.1). Si A es un valor
propio de la aplicaciéon A y S es un niimero natural no nulo, escribiremos

Ei(A) = Ker(A — Jil)®

para simplificar la escritura, como ya hicimos en secciones precedentes.
Con esta notacion, el Corolario 6.7.7 nos permite escribir

V=@ En4).
i=1

Por el Lema 6.6.1, los E, (4;) son invariantes por A. En consecuencia (ver la observacién del
final de la seccién 6.6) cada eleccion de una base B; de E,, (4), i =1, ..., I, nos da una base

B=B,u---uUB,
de V respecto de la cual la matriz de A es diagonal por cajas de la forma

7, 0

1

- . (7.9)
0 .
donde cada J;, es la matriz de la restriccion de A a cada subespacio invariante E, (4)).
Ahora tenemos que elegir, para cada i = 1, ..., r, una base adecuada B; de E, (4;) de manera

que J;, sea una matriz diagonal por cajas y cada caja sea una matriz elemental de Jordan.
Fijemos un valor propio 4 de A y formemos la sucesion de nticleos

EW)cE() - cE(A) ==V
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Como todos ellos estdn contenidos en un espacio vectorial de dimensién finita existe un nimero
natural no nulo § tal que Ey(1) = E,, (/); sea m el menor de estos nimeros naturales. Este ni-
mero tiene la propiedad de que a partir de €l todos los subespacios E,, (1), E;, 1 2(4), ..., coinci-
den con E(4). Este resultado estd contenido en el siguiente lema:

Lema 6.7.8
Si En(4) = Ep41(4), entonces En(4) = E4(4) para todo g > m.

Demostracion. La demostracién la realizamos por induccién en r, donde g = m + r. Si
I = 1 la conclusién coincide con la hipétesis y no es necesario demostrar nada. Supongamos
que el lema es cierto para = m + r y demostrémoslo paraq =m + r + 1. SeaX e E,, ;4 (1),
es decir,

(A= 2D A = 2hx = (A — D)™ T Ix = 0.
Por tanto, (A— AX € En. (1) =En(4A) (por la hipétesis de induccién); entonces
0=A—-D"A-IDXx=A—-D)""'X y, por tanto, X € E,, (1) =E,(A). Hemos probado

que E, (1) < E (1), de donde se deduce la igualdad puesto que la otra inclusion es trivial
de verificar.

Para cada i = 2, 3, ..., m consideremos la aplicacién lineal
Li: Ei(A)/Ei - () = Ei - ((D/Ei—5(D)
entre espacios cociente dada por
Li(@ + E;_ (D) = (A — AD(@) + E;_,(A).

Cada L; es una aplicacién inyectiva, i = 2, 3, ..., m. En efecto, si L;(@ + E;_ (1)) = 0 + E;_ (1)
se tendria (A — A1)(¥) € E; _,(4) y por tanto

(A =AD" %A — 21)@) = 0.
Es decir, 7 € E;_ (1), luego ¥ + E;_ (/) = 0 + E;_,(A). En consecuencia, la imagen por L;
de una base de E;(1)/E; (1) es un conjunto de vectores linealmente independiente en
Ei - 1(D/Ei 5 (A).
Sea p; = dimE;(1), i =1, 2, ..., m. Con p, = 0 se tiene

Qi = dim El(i)/Elfl(i) =Pi — Pi-1 i = 1’ 2’ eees M.
Ademds, por ser cada L; inyectiva, i = 2, ..., m, se tiene

Un S On1 < <G <q; =Py — Po = Py = dimE(4).

Escribamos la secuencia de aplicaciones inyectivas L; como

Em(A)/En—1(2) =2 Eny 1 (A)/Eny —2(2) =25 Epy o (1)/Epy _3(2) = -+ = Ex(D)/Ey(4) — E ().
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Construyamos ahora la base de Jordan que nos permitird escribir cada matriz J; de (7.9) como
una matriz diagonal por cajas y que cada caja sea una matriz elemental de Jordan.

& Tomemos Sy, = {0, 1, --» Um,q,} €N En(4) tales que

{Om1 + En1(D), s U g, T En—1(D}

sea una base de E(1)/E,,_(4) (ver seccidn 4.5).
Como L, es inyectiva, los vectores

Emfl,l + En_2(4) : Lm(ﬁm,l + En—1(1)

Dmfl,qm + En oA = I—m(ﬁm,qm +En ()
son linealmente independientes en E.,_,(1)/E,, _,(4). Sea

Smfl = {Emfl,l’ ) T)mfl,qm} < Emfl(/l)-

° A los vectores de S;,_, obtenidos en el paso anterior afiadir vectores

Om—1,qy+1> = Um—1,q,_,» €0 Em—1(4) tales que
{Umfl,j + Emfz(i)}?l}'

sea una base de E,_(1)/E,,_,(4) (ver seccion 4.5).
Como L, es inyectiva, los vectores

Emfz,l + Em73(/1) : mel(ﬁmfl,l + Em—z(/l))

Emfz,qm,l + Em73(/l) = I—mfl(ﬁmfl,qm,, + Emfz(l))

son linealmente independientes en E, ,(1)/E,, _5(4). Construimos as{

Smfz = {Emfz,l’ ) T)m72,qm,|} < Emfz(/l)-

Continuariamos este proceso m — 2 veces, habiendo elegido

S, = {172,1’ o 52,q3} < Ey(A)
de manera que

Uy 1 + Ei(A), .oy Ty q, 7 E1(A)
sean linealmente independientes en E,(4)/E;(4). En el siguiente paso se afaden vectores
U3, gy 415 -+ U2, g, €N Ex(4) tales que

(B + E(DI® |

sea una base de E,(1)/E;(4) (ver seccion 4.5).
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Como L, es inyectiva, los vectores
Uy = La(@, 1 + Ei(A), ..y Uy g, = La(Uy g, + E1(A)

son linealmente independientes en E,(4). Construimos asf S; = {7, i, ..., Uj q,} = E;(4) que es
un conjunto de vectores linealmente independiente en E;(4). Finalizar afiadiendo vectores
Uy g, +1s -+ Uy, q, €N E4(4) de manera que

{0115 c0s U1, gys =+ U1 gy 15 -+ U1, q, )

sea una base de E;(4).

Es conveniente que el lector observe el grafico de la figura 6.3 en donde se esquematiza la
construccién realizada. Tomemos los vectores de la tabla de la figura 6.3 por columnas de iz-
quierda a derecha, y dentro de cada columna de abajo a arriba. Es decir

B, = {011« U 15 ooos Uy, gyo -+ Um.gn) Y
U {01, g, 415 w0 Um—1,qn+ 15 =+ OLgy > =+ Om—1gy ) Y 77" Y
U AT g+ 15 U2 qs4 15 =+ Uty U2.g8 Y AD1,qy+ 15 =+ Ut q,}- (7.10)

El cardinal del conjunto B, es

Om + Om—1 + -+ 02 + q: = (pm - pm—l) + (pm—l B pm—2) + et
+ (P2 = P1) + (P1 = Po) = Pm — Po = P = dim E,(A).

Luego B serd una base de E (1) si demostramos que B; es un conjunto de vectores linealmente
independiente. Para ello supongamos que tenemos una combinacion lineal de la forma

Observar que |, j recorren los indices de los vectores de B,. Si no todos los c;; fueran cero sea r
el maximo indice tal que ¢, g # 0 para algtin . Por tanto

Ar r—1 g .
Z Cr,jﬁr,j + Z Z Ci,jﬁi,j = 0.
j=1 i=1j=1
En el espacio cociente E.(1)/E,_ (1) se tiene la igualdad
Ar r-1 g _
Z Cr,j(ar,j + Erfl(/l)) + Z Z Ci,j(Bi,j + Erfl(l)) =0+ Erfl(/l)-

J:l i:1j:1

Pero @ ; € E,_(4) parai =1, .., r — 1, por lo que la igualdad anterior se transforma en
o B -
Y i@+ Er () =0+ E,_ (D).
i=1

Los vectores {7, ; + E,_}j, son base de E.(/)/E,_ (1) por lo que concluimos que ¢, ;=0
para todo j = 1, ..., g,. Esto contradice que C, § # O para algtin s. Por tanto ¢; ; = 0 para todo i, J.
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Veamos ahora cudl es la matriz de Alg (4) en la base B;. Para los vectores de la primera
columna de la izquierda de la tabla de la figura 6.3 tenemos

Ay) = (A — ANy ) + A0, = 0+ ADy | = A0y,
A(?Z,l) = (A — D)@, + '}“52,1 =7t ‘/wz,l (7.11)

AW 1) = (A = D@ ) + A1 = Om-1.1 T AUy

Esto produce una matriz elemental de Jordan de orden m y autovalor 1

VIR T O
Jn() = L
0 "

El resto de las columnas del bloque 1 de la figura 6.3 también producen cajas de la forma J.,(1)
sin mezclarse entre si. Tenemos, por tanto, (,, matrices elementales de Jordan de la forma J,,(1)
colocadas en la diagonal de J,. Andlogamente, el bloque 2 de la figura 6.3 produce 0, | — O
matrices elementales de Jordan de la forma J,,,_ ;(4) colocadas en la diagonal de J,. Finalmente,
el ultimo bloque de la figura 6.3 produce (, — ¢, matrices elementales de Jordan de la forma
J;(4) = (4) colocadas en la diagonal de J,.

Poniendo este resultado en (7.9) queda demostrado el Teorema de Jordan.

Sea A: V — V una aplicacion lineal en un espacio vectorial V de dimension finita n sobre un
cuerpo K. Supongamos que el polinomio caracteristico de A puede factorizarse en Py[X] con
factores lineales, es decir

Pa(X) = ¢ n (x = 4)° (7.12)

i=1

con /; # J; y S; nimeros naturales no nulos (recordar que esto es siempre cierto cuando [ = C,
pero no cuando K = R). Por el Teorema de Cayley-Hamilton (Teorema 6.5.2) se cumple la
condicién (7.2) del Teorema de Jordan. En consecuencia, se puede elegir una base B de V res-
pecto de la cual la matriz de A es de la forma (7.1).

Al construir la base B en la demostracion del Teorema de Jordan hemos necesitado hallar
para cada 4;, I = 1, ..., r, el nimero natural no nulo m; para el cual la sucesién de niicleos

Ei(4) e Bx(4) & - cEp(d) = - =V

se estabiliza; es decir E;, (1) = E4(4) para todo g > m; y m; es el menor de estos nimeros.
Llamaremos a E,,(4;) autoespacio maximo asociado con 4;.

Aunque la condicion para encontrar el autoespacio maximo asociado con /; es clara, puede
resultar tediosa al tener que calcular las potencias de una matriz. El siguiente resultado nos dice
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que hemos hallado el autoespacio mdximo E,,(4;) cuando dim E,,(/j) = s;, donde S; es la multi-
plicidad de 4; en el polinomio caracteristico pa(X) (ver (7.12)).

Lema 6.7.9

Con las condiciones que acabamos de describir

dim Emi(ii) = Sj, i = 1, T

Demostracion. En la base de Jordan B dada en (7.10) la matriz de A es de la forma (7.9) y
cada J;, esta formada por yuxtaposicion sobre su diagonal de matrices elementales de Jordan de
distintos tamarios y autovalor 4;. Como el polinomio caracteristico no depende de la base elegi-
da y cada caja J,, tiene orden p,, = dim E,(4;) se tiene

PaC) = py¥) = [T (i = x0Pm  Zi# Ay, sii #].
i=1

Comparando esta expresion con (7.12) se deduce que S; = Py, = dimE,(4), i =1, .., 1.

EJERCICIOS 6.7

1. Escribir todos los tipos posibles de forma de Jordan de matrices de orden menor o igual
que cuatro.

2. Sea A una matriz real de orden 2 y C la matriz de un cambio de base; demostrar directa-
mente que traza (A) = traza (C~'AC), donde la traza de una matriz se define como la suma
de los elementos de su diagonal principal.

3. &) Si A es una matriz de orden 3 y C la matriz de un cambio de base, demostrar que
traza (A) = traza (C~ 'AC). [Sugerencia: utilizar el hecho de que el polinomio caracte-
ristico no depende de la base elegida.]

b) Generalizar el resultado anterior para matrices de orden n.

4. a) Demostrar que T K =T = ADT + AT 2+ o+ 250,

b) Siql)=a,+ai+ - +a,A"y q=al+aT+ -+ a,T", demostrar que:
A autovalor de T = Q(4) autovalor de ¢(T). (Este problema nos indica entre qué valo-
res buscar los autovalores para casos sencillos.)

¢) Determinar los posibles autovalores que puede tener T si: 1) T2=T; 2) T>=1;
HT"=Ln=349HT> =1

d) SiT es invertible y 4 es autovalor de T, demostrar que 2~ ' es autovalor de T~ '
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a) Supongamos que Ty S conmutan, esto es, TS = ST. Demostrar que Ker (S) e Img (S)
son invariantes por T.

b) Probar que si p y q son polinomios, entonces p(T)q(T) = q(T)p(T). En consecuencia,
Ker (q(T)) e Img (q(T)) son invariantes por p(T).

Dados T, S € L(V), dimV = n, tales que ambos poseen N autovalores distintos dos a dos
(no necesariamente iguales), probar que TS = ST < T y S tienen los mismos autovec-
tores.

Si /o no es un autovalor de A, demostrar que A — /| es un automorfismo de Ey(4), donde
/. es un autovalor de Ay E,(4) es su autoespacio médximo.

Una aplicacion lineal T se dice nilpotente si existe k € N tal que T* = 0; si, ademds,
T 10, ak se le llama orden de nilpotencia de T.

Dada T € L(V) nilpotente, se dice que es nilciclica si existe U € V tal que
V=L®UTUu TG, .., T* '0), con T* 't # 0.

Si T es nilciclica con orden de nilpotencia Ky U € V es tal que V = L(U, TT, ..., T 'G),
demostrar que {U, T4, ..., T lU} es una base de V.

Sit, =T 4, u,=T"20,..,U,_, =Tu, U,=U,con Uy T como en el ejercicio 8, en-
contrar la matriz de T en esta base.

01 0 0
) 00 1 O " , ..
SiT= 00 0 1l calcular T" para todo n € N. Demostrar que A = 0 es el tGnico
00 0 0
autovalor de un operador nilpotente (ver ejercicio 4).

OBTENCION DE LA FORMA DE JORDAN COMPLEJA
DE UNA MATRIZ

Ya hemos comentado en la seccién anterior que el Teorema de Jordan se aplica cuando K = C
porque todo polinomio con coeficientes en C puede factorizarse en factores lineales. En esta
seccion daremos ejemplos de como se obtiene la forma de Jordan compleja (a veces saldra con
elementos reales) de una aplicacion lineal o de una matriz.

Comenzaremos haciendo un resumen de como se obtiene la base de Jordan, a modo de guia

para seguir en los ejemplos de esta seccion.
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1y

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Dada una aplicacién lineal A se comienza calculando los autovalores; sean estos
Ay oy Ar € C, con multiplicidades S, ..., S,, respectivamente, con S; + -+ + S, =n
(n = dimension del espacio vectorial V en el que estd definida A).

Para cada autovalor / se calcula la cadena de subespacios

Ei(D) € Ex(D) & - FER(D) = Ep (D) = -+

donde E4(1) = Ker (A — A1)°, s = 1, 2, ... La secuencia anterior se estabiliza después
de un cierto ndmero de pasos m (el subespacio E,(1) se denomina autoespacio maxi-
mo asociado a 4). El valor de m puede obtenerse sabiendo que dim E(4) = multipli-
cidad de 4 en pa(X).

Nota. Es conveniente ahora observar la figura 6.3.

Elegir Uy, 1, ..., U g, €n En(4) tales que
{Om1 + En—1(D), s Oy g, T By (D)}

sea una base de E,(1)/E,,_(2) (Qy, = dimE (1) — dim E, _,(1)). Estos vectores for-
man la primera fila de la tabla de la figura 6.3.
Hallar

Bm*l,l :(Aiil)ﬁm’l, ...,T) :(Aiil)ﬁm’qm

m—1,0n

que son los g, primeros vectores de la segunda fila de la tabla de la figura 6.3. Com-

pletar esta fila de la tabla con vectores Un,_ g 415 -» Um—1.q, , €0 Em—1(4) tales que
{Dmfl,j + Emfz(/l)}]ggil]

sea una base de E,,_ ;(1)/E,_»(4) (Oy—; = dimE,,_ (1) — dimE,_,(1)).

Continuar el proceso anterior hasta obtener los elementos v, i, ..., Uy g, U1 q,+15 -

Uy gy p» s Ulgs+10 s U1 g, d€ E{(4) que estan en la dltima fila. Si fuera necesario

estos elementos se completan con los vectores Uy ¢, 4 1, -, U1 q, d¢ manera que todos

ellos sean una base de E,(4).

Escribir la base B, en el siguiente orden: por columnas de izquierda a derecha y en

cada columna de abajo hacia arriba (ver figura 6.3). La matriz de Al (;, en la base B,

estard formada por matrices elementales de Jordan de la forma J,(4) descritas al co-

mienzo de la seccién 6.7.

Repetir los pasos 2) a 6) para cada autovalor 4;, i = 1, ..., r; por el Corolario 6.7.7,

B =B, u---UB, eslabase de Jordan de Ay en esta base la matriz de A es su forma

de Jordan J.

i ra64d

EJEMPLO A. Tratemos de encontrar una forma de Jordan J de

1 0 2 -6
A= 01 -1 3
0 0 1 3
0 0 0 2

y una matriz P tal que AP = PJ.
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Puesto que |A — Z1| = (4 — 1)’(A — 2), los autovalores de A son A= 1 (triple) y u =2
(simple). Calculamos E (1) = Ker (A — 1):

00 2 —6\/x 0
0 0 -1 3 [ %] [0 X; =10
00 0 3]lx/| |o {x4=0}’
00 0 1/\x/ \0

E/(1)=L{(,0,0,0), (0,1,0,0)}.

Calculamos E,(1) = Ker (A — 1)*:

00 2 —6\2/x 0 00 0 0\/x 0
00 —1 3|[x 0 00 0 0|[x 0
= <= = <:>X4—0,
00 0 3]|x 0 00 0 3[|x 0
00 0 1/ \Xy 0 0 0 0 1/\x4 0

E,(1) =L{(1,0,0,0), (0, 1,0, 0), (0,0, 1, 0)}.

Como dim (E,(1)) = 3, que es la multiplicidad de 4 = 1, E,(1) es el autoespacio maximo co-
rrespondiente a 4 = 1.
Como E,(1)/E,(1) tiene dimensiéon 3 — 2 = 1, tomamos

Uy, =(0,0,1,0)
de manera que v, ; + E;(1) es base de E,(1)/E,(1). Hallamos
U= A= D@y =2, —1,0,0) € Ey(D).
Finalmente elegimos
v;,=(1,0,0,0) e E(1)
de manera que {7, ;, U; ,} sea base de E,(1). Para
B, = {v11 ﬁ2,1’ Uy o),

base de E,(1) se tiene

AW, ) =A =D, +7,, =7,

Ay ) = A= Doy + 0, =70, 70y,

Al ) =A = DU, +7,,=7,,

luego en la base B, la matriz de Alg es

SIS =
S| = =
— o O
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Finalmente calculamos E,(2) = Ker (A — 21):

—X +2x; —6x, =0 X; =
0 -1 -1 3|[x 0 : ’ ¢ :
= <> *Xzi X3+3X4:0 A X2: N
0 0 —1 3||x 0
- X3+3X4:O X3:3X4

0 0 0 0/ \Xy4 0
E,(2) = L{(0, 0, 3, 1)}.

Tomando v, = (0, 0, 3, 1) se tiene que
B = {U11, Va1, 01,2, Uy}

es una base de Jordan de A y su matriz de Jordan es

1 1]0/0

7= 0O 1/0/]0

0 0|10

0 0|02
2 01 0

con P = 000 la matriz del cambio de base.
01 0 3
0 0 0 1

EJEMPLO B. Reducir la matriz A = a su forma de Jordan y encontrar P

o O O O =
S O O = N
S O = N W
S Do OO
— = O O O

tal que AP = PJ.
Puesto que |A — /1| = (A — 1)*(A — 2), los autovalores de A son 4 = 1 (cuadruple), u = 2.
Calculamos E,(1) = Ker (A — I):

2%, + 3% =0
26=00 X =X3 =%, =Xs=0
2%, = 0 ’
Xt X =0

Ei(1) = L{(1, 0,0, 0, 0)}.
Calculamos E,(1) = Ker (A — 1)*:

(A—1)?=

=l elelele)
S o O O O
(= e N =
S = NN B~
S = NN O O
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Luego E,(1) tiene por ecuaciones implicitas 4x; + 6x4 = 0, X, = 0, X5 = 0. Por tanto:
E,(1) = L{(1, 0,0, 0, 0), (0, 1, 0,0, 0)}.

Calculamos E5(1) = Ker (A — 1)*:
14

(A—1)=

S O O O O
S O O O O
oS O O o O
S = N B

S = N R~

Por tanto,
Es(1) = L{(1,0,0,0,0), (0, 1,0, 0,0), (0,0, 1, 0, 0) }.
Calculamos E,(1) = Ker (A — 1)*:

00 0 14 14
000 4 4
A-D*=10 0 0 2 2]
000 1 1
000 0 O

Por tanto,
E.(1) = L{(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0), (0,0, 1,0, 0), (0, 0,0, I, —D}.

Como dimE,(1) = 4 es la multiplicidad de A = 1, E4(1) es el autoespacio maximo. Como las
dimensiones de E;j(1), i =1, 2, 3, 4 son 1, 2, 3, 4, basta elegir

U417 =1(0,0,1, =1) e E,(1)
puesto que v, ; ¢ E;(1). A continuacién tomar
U3, = (A= Doy, =1(0,0,2,0,0) e E5(1)
Uy = (A= Do, =1(6,4,0,0,0) € Ex(1)
U1, = A= Do, =(,0,0,0,0) e E(1).
Para el conjunto B, = {7, |, U5 ¢, U3 1, U4 1} se tiene
A, ) =A— Doy, +7,,, =1,
A ) = (A= Doy, + 0, =0y + 0y,
Az ) = (A= Dig + 05, =10, t 03,
A(E4,1) = (A~ |)54,1 + 54,1 = 63,1 t 0y

Luego la matriz de Al ;) en la base B, es

S O O =
S O = =
S = = O
—_—_ 0 O
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Calculamos Ker (A — 21) = E(2):

-1 2 30 0\ /% 0
_Xl + 2X2 + 3X3 = 0
0 -1 2 0 01X, 0
_X2 + 2X3 = 0
0 0o -1 2 01| %|=10]| < ,
_X3 + 2X4 = 0
0 0 0 0 11X, 0 . =0
0 0 0 0 —1/ \xs 0 >
Ei(2) =L{(14,4,2,1,0)}.
Tomar o5 = (14, 4, 2, 1, 0). En la base
B= {01, 15 02,15 U315 Ua 15 s}y
que es una base de Jordan de A, la matriz de la aplicacion A es
J == b
y la matriz del cambio de base es
8 6 0 0 14
0 4 0 0 4
P=10 0 2 0o 2.
0 0 O 1 1
00 0 -1 o0
*k * *
EJEMPLO C. Tratemos de hallar la forma de Jordan de la matriz
0 1 -1 0
0 -1 0 1
A= .
1 1 0 0
0 —2 0 1
Sus autovalores satisfacen la ecuacién (1> + 1)(A*> + 1) =0 y, por tanto, son A =1, u = —i
(ambos dobles).
Calculamos E,(i) = Ker (A — il):
=i 1 -1 0 z 0 .
. ! —iz,+t2,—-23=0
0O —-1—-1 0 1 Z, 0 .
. = = 2, t2,—iz3=0,
1 1 =1 0 Z3 0 .
. 2, = +0z,
0 -2 0 1-—1i/\z 0

E.(h) =L{(1,0, 1, 0)}.
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Calculamos E,(i) = Ker (A — il)*%

-2 —2-2i 2i 1 Z, 0
i o 4z —i
A—il)y= O_ 2 _2| 0 21 | _ 0 - (. 1 |?z2 |z4’
—2i —2i -2 1 Z5 0 2z, + (1 +1)z, — 2iz; =0
0 4i 0 —2-2i/\z 0

E,(i) = L{(,0,1,0), (0, 1 +1i, 1, 2i)}.

Puesto que dim E,(i) = 2 = multiplicidad de i, aqui se estabiliza la cadena de subespacios.
Tomamos

0 =1 1 -1 0 0 i
_ 1+l _ L -1—-1 0 1 1+i 0
Up1 = 1 s 010 = (A= 1o, = 1 i 0 1 = 1l

2i 0 -2 0 1-1 2i 0

La matriz de Alg, en la base B; = {7, 1, 7, ;} es

(o 1)

Para calcular E,(—1i) = Ker(A + il) observamos que A+ il =A —il; luego el sistema
(A +il1)Z = 0 es equivalente al sistema (A — il)z =0, que coincide con el sistema utilizado
para calcular Ker (A — il) excepto que Z es sustituido por Z. Entonces

E/(—1)=L{(—i,0,1,0)}.

De manera similar se tiene
EZ(il) = L{(il, 0’ 1’ 0)’ (09 1 - i’ 1$ 72')}’

Aqui se estabiliza esta cadena de subespacios ya que dim E,(—1i) = 2 = multiplicidad de —i.
Podemos elegir

U, =0,1—-1i1i, —2i) , U,=(-1,01,0)
que son los vectores conjugados de v, ; y U; | respectivamente. Como
Ay ) = A —ihg  +iv, =iV,
Ay,1) = (A — i)y + 10, =Ty + iy,
A, ) = A+ ihu,, — it , = —ily

A(UZ,I) =(A+ iI)U2,l - mz,l :Hl,l - iUZ,l
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la matriz

es la forma de Jordan (compleja) de A en la base B = {v; 1, v, 1, Uy 1, Uy ¢}

EJEMPLO D. Considerar la aplicacién lineal A: C® — C° dada por
A(Xl, X2, X3, X4, X5, X6) = (3X1, 2X2, X2 + 2X3, 4X4 - 4X5, X4, _X4 + 3X5 + 2X6)

en una cierta base. La matriz de A con respecto a esta base es

310 0 0 0 0
012 0 0 0 0
A= 0j1 2 0 0 0}
00 O 4 —4 0
010 O 1 0 0
010 01]—-1 3 2

Su polinomio caracteristico es po(X) = |A — xI| = (3 — x)(2 — X)°. Pongamos 1, = 3 (simple),
/s = 2 (quintuple).
Para 4, = 3 tenemos

E,(3) =L{(1,0,0,0,0,0)},

con lo que podemos tomar U; = (1, 0, 0, 0, 0, 0).
Para 4, = 2 calculamos E;(2) = Ker (A — 21):

100 0 00 /x\ /0
000 0 0 0|[x| [0 X; =0
010 0 0 0|x|_[o X, =0
000 2 -4 oflx| o] T jx=0f
000 1 -2 0llx| lo Xs =0
000 -1 30 \x o

E,(2) = L{(0,0, 1,0, 0,0), (0,0,0, 0,0, 1)}.

Calculamos E,(2) = Ker (A — 21)%
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(A—21)7 =

) X, =0
’ X, — 2Xs = 0]’

Ex(2) = {(X1, Xa5 X3, X4, X5, Xg) € C*: X =0, X4 —2xs=0}.

S O O o O =
S O O O O O
S O O O O O
- o O O O O
N OO O O O
S O O O O O

Se comprueba que
E3(2) = {(X;, Xa, X3, Xg, X5, Xg) € C: %, = 0},

por lo que dim E;(2) = 5 = multiplicidad de /,. Tenemos las dimensiones (P;, P,, P3) =(2, 4, 5)
por lo que la nomenclatura de la figura 6.3 es en este caso

U3
U2 U2 2
U1 V1,2

Elegimos 75 ; = (0, 0, 0, 1, 0, 0) de manera que 73 ; + E,(2) es base de E;(2)/E,(2) porque
U5.1 € E5(2)\E5(2). Tomar

U, = (A =205, =1(0,0,0,2,1, —1) € E;(2).
Elegir 7, , = (0, 1, 0, 0, 0, 0) € Ex(2) de manera que
{01 T E1(2), 05, + E4(D)}

es base de E,(2)/E,(2). Elegimos

v, = (A —-20)v,,=1(0,0,0,0,0,1) € E;(2)

Uy,=(A—-20)1,,=1(0,0,1,0,0,0) € E;(2)
Se tiene

A, ) = A -2, , + 206, , =20, ,

AUy ) = (A —21)0, | + 20, =0, | + 20,

A5 ) = (A — 2005 | + 205, =T, + 205,

A, ) = (A =210, , + 20, , = 20, ,

A0, 5) = (A = 200, 5, + 20, 5, = 1y 5, + 20, 5.
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Luego en la base B = {U}, U, , U, 1, U3, U1.2, U2»} la matriz de A es

S OO O O |w
S OO O O
S OO N = |O
S O = OO
S NDIO O OO
N = O O OO

EJERCICIOS 6.8

En los ejercicios siguientes hallar la forma de Jordan de la matriz dada y la matriz del

cambio.
6 -9 5 4
1 A= 7 —13 8 7 .
8 —17 11 8
1 -2 1 3
31 -1 —1
0 2 0 1
2. B= .
1 1 1 0
0 0 0 2
20 0o -2
5 2 =2 2
3. C=
31 0 -3
1 0 0 0
1 -1 -1 -1 -1
1 3 1 1 1
4, D=0 0 2 0 0
0 0 0 1 —1
0 0 0 1 3

5. Calcular la forma de Jordan de la matriz A para los distintos valores de a € R, donde

a a 0 0
A= 0 a 1—2a 1—2a

0 0 1 0

0 0 0 1

6. Hallar la forma canénica de Jordan de la aplicacién derivacién, D, en P$[X].
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6.9. FORMA DE JORDAN REAL DE MATRICES REALES
CON AUTOVALORES COMPLEJOS

Aunque una aplicacion lineal esté definida en un espacio vectorial real, su forma de Jordan,
obtenida como en las secciones 6.7 y 6.8, puede ser compleja. Dos muestras se tienen en el
ejemplo B de la seccion 6.3 y en el ejemplo C de la seccidn 6.8. En esta seccion trataremos de
dar una «forma de Jordan real» de toda aplicacion lineal definida en un espacio vectorial real de
dimension finita.

Si la forma de Jordan de una matriz A obtenida mediante el procedimiento de las secciones
6.7 y 6.8 es real, a esta se le llama forma de Jordan real de A; si, por el contrario, alguno de los
autovalores de A es complejo se dard en esta seccion su forma de Jordan real.

Comencemos con una matriz real A de orden 2. Si su polinomio caracteristico tiene una raiz
compleja 4 = o — iff, f # 0, también su conjugada 4 = o + if§ es raiz. Hemos probado en la
seccién 6.3 que A es equivalente a la matriz

-

y mostrado cdmo se halla el cambio de base tomando las partes reales e imaginarias de un auto-
vector complejo del autovalor 4. En el caso de matrices reales de orden 2 todas las posibilidades
se han descrito en el Teorema 6.3.3.

Estudiemos ahora el caso de una matriz real A de orden 3. Si su polinomio caracteristico
tiene una raiz compleja, debe tener su conjugada como raiz, ya que el polinomio tiene coefi-
cientes reales. Por tanto, al menos una de sus raices debe ser real. Sean

AIER,;Q:O(_iﬁeC,;L3:OC+iﬁ:)TzeC

con f # 0, los tres valores propios de A. Como son distintos, la matriz A es diagonalizable
sobre C (ver Proposicién 6.2.5). Sea U, un autovector real de A con autovalor A, y sean
Z,, 7 vectores propios complejos de A con valores propios 4, y 45 respectivamente. En la base
{U,, Z,, Z;} la matriz de la aplicacién A es

A 0 0
0 4, 0.
0 0 /s

Para hallar la forma de Jordan real de A se procede de la siguiente manera. Escribir
7, = X, + iy, con X,, Y, vectores reales. De A(Z,) = (« — iff)Z, se deduce

ARy) +IAY,) = (o — If)(Xy +1¥2) = (aXy + fY,) + 1(aY, — BX,)
por lo que se tiene

AXy) = oX, + By, }
A(Yy) = — X, + oy, '
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La matriz de A en la base B = {U}, X, ,} es

que es una forma de Jordan real de A en este caso.
Teniendo en cuenta también los casos en los que los valores propios sean reales, del Teore-
ma de Jordan (Teorema 6.7.1) se deduce el resultado siguiente.

Teorema 6.9.1 b

Dada una matriz A € 5, ;(R) siempre puede encontrarse una matriz J € Jl; . 3(R) de una
cualquiera de las formas

A 0 O A 110 A1 0

0 4 O , |0 A4 O, |0 A4 1 :

0 0 /4 0 0|4 0 0 /4 0|f «
con Ay, Ay, A3, o, f € R, f # 0, y una matriz R € Jll;, ;(R) con determinante no nulo tal
que

A=RIR "

La matriz J se denomina matriz de Jordan real de A.

J

Observacion. El Teorema 6.9.1 tiene también una versién para aplicaciones lineales
A:V -V, donde V es un espacio vectorial real de dimensién 3. Se invita al lector a que escriba

el enunciado.

EJEMPLO A. Encontrar una forma de Jordan real J de

2 0 -3
A=(0 -1 0
1 0 —1

y una matriz real R tal que AR = RJ.
La ecuacion caracteristica de Aes — 2> — 1 = 0, con lo que sus autovalores son las solucio-

nes de 2* = — 1, es decir,
il :71’ izze*niﬂiz 1 7'\/5 Izzeni/SZ 1 +2|\/§
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Al autovalor A, = —1le corresponde la matriz elemental de Jordan J;(—1) = (— 1) y al par de
autovalores conjugados 4, y 4, le corresponde la matriz

12 -3k
<\/§/2 12 )

con lo que

-1 o0 0

0 12 =3
o1l V3 2

1—-iy/3 1—-i/3
Para encontrar R calculamos E;(—1)=Ker(A+1) y E, < \/> =Ker <A — (f) I>:

J =

2
30 -3 0
Xl 3X1=3X3
00 0ffx|=|0] = 7' Bt = E(-D=L{010).
1 0 0/\x 0 !
3/2+(\/§/2)i 0 -3 z,\ /0 ,=0
0 —3/2+ (/3 0 nl=|0]=q, (3 3\ 1=
1 0 —3/2—(\/5/2)i z,) \0 2 2 )"

()l o)

3 3
U,=0,1,0, %= (2,0, 1>, Yo = (f,o, 0>

Tomando

se tiene

0 32 -3
R=[1 o0 0.
0 1 0

El lector puede comprobar ahora que en la base {U, X,, ¥,} la aplicacion dada por A tiene como
matriz J.

*k & *

Consideremos ahora A € Jl,, . ,(R). Denotemos por A a la aplicacion lineal definida en R"
que tiene a A como matriz en la base candnica de R", esto es A(X) = A-X. Si A tiene n autovalo-
res reales (contando su multiplicidad) se puede aplicar el Teorema de Jordan (Teorema 6.7.1) y
su forma de Jordan real es de la forma (7.1) con 4,, ..., 4 € R.

Supongamos que al menos uno de sus autovalores es complejo. Sea A = o — iff (f # 0) este

autovalor. Como A tiene eclementos reales, 4 = o + iff es también autovalor de A ya que si
|A — Al| = 0 se tiene

IA— 71 =|A— il =0.
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La matriz A también define una aplicacién lineal A: C"— C" dada por
A@)=A-7=A-(X +iy) = A-X + iA -V, cuya matriz en la base canénica de C" sigue siendo A.

Como las ecuaciones (A — A1)*-Z = 0 son equivalentes a (A — /I )<.Z2 =0, las bases de los
autoespacios maximos E, (1) y Emz()T), que producen la base de Jordan (ver figura 6.3) pueden
elegirse conjugadas y m; = m,.

Recordar que cada columna de la tabla de la figura 6.3 producia una matriz de Jordan ele-
mental. Vamos a mostrar como se obtiene una matriz de Jordan elemental real a partir de cada
una de estas columnas para el autovalor 1y su correspondiente columna de vectores conjugados
para /. Sean

E={?,..0n , E={W,.. W,

los vectores de esta columna, con W; conjugado de ©j, j = 1, ..., m. Las relaciones (7.11) se
escriben en este caso como

A@,) = /1,
A(Bj) = ﬁj,l + }“EJ , J = 2, ey M ’

9.1)
AW,) = 1W,
AW) =W,_, + AW, , j=2, .., m}'
Sean
X; = Re (7)) = % @ + W)
, j=1,..,m, 9.2)

1
yj = Img (7)) = 5i @5 — W)

vectores con coordenadas reales que son las partes reales e imaginarias de vj, respectivamente.
El conjunto de vectores dado en (9.2) es linealmente independiente sobre R; en efecto, si
tenemos

se tiene

n _
0= _Q_*_ |
0=2a 5 * b

m

.1z o
=1 j=1

Como EUE es un conjunto de vectores linealmente independiente sobre C se tiene
o — ;= 0, o5 + iy = 0, de donde se deduce o; = f;=0,j =1, ..., m.
Utilizando (9.1) se tiene

1 1 1
Ay =5 [A@) + AW =2 (o~ ipyo; + 5 ipwW,

v, + W, U, — W

1 - -
- = oX; + s
2i aX; + By,
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1 1 1
A = 5 [AG) = AW = - (@ = ip)o, — 5 @ ip)W,

= ay, — pX,.
De nuevo por (9.1) para k = 2, ..., m se tiene

1 1 1
AX) = 5 [A(W) + AW)] = 5 (U1 + (¢ — 1P)T] + 5 Wy + (o + i)W, ] =
= X1 T X + Yk

1 1 1
Ay = 2 [A(W) — AWY] = 2 [U—y + (¢ — iB)T] — Y Wy + (@ + i)W ] =

= Y1 + oYk — B
Por tanto, si elegimos
B= {Xl’ Vl? XZ’ y2’ ey Xm’ ym}

la matriz de la aplicacién A restringida al espacio vectorial real generado por B es

o —p|1 0
p ol 0 1 0
o - 1 0
0 1
b e . ©93)
1 0
0 1
0 o =B
p o

Esta matriz estd formada por la yuxtaposicion sobre su diagonal principal de las matrices

o - . . L. . ..
< 8 ﬁ), que corresponden a matrices de la aplicacion lineal A restringida a subespacios in-
o

variantes de dimensién dos asociados a A = o — if§, con matrices identidad de orden 2 encima
de la diagonal principal y ceros en el resto. Las matrices (9.3) son matrices elementales de Jor-
dan reales para el autovalor complejo A = o — iff (f # 0).

Con las indicaciones dadas ya podemos hallar matrices de Jordan reales, como se muestra
en el siguiente ejemplo. El enunciado del teorema, asi como la demostracién de que siempre se
obtiene una base con el procedimiento descrito se muestran después del ejemplo.
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EJEMPLO B. Sea

0 1 =1 0
-1 1
A= 0 0
1 1 0 0
0 -2 0 1
la matriz del ejemplo C de la seccién 6.8. Sabemos que sus autovalores son 4 = —i, A =i (do-

bles) y los autoespacios maximos (complejos) son E,(—1i), E,(i) y ambos tienen dimensién 2.
Por el ejemplo C de la seccion 6.8 una base de Jordan compleja para la aplicacién definida
por A es

U, =(—1,0,1,0), 05, =, 1 —1i, 1, —2i),w, = (1,0, 1,0),w, = (0, 1 +1i, 1, 2i).
Tomando

y(’1 = (0’ 0’ 1’ O)’ V[ = (71’ 0’ 0’ O)s XZ = (0, 1, la O), 72 = (O, 71’ 03 72)

se tiene que B = {X,, V,, X, Y} es base de R* y en esta base la matriz de A es

0o —1]1 o0
ltoolo 1
=10 0lo -1

0 0/1 0

Este resultado puede comprobarse directamente aplicando A a cada uno de los vectores de B
ya que

AX) =Y, AYD =X, AX) =X +Y AN =Y, — X

Teorema 6.9.2 (Teorema de ordan real)

Dada una matriz A € Jl,, . ,(R) siempre puede encontrarse una matriz J € M, . ,(R) forma-
da por yuxtaposicion sobre la diagonal principal de matrices elementales de Jordan J,(4)
y matrices de la forma (9.3) con f§ # 0, y una matriz R € Jl,, . ,(R) con determinante no
nulo tal que

A=RJR .

La matriz J se denomina matriz de Jordan real de A.
N Y

El lector puede escribir este resultado para aplicaciones lineales definidas sobre un espacio
vectorial real de dimension finita.

Demostracion. El polinomio caracteristico de A puede escribirse de la forma

n; n,
pa) =c [T x = 2% [T x — ", 4 € R, g € C\R distintos. (9.4)
j=1 j=1
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Si yj = o5 + iB;, pj # 0, puesto que A es real sabemos que y; = o5 — iffj es también raiz del
polinomio caracteristico. Como

X = X — ) = (x = 05> + B} = g(x),
a partir de (9.4) podemos escribir

j=1

Pa00) =c [T x = A% [T [(x — o)® + B{15, 9.5)
i=1

que es la factorizacion real de pa(X). La factorizacién se ha elegido de manera que todos los
factores son distintos. Puesto que pa(A) = 0 por el Teorema de Cayley-Hamilton (Teore-
ma 6.5.2), por el Lema 6.7.6 podemos escribir

V= <@ Ker (A — ;Lj|)51> @ <@ Ker g (A)‘J). (9.6)

=1 j=1
Sean

n; m,
E,= @ Ker(A— 41" , E,= @ Kerg;(A"

i=1 j=1

En cada subespacio Ker (A — /;1)% puede encontrarse una base de Jordan como se indic6 en
la seccién 6.7, que estard formada por vectores reales ya que 4; € R. Ademads, aplicando el
Lema 6.7.9 a Al se tiene que

dimKer(A — 41 =s, j=1,..,n,. 9.7)

La base que hallaremos en Ker g (A)Y se har4 siguiendo el procedimiento descrito antes del
ejemplo B. Como

n, m, m,
[T = mo¥= T &=t [T x — pzp)"
k=1 i=1 j=1
con 2m, = n, podemos considerar los autoespacios complejos
Ker (A — i1)% , Ker(A — )b
En cada uno de estos autoespacios tenemos una base de Jordan compleja
E= {0 .. 0} , E={(W,.., W}

que pueden elegirse conjugadas, es decir W; es conjugado de @, i = 1, ..., tj. El cardinal de cada
una de estas bases es tj por el Lema 6.7.9.
Escribimos ahora

)y YT

Xi:

Un razonamiento similar al que sigue a (9.2) prueba que

B = {Xs woos Xgp V1o oo Vi ) (9.8)
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es un conjunto de vectores linealmente independiente. Ademds B < Ker g (A ya que
i (A (X)) = > [G;(A)" (@) + g;(A)"(Wp)] =

1 _— . : — b
= S IA = DA = @) + (A = gh(A = ) W)] =
=0
porque ; € Ker (A — gl )i, W; e Ker (A — /ljl)tl. Notese que en las igualdades anteriores se ha

usado la propiedad de conmutacion (7.3). Por tanto X; € Ker g (A)Y. De manera similar se prueba
que V; € Kerqj(A)tJ, =1, ..t

Lo tnico que falta probar es que B, dada en (9.8), es base de Kerg; (A)Y. Ya sabemos que
dim Ker g;(A)Y = 2t;, 9.9)
ya que B es un conjunto de vectores linealmente independiente en Ker g (A)l. De (9.5)

n, m,
n=> SJ'+2.thi
i

j=1
y de (9.6) y (9.7)

n; my
n= ) dimKer(A — %)%+ Y dimKerg;(A)' =

i=1 i=1
Ny my
=Y s+ ) dimKerg;(A)"
i=1 i=1
Luego

m, m,
Y. dimKerg;(A)i = ) 2t;
i=1 i=1

y como se tiene (9.9) ha de ser dim Ker qj(A)tJ' =2, j=1, ..., m, Por tanto, B es base de
Ker g;(A)".

La ordenacion de los elementos de B para obtener matrices de Jordan del tipo (9.3) se hace
siguiendo el orden sefialado en la demostracion del Teorema de Jordan (ver figura 6.3) y alter-
nando las partes reales e imaginarias como en la base en la que se tiene (9.3).

EJERCICIOS 6.9

1. Encontrar la forma de Jordan real de las siguientes matrices:

00 —1 1
01 —1
| —’ 0 0 0 -1
a (0 1 0 b) c)
3 1 11 0 0
3 1 0
0 1 0 0
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o —p 0
2. SeaG=|p o 0 |la matriz de G € L(R?) en la base canénica, con o> + > = 1. Hallar
0 0 1
los subespacios invariantes de G, asi como los autovalores.
« —p 2 2 . 2 .-
3. SeaG = 8 con o + i = 1 la matriz de G € L(R") en la base canénica.
o

a) Hallar los autovalores y autovectores de G.

b) Probar que G es un giro de dngulo ¢ determinado por oo = cos ¢, § = sen ¢.

€) SiZ =1 + it € C*es autovector de G, probar que la matriz de G en la base {U, v} es Al
6 A dependiendo de que el autovalor correspondiente sea A =o + if 6 4 = o — if.

4. a) SeaV un espacio vectorial real y sea Ve = {X; + iX,: X;, X, € V} con las operaciones

(X; +iXo) + (y; +iyy) = (X, +y) +i(X + o),
(@ + ib)(x; +ixy) = (ax; — bxy) + i(bx, + ax,).

Demostrar que V¢ es un espacio vectorial complejo.

b) Si A € L(V), demostrar que A definida en V¢ por Ap(X; + iX,) = A(X;) + 1A(X,) es
una aplicacion lineal en V.

5. Sea A un nimero complejo con Im A # 0. Sea J una aplicacién lineal en C* tal que en la
base {0, U5, U3, U4} tiene por matriz

a) Demostrar que los vectores S = {7, AT, U3, AT3} son linealmente independientes so-

bre R.

b) Pongamos (X — A)(X — Z) = X* + a;X + a,. Demostrar que la matriz de J restringida
al subespacio vectorial real L(S) es

0 —a |0 0

1 —a, |0 O

0 0 [0 —af
0O O 1 —a

Biografia

amille ordan naci6 el 5 de enero de 1838 en Lyon y muri6 el 20 de enero de 1922 en Milén.
Fue un matematico cuyos trabajos en grupos de permutaciones y en la teoria de ecuaciones hizo
posible un perfecto entendimiento de las teorias del matematico francés Evariste Galois.
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Jordan comenz6 trabajando en geometria. Su Traité des substitutions et des equations algé-
briques (1870) (Tratado sobre las permutaciones y ecuaciones algebraicas), por el cual obtuvo
el premio Poncelet de la Academia de Ciencias de Francia, fue fundamental en el entendimien-
to de la teoria de Galois sobre los grupos de permutaciones, lo cual fue aplicado para la resolu-
cién de ecuaciones algebraicas. También resolvié un problema propuesto por Niels Henrick
Abel acerca de la no solubilidad de una cierta ecuacidn algebraica mediante radicales. Jordan
publicé sus lecciones y sus investigaciones en andlisis en Cours d’analyse de I’Ecole Polytech-
nique (3 vols., 1882) (Curso de analisis de la Escuela Politécnica).

En la tercera edicién (1909-1915) de su trabajo en andlisis, la cual contiene muchas mads
investigaciones de Jordan que la primera, trat la teoria de funciones desde un punto de vista
moderno, trabajando con funciones de variacion acotada. Las dlgebras de Jordan se llaman asi
en su honor.

En topologia, Jordan probd (1887) que un arco simple no divide al plano y que una curva
cerrada simple divide a un plano en dos partes. A pesar de que estas afirmaciones son intuitiva-
mente obvias, su demostracion requiere sofisticados métodos.

C. Jordan fue profesor de matemdticas en la Ecole Polytechnique (Parfs, 1876-1912).
También fue editor de la revista matemadtica Journal de Mathématiques Pures et Appliquées
(1885-1922).



Ejercicios de repaso

Capitulos 1 a 6.

A continuacién presentamos varios ejercicios que pueden servir para repasar los conceptos in-
troducidos anteriormente. Los ejercicios del 1 al 27 estdn ordenados de acuerdo con el orden de
los capitulos de este libro. El resto son problemas que se han propuesto en varias convocatorias
a los alumnos de primer curso de los estudios en Matemadticas y Fisicas de la Universidad Auté-
noma de Madrid.

1. Utilizar el método de eliminacién de Gauss para encontrar todas las soluciones del sistema:

t =25+ 4= 1

2, +3,=-2

4, + ,—45;+6,= 0

2. Sear el mayor nimero de soluciones linealmente independientes del sistema:

1+22+ 43_ 34=0
3,+5,+ 65— 4,=0
41+52_ 23+ 34=0
31+82+243_194=0

Hallar r y encontrar r soluciones linealmente independientes de este sistema.

3. Resolver el siguiente sistema:

Lt oot gt s=1
. + o4t 4t s=2
Lt o + 4+ 5=3
oot s + =4

1

1+2+ 3+4
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4,

10.

Ejercicios de repaso: Capitulos 1 a 6

Estudiar la compatibilidad o incompatibilidad del sistema

+ y+a =1
+hy+ =1
2 +y+ =1

segtn los valores reales de a y b y encontrar sus soluciones en los casos en que sea com-

patible.

Sean a y b dos niimeros reales, no nulos y distintos. Estudiar el rango de la siguiente

matriz para los distintos valores de € R:

o 9 T
o
T o
T 9 T

b
a b

Hallar la inversa de la siguiente matriz siempre que sea posible:

1 0 0
{0 1 0
1o 0 1
0 0 O
Encontrar todos los vectores ~ € R tal que (7)) =—", donde

(o2 =21+ 3 = 2 = 1.

a) Sean |, =(1,0,1), ,=1(0,1,1)y 3= (3, — 1, @). Decir para qué valores de a € R

el conjunto = {7, 7,, "5} es una base de R’

b) Si es la base anterior con a= 1y (}, 5, %) son las coordenadas del vector
(1, 2 3) € R®respecto de la base , hallar la ecuacién en coordenadas ( /|, 5, %)
del plano

w2 ,— ,+353=0.
€) Hallar un cambio de coordenadas ( |, 5, %) tales que la ecuacion de 7 sea 5

Calcular el siguiente determinante de orden n + 1:

11 1 1
1 1+a 1 - 1
1 1 1+a - 1
11 1 1 +a,

Probar que
al_bl al_bz al_b3 al_b4
azibl azibz a2*b3 a2*b4
a;— b, a;—b, a;—b;
a,— b, a,—b, a,—b

a4_b4

3=
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Si € M,xy(R) no es invertible, demostrar que existe € JM,,(R), #0, tal que
=0.

En los siguientes casos hallar los valores de para los cuales el determinante de la matriz
dada es nulo:

3 — -1 0 4 — -5 7
a) = 6 —-3- 2 b) = 1 —4 — 9
8 -6 5 — —4 0 5 —
3 — —4 0 2
0 B 4 -5 -2 4
0 0 3 — -2
0 0 2 e
a) Encontrar la matriz del cambio de base de = {1, , 23 4} a

=L S LC DL DLC DY en @1
b) Encontrar las coordenadas del polinomio
()=5+4 +32+2°+ ¢

’

con respecto a la base
Encontrar la dimension y una base del subespacio vectorial generado por los vectores

1 =(,0,0, -1, L,=@2,1,1,0), S=(,1,1,1),
4=01,2,3,4), 5=1(0,1,2,3).

Encontrar la ecuaciones cartesianas de este subespacio.

Dados los vectores | = (2,1, —1), , =(3,0, 1)y 3 = (1, 2, —3), determinar el subes-
pacio que generan y hallar la intersecciéon de dicho subespacio con el generado por
v, =06,1,0),76,=(1, —1,1).

a) Encontrar las ecuaciones de la simetria en R’ con respecto a la recta
(3y3 )=t(_1’ 1’ 2)'

b) Hallar las ecuaciones de la proyeccion de R* sobre el plano +y — = 0.
Si , : — sonaplicaciones lineales, demostrar que Ker( ) nKer( ) < Ker( + ).

Sean — — aplicaciones lineales. Si © es suprayectiva y dim( ) =dim( ),
probar que y  son suprayectivas.

a) Sea eL(R™""); demostrar que Ker ( ) # Img( ).

b) Sea e L(R™); demostrar que Ker( )=1Img( ) si y solo si 2=

dim (Img( )) = n.

o
Il

S
<
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Ejercicios de repaso: Capitulos 1 a 6

a) Hallar las ecuaciones paramétricas de Ker( ) y de Img( ), si : R’ — R’ estd

dada por

(15 2o 3)=(1t25+ 5, = 1 12,52,+ 3).
b) Encontrar la interseccion de Ker( ) e Img ( ).

Encontrar la forma de Jordan de las matrices

-1 2 -3 0 1 -1
=l 0o 1 -1] y ={1 o0 1
1 —1 2 1 -1 2

indicando el cambio de base.

Encontrar la forma de Jordan de =

S = O
S o =

0
0 ]y calcular
2

Decir si la matriz =

o O O

1 0
0 2 |es diagonalizable justificando la respuesta.
0 2

Encontrar la forma de Jordan de las matrices

1 -1 0 1 2 3 n
1 -1 1 2 n—1
= ) , = 1 n—2
0 1 0 1
ambas de orden n.
2 0 0
Dadalamatriz = —1 1 15|, calcular:
30 1

a) El polinomio caracteristico y la forma de Jordan de
by — *+4°-5 +2.
) ()donde ()=—°4+4°-5%+23-3,

n 1 1
Sea ,=(1 n 1]conneR.
1 1 n

a) Demostrar que , es diagonalizable para todo n.
b) Calcular ' cuando exista.

c) Si , !no existe, encontrar Ker ( ,) e Img( ,).
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
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10

Encontrar (razonadamente) los autovalores de si es la matriz
1 -1 0
=| —1 2 —1
0 —1 1
* * k

Discutir, segin los valores reales de a y b, el sistema
a —y+2 =1
+ay—4 =0
-+ y—2=b
y resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Encontrar bases del niicleo y de la imagen de la aplicacién lineal L: [ 1> @[ ]
dada por

L@*+b?*+ + )=@—- +2)*+(-2a+h) +bO—-2 +4).

a) Estudiar si la aplicacién : R* - R* dada por

1
(1 o2 3):6(_41+42,5 1 t4 o, 2 ,765)

es diagonalizable.
b) Encontrar los subespacios invariantes de dimensién 1 de la aplicacién
La suma de tres ndmeros positivos no nulos es 10; el primero, mds el doble del segundo,

menos el triple del tercero es 5 y el primero, mds el triple del segundo, menos 7 veces el
tercero es 0. Encontrar estos tres nimeros.

Dados los conjuntos de vectores | = {(1,1,0), (1,0, )}y »,={{,1,1),(0, 1, 1)} en
R3, determinar:
a) La relacién de inclusion entre L( ;) y L( 5).
b) L( ) L( ).
¢) LCp+L(y.
Encontrar la matriz, en la base candnica, de la transformacién lineal de R’ en R® que
lleva ~ en v, donde

ﬂl = (2a 3, 5)’ "2 = (0, 17 2)’ ‘»3 = (17 0’ 0)’

u,=,1,1), v,=0,1, —1), 53=(2,1,2).
Estudiar para qué valores del pardmetro a € R, los vectores —, = (1, —1, 1, —1),
=@ 1,1,a), 35=2,0,2,0)y ,=(—1,a, 1, a) son linealmente dependientes y

encontrar la relacion que existe entre estos vectores para los valores de a que los hagan
linealmente dependientes.
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35.

36.

Se considera la base de C’ siguiente:
={(1,1,1),(1,1,0), 0, —1,2)}
y la aplicacion lineal , de C3en C?, que cumple:
1L, L,h=a1, 1,1,0=d, -0, (O —-1,2)=2+i,1—2i.

a) Determinar la matriz de  en las bases canénicas de C* y C?.

b) Determinar bases del nicleo y de la imagen de la aplicacion

a —1 1
Estudiar la posibilidad de diagonalizar la matriz | O 1 3| segun los distintos valo-
0 2 2

res de a.
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La geometria del plano

y del espacio.

7.1. Rectas en un plano.
7.2. Rectasy planos en el espacio.
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7.4. Figuras sencillas en el plano y en el
espacio: sus ecuaciones.

7.5. Areasy volimenes. Producto vectorial.
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Capitulo 7. La geometria del plano y del espacio

Introducciéon

La geometria es la rama de la matemadtica que estudia la forma y el tamafio de las figuras, asi
como las trasformaciones que sobre ellas se ejercen. Dependiendo de que las figuras estén en un
plano o en el espacio se obtienen las geometrias planas o tridimensionales.

La antigua civilizacion griega posefa muchos conocimientos acerca de la geometria. Estos
conocimientos fueron recogidos por uno de sus mejores exponentes, Euclides, que los recopild
en un libro denominado Lo elemento . La traduccidn de este libro, que llegé a Europa a través
de la civilizacion drabe, ha sido la base de todo el estudio de la geometria hasta finales del siglo
XIX. Lo elemento estdn basados en un sistema de verdades evidentes, denominadas a ioma , a
partir de las cuales se deducen las propiedades de las figuras mediante un razonamiento 1égico.

Ejemplos de propiedades de las figuras son los siguientes:

1) Los dngulos formados por rectas perpendiculares entre si son iguales.

AN

2) Las mediatrices de los catetos de un tridngulo rectdngulo se cortan en el punto medio
de la hipotenusa.

En el siglo xviI el fil6sofo y matemdtico francés R. Descartes introdujo la nocién de coor-
denadas de un punto; todo punto tiene una representacién con respecto a unas rectas dadas que
se cortan. Los trabajos de los matematicos durante los dos siglos siguientes mostraron que las
propiedades geométricas de las figuras pueden demostrarse mds facilmente utilizando el siste-
ma de representacién mediante coordenadas cartesianas. Esta forma de estudiar la geometria se
denomina geometria analiti a.

La geometria analitica sustituy$ a la geometria de Lo elemento de Euclides a finales del
siglo XIX y actualmente es la forma mds extendida de estudiar la geometria.

La geometria analitica del plano y del espacio ocupard gran parte de nuestra exposicioén en
este capitulo; dedicaremos también alguna seccién a estudiar propiedades de las figuras desde
el punto de vista euclideo.
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7.1. RECTAS EN UN PLANO

Dadas dos rectas en un plano que se cortan en un punto , cualquier otro punto del plano queda
determinado por dos nimeros que reciben el nombre de om onente con respecto a las rectas
dadas. Estas componentes se obtienen de la siguiente manera. Fijada una unidad de medida en
cada una de las rectas |, |,, todo punto  del plano tiene como componentes e Y, donde es la
distancia, medida con la unidad , del punto a la recta |, siguiendo una paralelaal;, e y es la
distancia del punto  a la recta |, siguiendo una paralela a |,, midiendo la distancia con respecto
a la unidad de medida (figura 7.1).

i ra7.l

Si las rectas |, y |, son perpendiculares, diremos que tenemos un sistema de coordenadas
re tang lare o arte iana . La primera componente se denomina ab i a del punto y la segun-
da or ena a. De acuerdo con esta nomenclatura la recta |, se denominaee eab ia yl,se
denomina e € e or ena a , denotindose también por y ,respectivamente. A la izquier-
dade enlarectal; y por debajo de en larecta |, se toman medidas negativas. El punto de
interseccion  se denomina origen e oor ena a (figura 7.2)

yv+h
0(=3,5) ———————1 L Eje de ordenadas

FP——————————

(-1, —4) Eje de abscisas

i ra7.2
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Un plano dotado de un sistema de coordenadas se designa por R?.
Otra forma de tratar a los puntos de R* es considerarlos como el extremo de un vector cuyo
origen es el origen de coordenadas (véase la figura 7.3).

o
=y

i ra7.3

El édlgebra de los vectores se ha estudiado en la seccién 1.2. La suma de los vectores 0, y 0,
es la diagonal del paralelogramo que tiene como lados los vectores v, y 0, (véase figura 7.4.a)).
El producto de un vector ¥ por un nimero real es otro vector cuyo extremo es el punto que
tiene como componentes veces las componentes de U; el vector 0 tiene el mismo sentido que
D si es positivo y distinto sentido si  es negativo (ver figura 7.4.b)).

YA VA
I+ T c,
,,,, 7| v ¢>0
Q__--—-- i
a
| S P
— / [
v A D
U =2 .
5 = =
Xy X (o) X
X1
cv
c<0
a) b)
i ra7.4.
Dados dos puntos = ( ,¥)) Yy = ( 2, Y»), se denomina vector ~ 7, al vector con origen

en y extremo en ; sus componentes son

=(27 »Y27YD

y, por tanto, es equivalente al vector que tiene como origen y extremo un punto de coorde-
nadas ( , — 4, Y, — Y,) (véase figura 7.5).

Dado un vector 7, el conjunto de puntos extremos tv, donde t es un nimero real, determina
la recta que pasa por el origen de coordenadas y tiene a ¥ como vector director (ver figura 7.6.a)).
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Y2=n

2
X
X2
i ra75
A A
Y Y P+
P v Y
317 / ’ i ’
— r td
20 r 5’ 4 ‘

U L’
- Z -
X X

—U
=2U
a) b)
i ra7.6

La recta r que pasa por el punto
conjunto de puntos

y tiene a v como vector director se representa mediante el
+

donde t es un numero real. Si
escribe de la forma

=( 1, 2y 0= (v, v, cualquier punto ( , Yy) de la recta r se

(.y)=

== ]+tv]
y 5 + to,

aram tri a de larectar.

(1, 2 T Uy, vy).

Igualando componentes se tiene:

que se denominan € a ione

EJEMPLO A. Para encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos
=(2,1)y = (—1,3) observamos que uno de sus vectores directores es =(—3,2)y
puesto que pasa por el punto = (2, 1) se tiene

(=2 1D+1-3,2)
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o bien

=y

i ra7.7

Nota. La representacion paramétrica de una recta no es Unica; en el ejemplo anterior po-

drfamos tomar } = ¥ como vector director y como uno de los puntos de la recta; se obten-
drfan en este caso la ecuacion
3
(,y=(—1L3+t[ —=,1
2
que representa la misma recta.
% % k

En la recta de ecuaciones paramétricas

= + tvl
y 2 Tty
podemos eliminar la variable real t despejandola en cada una de las ecuaciones e igualando los
resultados; si v; y v, son no nulos, se tiene

y, por tanto:

Uy Uy
siempre que v, y v, sean no nulos. La igualdad anterior puede escribirse de la forma

v, —UuYytu o, ;=0
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o bien
a +bhy+ =0,
cona, by ndmeros reales, que se denominae a i ngeneraloim li ita elare taen coor-

denadas cartesianas, oe a i n arte iana.
i v, = 0, las ecuaciones paramétricas de una recta se escriben de la forma

= 1
y 2+tvz}'

Puesto que de la primera de las ecuaciones ya se ha eliminado el pardmetro t, la ecuacién gene-
ral de esta recta es

= |

Si v, = 0, la ecuacidn general de la rectaesy = ,. Estos casos particulares corresponden a
rectas paralelas a los ejes de coordenadas (ver figura 7.8).

A
7 x=0
V=D,
P2
0 | — y=0 X;
P1
xX=p;
i ra78
EJEMPLO B. Para encontrar las ecuacion cartesiana de la recta que pasa por el punto = (2, 1)
y tiene como vector director (— 1, 5) escribimos sus ecuaciones paramétricas
=2-—-t (D)
y=1+4+5t '
y eliminamos t:
-2 —1
2.yl
-1 5

Por tanto:

5 +y—11=0.

Otra forma de eliminar t en (1.1) es considerar que tenemos un sistema de dos ecuaciones
con una incdgnita t, mientras que e Y son constantes, es decir, el sistema

—t= -2
St=y—1§"
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Puesto que fijados ey este sistema tiene una sola solucién en t, del teorema de Rouché-Frobe-
nius (Teorema 1.2.4) se deduce que

()=o)

-1 -1 -2
Puesto que r< 5 > = 1 hemos de tener que r( 5 y- 1> = 1, y esto es equivalente a
-1 -2
=0.
5 y—1

Desarrollando este determinante se obtiene
-y+1—-5 +10=0,
que es el mismo resultado que obtuvimos anteriormente.

*k * *

Dadas dos rectas en un plano pueden darse los siguientes casos:

a) Las dos rectas se cortan en un solo punto.
b) Las dos rectas son paralelas.
¢) Las dos rectas coinciden.

Si se conocen las ecuaciones de las rectas en coordenadas cartesianas podemos determinar
su posicion relativa, es decir, cada uno de los casos anteriores, estudiando las soluciones del
sistema formado por las dos ecuaciones. Si las ecuaciones son

rn=a +by+ 1=0} (12)

rzzaz +b2y+ 2=0

tendremos el caso a) si el sistema (1.2) posee una sola solucidn; por el teorema de Rouché-
Frobenius (Teorema 1.2.4) esto sucede solamente cuando

a, by

0.
a, b, 7

En el caso b) el sistema (1.2) no posee solucidn, y, por tanto, se ha de tener
a; b a b, —
r #r .
a b, a b, —
Finalmente, si las rectas coinciden el sistema (1.2) posee infinitas soluciones y, por tanto, se
ha de tener que
a, b a, b, -
r(l 1>=r<1 ! 1><2.
a b, a b, —

En los ejercicios no es conveniente memorizar los resultados obtenidos, sino obtenerlos en
cada caso mediante la utilizacion del teorema de Rouché-Frobenius (Teorema 1.2.4).
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EJEMPLO C. Las rectas de ecuaciones 3 +2y —7=0y 6 + 4y + 1 =0 son paralelas,

ya que
3 2 3 2 7
r =1 y r =2.
6 4 6 4 —1

* * *

Si las rectas estdn dadas por sus ecuaciones paramétricas podemos estudiar su posicion rela-
tiva pasando a su ecuacion general en coordenadas cartesianas. Sin embargo, también puede
conocerse su posicidn a partir de sus ecuaciones paramétricas, como se muestra en el siguiente
ejemplo.

EJEMPLO D. Dadas las rectas de ecuaciones

r:C,y)=(,0+1t—1,2)
r2:(’y)=(_29 1)+ (_la _3)

| (-1.2)

(=2, -

[ 3

(1,0

- ——;®

(=1, =3) é&——

i ra79

ambas se cortan si y solo si existe un dnico valor de t y un tnico valor de para los cuales se
obtiene el mismo resultado de e Y. Por tanto, el sistema

1,0)+t(—1,2)=(—2,)+ (—1, =3)

tiene solucién tnica en ty . Igualando componentes se tiene
l—t=-2-— -t+ =-3
i .
2t= 1-3 2t+3 = 1
Este sistema posee solucidn tnica, ya que

-1 1
‘ ‘=—3—2=—5¢0

2 3
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Por tanto, las rectas dadas se cortan en un tnico punto. Para encontrar las coordenadas del pun-
to de corte encontramos los valores de t y que satisfacen el sistema anterior y sustituimos en
las ecuaciones de las rectas:

‘—3 1‘ ‘—1 —3‘
1 3 —10 2 1 5
t= = =2 =L = 1 -
-5 -5 -5 -5
(LO+2(-1,2)=(—1,4) ; (—2,h)+(—D(—1, =3)=(—14).

Se trata, por tanto, del punto (— 1, 4). Observar que solamente es necesario calcular el valor de t
o el de , pero no ambos, para obtener el punto de corte. El hallar los dos valores sirve de
adecuada comprobacion.

k % k
Supongamos que las rectas de ecuaciones
TU=(0n 2Tty 2)
+ =0 )t (v, v)
son paralelas o coincidentes. En el primer caso el sistema
pHty = F Ul}
,+HtL,+ 5+ v

no posee soluciones y en el segundo posee infinitas soluciones. En cualquier caso, aplicando el
teorema de Rouché-Frobenius (Teorema 1.2.4) el rango de la matriz de los coeficientes del sis-
tema ha de ser 1 y, por tanto, se tiene

-0V
! 1=O<::>

2 T U

Puesto que los vectores ~ y ¥ son no nulos, por el teorema del menor basico (Teorema 2.5.2) se
obtiene que ~ es una combinacidn lineal de v, es decir:

= 7.

Por tanto, los vectores ~ y v son proporcionales.
Reciprocamente, si ~ y U son dos vectores proporcionales, las rectas que los tienen como
vectores directores son paralelas o coincidentes.

EJEMPLO E. Lasrectas (1,2) +t(—1,4)y (— 1,0) + (2, —8) son paralelas o coinciden-

tes, ya que (2, —8) = —2(—1, 4). Para determinar si son paralelas o coincidentes escribimos el
sistema que se obtiene de igualar las dos ecuaciones:

11— t=—-1+2 o Tt=2 ==2

2+4t= -8 T 4t+8 =-2f
Puesto que

-1 =2
4 8

-0
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tenemos que
-1 -2
r =1,
4 8

-1 -2
4 =2

-1 -2 =2
r =2.
< 4 8 —2>

Las rectas, por tanto, son paralelas.

y puesto que
’=2+8=10¢O,

se tiene que

k * k

Para terminar esta seccion observamos que la ecuacién

1 y
1 a, a|=0
1 by by
determina una recta que pasa por los puntos = (a;,a,) y = (b,, b,). Para probar este resul-

tado observar que desarrollando el determinante por la primera fila se tiene:

a;
b, b,

203

i

1 a
+ —0.
y‘l bl‘

que es la forma general de la ecuacion de una recta en coordenadas cartesianas; ademds, la recta

pasa por los puntos = (a,,a,)y = (b, b,), ya que al sustituir ey por los correspondientes
valores de 'y se obtiene un determinante con dos filas iguales.

EJERCICIOS 7.1

1. Dados =(,0), =(—1,2), =, —1)yv = (3, —2), hallar las ecuaciones paramé-
tricas y cartesianas de las siguientes rectas, y dibujarlas:

a) Recta que pasa por y tiene como vector director 2.
b) Recta que pasa por y tiene como vector director ~ + .
C) Recta que pasa por y tiene como vector director ~ — 20.

2. Demostrar que la ecuacion de una recta que pasa por los puntos =( 1, )y =( 1, 2)
puede escribirse de la forma

y_ 2 = (_ 1)9 Si 1 1750

[ ota: El nimero ( , — ,)/(  — ;) se denomina en iente de la recta.]
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3.

Determinar la posicion relativa de los siguientes pares de rectas y encontrar el punto de
interseccion si se cortan:

a (=2 DL+t DyC.=(10+ (=5 —3).

b) +ty=1y2 —y=2

C) 2 —y=4y(,y)=2,0) +t(—2, —4).

d (.y=t-L2)y(,y)=1,0+ (2,3).

Determinar ecuaciones paramétricas de las siguientes rectas, y dibujarlas:

a —2y=35; b) 2 —y=3; c) =3 d y=0.

[ ota: El resultado no es necesariamente tnico. |

Dada la recta de ecuacién a + by + = 0, demostrar que todas las rectas paralelas a ella
tienen una ecuacién de la foorma a +by+ =0 con '€ R. [ ota: El conjunto de las
rectas paralelas a una dada se denomina a € re ta con la propiedad citada.] Encontrar
la ecuacién del haz de rectas paralelas a la recta que pasa por (1, 2) y tiene (— 1, 1) como
vector director.

Encontrar las ecuaciones paramétricas y cartesianas de las siguientes rectas:
a) Paralelaa (,Yy) = (3,3) + t(2, 1) que pasa por (1, 0).

b) Paralelaa2 —y =5 que pasa por (1, —2).

c) Paralela por el punto (—2, —3) a la recta que pasa por (1, 0) y (0, 1).

Demostrar que la recta que pasa por los puntos y  tiene como ecuaciones paramétricas

(1—-1 +t
o bien

+t con +t=1

conty numeros reales.
Dadas las rectas secantes de ecuaciones

a thy+ =0
a2 +b2y+ 220

comprobar que para cada par de valores reales t, la ecuacioén
ta, +by+ p+ (@ +thy+ =0 %

es una recta que pasa por el punto  de interseccion de las anteriores y que todas ellas se
obtienen asf.

[ ota: ( ) se denomina la ecuacién del a e re ta que pasan por .]
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=~ \

Haz de rectas por P

9. Utilizar el problema anterior para encontrar:
a) Larecta que pasa por (1, 1) y por la interseccionde +y=2,2 +y=>5.
b) Ecuaciones del haz de rectas que pasan por el punto (1, 4).

c) Ecuaciones del haz de rectas que pasan por el punto (0, 0).

7.2. RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO

De manera anédloga a como se hizo en el plano puede introducirse en el espacio un sistema de
coordenadas de manera que todo punto del espacio quede determinado por tres ndmeros, que se
denominan sus 00r ena a o Om onente . Basta para ello considerar tres rectas que se cortan
en un solo punto, que serd el origen, y cualquier otro punto queda determinado por su «distan-
cia» a cada uno de los planos que determinan dos de las rectas dadas tomada paralelamente a la
tercera (ver figuras 7.10 y 7.11).

z
\1’1\ A P=(py,p2.p3)
”””” /\\\\\\
A / ’:;7P=(P1,P2,P3)
- |-
R S
// // |
0]
__________ . !
| |
I |
Py |
: ~ ! >
e v
17
i ra7.10 Porazil

Si las rectas dadas, que se denominan e € e 00r ena a , son perpendiculares, tenemos un
sistema de coordenadas rectangulares o cartesiano. Cada punto del espacio queda determinado
por sus tres componentes, que se denotan por ( , Y, )6 ( |, 2 3)-
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En R® consideremos un sistema de coordenadas rectangulares. Todo punto  de R’ puede
interpretarse como un vector que tiene como origen el origen de coordenadas y como extremo
el punto . La suma de vectores y el producto de un vector por un niimero real tienen en R’ la
misma interpretacion geométrica que en el plano (ver seccién 7.1).

Dados un punto € R? y un vector 7 € R®, el conjunto de puntos que se representa de la
forma

+ 17,

donde t es un ndmero real, determina lare ta e aa or enla ire i n e?® (ver figu-

ra7.12).Si = (4, 5 3)y U= (v, Uy, v3) podemos escribir sus ecuaciones paramétricas
1 + tUl
y= ,+1tv,,. (2.1)
= 3 + tU3

i ra7.12

EJEMPLO A. La recta que pasa por el punto = (1, 2, 3) y tiene a v = (—1, 1, 2) como
vector director tiene como ecuaciones paramétricas
=1—-1t
y=2+ t,.
=3+ 2t

* ok ok

Dados dos puntos y en R? la ecuacién de la recta que pasa por y tiene como
ecuaciones paramétricas

+t( — )

ya que uno de sus vectores de direcciéon es v = — . Por tanto, las ecuaciones paramétricas
de una recta que pasa por 'y pueden escribirse de la forma

(1—1t -+t
o bien
+t con +t=1.
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Dadas dos rectas en el espacio, existen cuatro posiciones en las cuales pueden encontrarse
(ver figura 7.13). O bien se cortan en un solo punto, o se cruzan sin cortarse, o son paralelas en
el sentido de que sus vectores directores son proporcionales o son coincidentes.

La posicidén relativa de dos rectas en el espacio puede determinarse estudiando el sistema
formado al igualar las correspondientes coordenadas de las dos rectas dadas y determinando si
sus vectores directores son o no proporcionales en los casos segundo y tercero.

Rectas
coincidentes

Rectas
paralelas

Rectas que
se cortan

Rectas que
se cruzan

i ra7.13

EJEMPLO B. Para determinar la posicién relativa de las rectas

(,y, )=(,0,1)+t—1,1,0)

(.Y, )=0,12)+ (2,0, 1),
igualamos las correspondientes coordenadas para obtener el sistema
(Lo, H+t(—-1,1,00=(,1,2)+ (2,0, 1)

0 equivalentemente:

-t—-2 =-1
t = 1
- =1
Puesto que
-1 -2
r 1 0f=2
0 -1
y
-1 -2 -1
r 1 0 11=3,
0 -1 1
ya que
-1 -2 -1 -1 -2 -1
-2 0
1 0 I|=| 0 —2 =—1 _q 1=2;é0,
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0, 1,2)
/ |
I
I
|
I
(1,0,1) i
, » . (-1,1,0)
I
20,1y |
|
i ra7.l14

el sistema no posee ninguna solucién. Por tanto, las rectas dadas se cruzan o son paralelas.
Puesto que sus vectores directores no son proporcionales (;por qué?), ambas rectas se cruzan.

k * k

Dada una recta por sus ecuaciones paramétricas como en (2.1), podemos despejar t de cada
una de las igualdades para obtener:

U Uy U3

— 1 YT 2 — 3
= = 2.2
Uy Uy U3 (22)

que se transforman en las tres igualdades siguientes:

Uy —U)Yy=0y |~V 2
U3y =0y =03 570 3
U3 — U =U3 U 3

cada una de las cuales es consecuencia de las otras dos como se deduce facilmente de la forma
en que se han obtenido. Por tanto, podemos escribir

Up —U01Yy=0 1 — 1y 2} 2.3)

U3y = Uy =03 50z 3
como las ecuaciones de la recta dada, que reciben el nombre de € a ione arte iana .

EJEMPLO C. Para hallar las ecuaciones cartesianas de la recta que pasa por los puntos
=(1,0,1)y =(—2,1, 2) escribimos su ecuacién paramétrica

(.Y, )=(1,0,1)+t(—=3,1, 1).
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Tenemos, por tanto:

-1 y-0_ -1
-3 1 1
o bien
+ 3y = 1
y- =-1§
ES ES ES

Si alguna o algunas de las componentes del vector ¢ son nulas (jno todas pueden ser nulas!)
se obtienen rectas en posiciones especiales con respecto a los ejes y planos coordenados. Por
ejemplo, si v; = v, = 0, v3 # 0 se obtiene una recta paralela al eje que pasa por el punto

=(,, 2 3);estarectatiene como ecuaciones cartesianas

Se invita al lector a buscar otros casos particulares.

Dados dos vectores ~ y 7 en R® no proporcionales y un punto  de R* el conjunto de puntos
que se representa de la forma

+t+ 0

conty numeros reales es un plano que pasa por el punto y tiene ~ y v como ve tore
ire tore .

P+iu+v

=Y

i ra7.15

Si =(C 2 3 =01, 2 3)y0=/(v, U, v3)el plano que pasa por y tiene "y 0
como vectores directores puede describirse con las igualdades
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= ]+tl+ U]
y: 2+t2+ U2 (2.4)
= 3+t3+ U3

que reciben el nombre de € a ione aram tri a del plano considerado.

Si queremos encontrar las € a ione arte iana de este plano, es decir, ecuaciones que
solamente contengan ,Yy Yy no los pardmetrosty , basta con eliminar estos pardmetros entre
las tres ecuaciones de (2.4). Esto puede hacerse mediante el método de sustitucién, pero es mas
conveniente considerar (2.4) como un sistema de tres ecuaciones con incognitas ty que, fija-
das ,Yy, , solo posee una solucion; por el teorema de Rouché-Frobenius (Teorema 1.2.4) se ha
de tener

1 U 1 U IS
M 2 = 2 v Y= »
3 U3 3 Us - 3

Para que esto se cumpla es necesario que

1 U o
2 Uy Yy ,|=0.
3 U3 - 3

Por la propiedad 3 de los determinantes (ver seccién 2.2) para columnas se tiene

1 Ui 1 U
> Uy Y| 7|2 va =0

3 U 3 U3 3
Desarrollando el primero de los determinantes por la dltima columna se tiene

1 U1 1
1 Ui 1 U

y+ > Uy ,|=0

3 Uz 2 b

3 Uz 3

que podemos escribir de la forma
a +hy+ + =0,

donde a, by son nimeros reales. Esta ecuacion recibe el nombre de € a i n arte iana o
im i ita de un plano.

Casos particulares de esta ecuacién son, por ejemplo, = — & = 0. El primero es un
plano que contiene a todos los puntos de la forma (— , ,, 3;)con ,, 3 cualesquiera nimeros
reales y, por tanto, es un plano paralelo al plano determinado por los ejes y que pasa a
distancia — del origen (ver figura 7.16). El segundo es el plano determinado por los ejes y

(ver figura 7.16).

Se invita al lector a tratar de visualizar geométricamente otros casos particulares de la ecua-
cion cartesiana de un plano.
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z% z A

N
b

i ra7.16
EJEMPLO D. Las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el punto = (1, 1,0) y
tiene como vectores directores ~ = (—1,0,2)y v = (1, 3, 3) son
=1—- t+
y=1 +3
= 2t + 3
Su ecuacion cartesiana es
-1 1 -1
0 3 y—1|=
2 3
Tenemos, por tanto:
-1 1 -1 -1 1 -1 3 _q
0=| 0 3 y—1l=| 0 3 y-1 |=- y -
5 +2 =2
2 3 05 +2 -2

=-3 —6 +6+5-5=-6 +5/—-3 +1.

Las posibles posiciones relativas de dos planos en el espacio son las siguientes (ver figu-
ra7.17):

a) Los dos planos se cortan en una recta.
b) Los dos planos son paralelos.
¢) Ambos planos coinciden.

La posicién relativa de dos planos puede determinarse a partir de sus ecuaciones, utilizando
el teorema de Rouché-Frobenius (Teorema 1.2.4) para determinar el nimero de puntos en
comun que ambos poseen. Un estudio de este tipo se realiza en los dos préximos ejemplos.
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A
[l

Planos paralelos

Planos que se cortan en una recta

i ra7.17
EJEMPLO E. Para hallar la posicion relativa de los planos de ecuaciones 2 +3y — =1y
— — 2y + =0 estudiamos el sistema
2 +3y— =1
- =2y+ =0|
Puesto que
2 3 -1 2 3 -1 1 . N
r =2=r < 3 = numero de incégnitas
-1 -2 1 -1 -2 1 0

el sistema tiene infinitas soluciones. Puesto que ) es un menor bdsico de la matriz

-1 -2
de los coeficientes, las soluciones dependen de un solo pardmetro y, por tanto, los planos se
cortan en una recta.

Para determinar la ecuacion de esta recta escribimos el sistema en la forma

2 +3y=1+
_ ,2y: _

y lo resolvemos utilizando la regla de Cramer (Teorema 2.4.3):

1+ 3
_‘— —2‘_—2—2+3_
2 3] —1 B
-
2 1+
e
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Haciendo =1, se tiene
(., )=Q—-tt—1,Hp=2, —1,00+t(—1,1,1)
que es la ecuacién paramétrica de la recta interseccioén de los dos planos dados.
% % k
EJEMPLO F. Dados los planos de ecuaciones paramétricas

(,y, )=(,0,1)+t1,1,0)0+ (0,1, —1)
(,Y, )=1(0,0,3)+1(1,2, =)+ m2, 1, )

tratamos de determinar su posicion relativa. Igualando las correspondientes coordenadas obte-
nemos el siguiente sistema:

1+t= I +2m t — | —-2m=-1
t+ = 204+ my <« t+ —21— m= 0.
1— =3— 1+ m — + - m= 2
Puesto que
1 0 -1 -2 1 0 -1 -2 10 -1 -2
11 -2 -1 00 1 -1 )2 ol -1 1
0 -1 1 -1 0 -1 1 -1 00 0 0

el rango de la matriz de los coeficientes del sistema anterior es 2. Por otro lado:

1 0 -1 1 0 -1
1 1 0|=10 1 1|=3
0 -1 2 0 -1 2

y, por tanto, el rango de la matriz ampliada es 3. Esto nos lleva a deducir que no existen solu-
ciones del sistema anterior y, por tanto, los lano a o on aralelo .

*k * *k

Observar que en el ejemplo F los vectores directores del segundo plano son combinacién
lineal de los vectores directores del primer plano, ya que

1,2, =1)=(,1,00+ (0, 1, —1)

2,1,1)=2(1,1,0) = (0, 1, —1).

Este resultado es cierto en general: i 0 lano on aralelo, lo ve tore ire tore e
no eello on ombina i nlineal elo wve tore ire tore elotroyelre i ro otambi n
e ierto. La demostracion de este resultado se pide en el ejercicio 7 al final de esta seccién.

EJEMPLO G. Tratemos de hallar el plano paralelo al de ecuacién + Yy + = 0 que pasa por
el punto = (1,1, 1).
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Escribimos el plano dado en ecuaciones paramétricas; para ello basta con determinar tres de
sus puntos que no estén alineados; por ejemplo:

=(0,0,0, =(,-1,0), =01 —D.
Estos puntos no estdn alineados, ya que los vectores
= =0 -L0 y 5= =01 -1

no son proporcionales (;por qué?). Puesto que el plano dado pasa por el punto = (0,0, 0) y
tiene ~ y ¥ como vectores directores su ecuacion paramétrica es

(.Y, )=10(0,0,0)+t(1, =1,0)+ (0,1, —1).

Como vectores directores de un plano paralelo a este pueden tomarse ~ y 0 y debido a que el
plano pedido pasa por el punto = (1, 1, 1) su ecuacién paramétrica es

(,y, )=(,1,1)+t1, —1,0)+ (0,1, —1).

Su ecuacidn en coordenadas cartesianas es

1 0 —1 1 0 —1
0=|—1 1 y—1|=10 1 +y—2(= -1+ +y—-2= +y+ —3
0 —1 -1 0 -1 -1
es decir,
+y+ =3

Otra forma de resolver este problema es utilizando el resultado del ejercicio 8 al final de
esta seccion; en €l se pide demostrar que las ecuaciones de todos los planos paralelos al plano
de ecuaciona + by + + = 0 pueden escribirse de la formaa +by+ + ‘=0, don-
de 'toma valores en los niimeros reales.

Aceptando este resultado, la ecuacién del plano que se busca es de la forma +y+ + '=0;
el valor de ' se calcula imponiendo que el punto = (1, 1, 1) sea un punto de este nuevo
plano; por tanto:

1+1+14+ "=0.
La ecuacién del plano buscado es
+y+ —3=0
que es el mismo resultado que se obtuvo anteriormente.
* £ *
Observacién 1. Dados dos planos de ecuaciones

a +hy + =

2.
a +by+ ' = ' 2.5)
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ambos determinan una recta si y solo si

a b
r<a/ o ,>—2. (2.6)

Por tanto, dos ecuaciones de la forma que aparecen en (2.5) son también ecuaciones carte-
sianas de una recta siempre que se cumpla la condicién (2.6).

Observaciéon 2.  Son numerosos los diferentes ejercicios que pueden hacerse referentes a
rectas y planos en el espacio. Al lector se le invita a que realice todos los ejercicios propuestos
al final de esta seccién y que también realice algunos de su propia cosecha.

Es conveniente también que, siempre que sea posible, se realicen adecuadas representacio-
nes geométricas de las rectas y planos que aparecen en un problema.

EJERCICIOS 7.2

1. Dados =(1,1, —1), =(0,1,2), =(—1,2,00yv=(, —1, —1), hallar las ecua-
ciones paramétricas y cartesianas de las siguientes rectas en R*, y dibujarlas:

a) Recta que pasa por con vector director ~ — 0.
b) Recta que pasa por y
C) Recta que pasa por con vector director 3.
2. Dados los siguientes pares de rectas en R, determinar su posicién relativa y, si se cortan,
encontrar el punto de interseccion:
a (,y,)=(—1,2,D)+t43,2 y (,y,)=(0,1,0+ (1,3,2).
b) (,y,)=0,1,5+t1,3 -2 y (,Y, )=(,53+ 4,1,0).

g 2Ty =3 +y= 2
—3y=4 y— =-—1{"

3. Hallar la ecuacién de la recta paralela a la de ecuacién

3 —y+ =1
+y—3 =0
que pasa por el punto (1, 1, 1).

4. De todas las rectas que pasan por el punto = (0, 2, — 1), hallar la que corta a las rectas de
ecuaciones

1, 1,2) +t2, —1,0)

©O,1,H+ (—3,1,2).

5. Dados =(1,2,3), =(-1,-2,-3), =01 -1, =01 -Dyo=0G,12),
hallar las ecuaciones paramétricas y cartesianas de los siguientes planos:

a) Plano que pasapor , 'y
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10.

b) Plano que pasa por 'y y es paralelo a la recta que pasa por y tiene ~ — ¥ como
vector director.

c) Plano que contiene a en la direccionde + 20y 2~ + ©.

Determinar, si es posible, la interseccién de los siguientes pares de planos en R*:

a —y+ =1y2 +2y—3 =4

b) (,y,)=t(l,1, =D+ O, 1, =2)y(,y, )=1(0,1,00+ 10,1, =1) + m(2, 3, 5).
o (,y, )=2,3,H)+@0,1,2)+ 3,1, =5y —6y+3 +1=0.

Demostrar que dos planos son paralelos o coinciden si y solo si los vectores directores de
uno de ellos son combinacién lineal de los vectores directores del otro.

Demostrar que las ecuaciones de los planos paralelos al plano de ecuacidon

!

a +by+ + =0 pueden escribirse de la foormaa +by+ + "=0con ’un
ndmero real.

Escribir las ecuaciones paramétricas y cartesianas de los siguientes planos y rectas en R’:

a) Recta que pasa por = (0, 2, 1) y es paralela al plano
n:3 — +2=0
y al plano que pasa por = (1,0, 1), y el origen.
b) Plano paralelo a la recta

r:(2,1,0) +t(1,2,1)

por el punto y que contiene al punto (1, 3, 0).

¢) Todas las rectas que pasan por y son paralelas a 7 y, entre ellas, la que corta a r.

d) El plano que pasa por = (2, 1, 1) y contiene a la recta
3+ y- =2
=2yt =1
€) Larectaque une con la interseccion de yel plano —y = 1.

f) Haz de rectas que une con los puntos de .

0) Haz de planos que pasa por . [ geren ia: generalizar el problema 8 de la seccién
anterior.]

Demostrar que

1 y
1 a, a, a
1 2 3 — 0
1 b, by, by
T
es la ecuacién de un plano que pasa por los puntos = (@;, &,, &), = (b, by, by y

:( 1> 2 3)-
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7.3. DISTANCIAS Y ANGULOS. PRODUCTO ESCALAR

Dados dos puntos 'y  en el plano, de coordenadas
=(1 2
=(1p 2

con respecto a un sistema de coordenadas rectangulares, del teorema de Pitdgoras se deduce que
la distancia de a  se puede calcular mediante la férmula (ver figura 7.18).

(, )=JCi— P+ )~

P=(py, p2)

q,—Py

=Y

Silos puntos y estdn en R®y tienen como coordenadas

=(1 o2 3)
=(1 o2 3)
aplicando el teorema de Pitdgoras a los tridngulos rectangulos y (ver figura 7.19), se

obtiene el siguiente resultado:

(, )=J(1— P+ (2= P+(5— 4

Dado un vector 7 = en el plano o en el espacio se denomina longit de 7 y se designa
por |7 a la distancia entre y . Palabras sinénimas de longitud de un vector son m o de
un vector y norma de un vector.
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0=(q,9» 95)

zA

|
|
I
P=(py,py P3) P R

¥
X
i ra7.19
EJEMPLO A. La longitud del vector © = " ,donde =(1, —1,2) y =0(@3,4, —5),es

Bl = /G- 1>+ @G+ 1>+ (-5-27=/4+25+49 = /78.

L

La longitud de un vector posee las siguientes propiedades:

| ol = ||[©]l, donde es un nimero real y | | denota el valor absoluto de
T+ ol < [T+ (o]l

La segunda propiedad se denomina e ig al a triang lar y geométricamente se expresa
diciendo que cualquier lado de un tridngulo es menor que la suma de los otros dos. Esta propie-
dad puede demostrarse utilizando la ley del coseno, a saber:

174017 = 17112 + 181> = 2171 [5] cos % 7, D).

Puesto que cos (7, v) = — 1, se obtiene que
- =2 -2 =112 115 = =132
[ +o1" < 717+ ol + 2718l = A+ [l
de donde se deduce el resultado tomando raices cuadradas en ambos lados.

El ng lo que forman dos vectores ~ y 7 en R* o en R® puede obtenerse utilizando el teore-
ma del coseno; ello nos permite calcular el coseno del dngulo que forman, el cual queda univo-
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camente determinado si suponemos que 0 < < (", ¥) < n. Puede obtenerse una férmula para
calcular cos X (7, 0);si~ = (4, )y 0= (v, vp), del teorema del coseno se deduce que

= P+ W= = T+ 3401+ 03— 2[7|I8] cos X, D).

Simplificando obtenemos
=2 q0; = 2 5uy = 2|7} {7 cos £ (7, D)
de donde se deduce que

v, 50
cos<)i(iﬁ)=7ll 22

3.1
R ©-1)

La expresion que aparece en el numerador de la parte derecha de esta formula recibe el
nombre de ro toe alar de los vectores ~ y ¥y se denota por (", 7). Si los vectores tienen
dos componentes tenemos

(L0 = o+ o0
Si tienen tres componentes se tendria
(0= w+ Lot 33
y la formula para calcular el dngulo que forman es similar a la (3.1).

EJEMPLO B. El coseno del dangulo que forman los vectores ~ = (1, 1, ) yo =(—1, 1, 1) en
R’ es

D LD+
IE 33 3

Observar que el dngulo es agudo, ya que su coseno es positivo.

cosL(,v) =

*k * *

Nota. De acuerdo con la férmula (3.1) 0 wve tore on ereni lare iy olo i
ro toe alare ero,yaque es en este caso cuando su coseno es cero y, por tanto, el dngulo
que forman es 7/2.

De la definicién de producto escalar pueden deducirse las siguientes propiedades:
1) (7, 0) = (v, ) para todo par de vectores ~ y 0.

2) (C+0v,w)=(,w + (v, ) para cualesquiera tres vectores , vy o.

3) (7,9 = (7, 0) paratodo nimero real y todo par de vectores ~y 7.

4) (7,7)=|"|* = 0 para todo vector .



318

Capitulo 7. La geometria del plano y del espacio

Con la nocién de producto escalar pueden atacarse problemas en el plano y en el espacio
sobre perpendicularidad y dngulos que forman algunas de las figuras anteriormente estudiadas.
Lo que sigue es una serie de problemas relativos a estos temas; esta serie no es exhaustiva y
seria conveniente que el lector se propusiera sus propios problemas sobre estas nociones.

Comenzamos hallando las e a ione arteiana e nare taen n lano sin necesidad

de hallar sus ecuaciones paramétricas; supongamos que la recta pasa por el punto = ( ;, ,)y
tiene a = ( ;, ,) como vector director. Un vector perpendicular a ~ es
0=(— 2 1)
ya que
L0 = 12t 21=0

A
P=(py, )
i ra7.20
Unpunto = ( ,, ,)estden larecta pedidasiysolosi  es perpendicular a 7; por tanto:
0=( ,0)=—( 1~ D2t (2= D1 == 21+t 12t
donde = , ,— , ;. Esta es la ecuacién cartesiana de la recta que tiene a v = (— ,, ;)

como vector perpendicular y pasa por el punto . Un vector perpendicular a una recta dada se
denomina también un ve tor ara teri ti o de la recta.

Dada la ecuacién a; | + &, , = que determina una recta en un plano, un vector perpendi-
cular aella es & = (a,, &,). Para demostrar esto basta escribir la ecuacion de la recta en la forma
@ )= ,donde "=(, ,);si =(,, ,) esun puntode la recta se tiene (8, ) = , con

= ( |, »); por tanto, tenemos (&, ) = (&, ), o equivalentemente:
@ —)=0.

Esto nos dice que (8, 7) = es la ecuacion de la recta que pasa por Yy tiene a & como vector
perpendicular.
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EJEMPLO C. Para hallar la ecuacion de una recta que pasa por el punto = (1, —2) y tiene a
~ = (1, 3) como vector director, observamos que v = (—3, 1) es un vector perpendicular a ~;
por tanto:

@ )==3,+ ,=

es la forma de la ecuacién pedida; para determinar sustituimos el punto = (1, —2) y obte-
nemos

—-3-2=
Por tanto, —3 ; + , = —5 es la ecuacidén de la recta.

A

r=i=(1,3)
i -
_ ~
F=(=31) PS$pr=(1,-2)
i ra7.21
ko ok sk

Utilizando el producto escalar puede encontrarse lae a i n arte iana e n lano en el
espacio cuando se conocen un punto del plano y un vector perpendiculara él. Si =( |, ,, 3)es
un punto del planoy ~=( |, ,, 3)esun vector perpendicular a él, cualquier punto =( |, 5, 3)
del plano satisface

C, =0,

como puede facilmente observarse en la figura 7.22. La igualdad anterior puede escribirse de la
forma

X= (xb X2, X3)

<y

i ra7.22
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Reciprocamente, una férmula como la anterior determina un plano que es perpendicular al
vector ~ = ( |, ,, 3). La demostracion es similar a la realizada para la recta en el plano y se
deja como ejercicio.

EJEMPLO D. El plano que pasa por el punto = (1,3, —2) y tienea = (2, — 1, 4) como
vector perpendicular o caracteristico tiene como ecuacién una expresion de la forma

2 1~ 2 + 4 3 =
El valor de  se determina imponiendo que  pertenezca al plano: 2-1 —3 +4(—2) =
=—-9= .Portanto,2  — , +4 ;= —9 es la ecuacién del plano.
*k * *

Sea ~ un vector cualquiera de R? 6 R?. El producto escalar puede utilizarse para descompo-
ner todo vector & de R? 6 R? en una suma de dos vectores

r=a+b

donde @ es un multiplo de ~ y b es perpendicular a ~ (ver figura 7.23).

i ra7.23
Puesto que d es un miltiplo de ~ hemos de tenerd = —, con € R, y, por tanto:
t= " +h

Multiplicando escalarmente los dos lados de la igualdad anterior por ~ y teniendo en cuenta que
(b, ™) = 0, ya que b es perpendicular a ~, se tiene que

@ )= ()
De aqui deducimos que
@, )
a= "=——" (3.2)
. )
y, por tanto:
- @ ) _

b=t-a=7- T
De la férmula (3.2) y de la férmula del coseno del dngulo que forman dos vectores deduci-
mos que
a= |7 [cos<X (7, 0]~
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y si ~ es un vector nitario, es decir, de longitud 1, se tiene
a= |[t|[cos € (", )],

lo cual demuestra que @ es un vector en la direcciéon de ~ que tiene ||v|[cos (", ¥)] como
modulo (ver figura 7.24).

171 cos < (u, ©)

i ra7.24

EJEMPLO E. Para descomponer v = (1, 3, — 1) en un vector paraleloa~ = (— 1,0, 1) y otro
perpendicular a €l, escribimos

t=da+b= "+D,
donde b es perpendicular a ~. Del razonamiento anterior deducimos que

_ @) _1(=h+3.0+ (D1 -2
T T § Sy R T

Por tanto:

a=-1"=(,0,-1) y b=3-a=(0,3,0).
* k *

Dado un punto  se denomina roye i nde sobre unarecta o un plano a un punto ’, de

la recta o del plano, tal que " es perpendicular a la recta o al plano dados (ver figura 7.25).

i ra7.25

El problema de hallar la proyeccién de un punto sobre una recta o un plano se resuelve con
métodos andlogos a los que se utilizaron para descomponer un vector en sus componentes para-
lela y perpendicular a un vector fijado. En lugar de encontrar férmulas de manera tedrica prefe-
rimos realizar algunos ejemplos.
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EJEMPLO F. Queremos hallar la proyeccién del punto = (1, 2) sobre la recta r de ecuacién
-2 +3y=-6

en el plano. Un vector perpendicular a la recta dada es v = (—2, 3) y, por tanto, ~ = (3, 2) es un

vector director de la recta. Si tomamos un punto de la recta, por ejemplo, = (0, —2), 'serd

de laforma: "= + ~. Ademds, 'es perpendicular a” y, por tanto,

0=(C ,OH=(C + )= ,O+ (.=
=(—-1, —4),3,2)+ (3,2),3,2)=—11+ -13.

De aqui deducimos que = 11/13 y, por tanto,

'— 0 2+1132_ 33 4

VA

i ra7.26

EJEMPLO G. Queremos hallar la proyeccién del punto = (1, 2, 3) sobre el plano 7 de ecua-
cion +y — 2 = 3;sabemos que un vector perpendicular a este planoes v = (1, 1, —2). Si '

es la proyeccion de  sobre el plano © hemos de tener " = v; ademds (ver figura 7.25), si
es un punto del plano, por ejemplo, = (1, 2, 0), se tiene que ' es perpendicular a ©. Por
tanto:

0=C o= + 5= .o+ @0d=
=(0,0,3), (1,1, =2)) + (1,1, =2), (1,1, =2))=—-6+6 .

—_

Asipues, =1y '=7

(1,1, —=2).Como '= + , setiene

"=(1,2,3)+ (1,1, =2) = (2,3, 1).

* 0ok ok
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Se denomina itania e n nto a naretaoa n lano ala menor de las distancias
del punto  a cada uno de los puntos de la recta o del plano. Utilizando el teorema de Pitdgoras
se demuestra que la distancia de a una recta o a un plano coincide con la distancia de ala
proyeccion ' de sobre la recta o el plano considerados. Para demostrar esto basta observar
que si  es otro punto de la recta o del plano (ver figura 7.27) se tiene

!

2 — 2 12 2
== =+ >

P

i ra7.27

si  # . Puesto que ya sabemos calcular la proyeccion 'de también sabemos calcular la
distancia de un punto a una recta o a un plano.

En los casos de la distancia de un punto a una recta en un plano o de un punto a un plano en
el espacio se obtiene una férmula sencilla.

Proposiciéon 7.3.1 (Distancia de un punto a un plano)

La distancia del punto = ( ;, ,, 3)alplano wdeecuaciéna, ; +a, ,+a; 3+ =0
estd dada por la férmula

:lal ta, ,+ta; 3+ |

(.m -
J
Demostracion. La ecuacién del plano puede escribirse de la forma
@)+ =0
donde @ = (a;, 8, a&)y = (|, 2 3). Puesto que @ es un vector perpendicular al plano, la

distancia ( , ) del punto al plano 7 es de la forma |td|, donde t debe de ser elegido de
manera que (ver figura 7.28)

+ta= "emn
Para obtener t sustituimos en la ecuacién del plano:

0=@ )+ =@ +t@a+ =@G )+t@E@a+
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i ra7.28
De aqui deducimos que
-@ -
Els
y, por tanto,
—-@ ) - @ )+ |
( ,n)=t5||=’| - ajl= -
LG Ial

que coincide con la férmula anunciada en la proposicion.

Un razonamiento similar al anterior permite obtener el siguiente resultado, que se deja co-
mo ejercicio.

4 N\
Proposicién 7.3.2 (Distancia de un punto a una recta en el plano)

La distancia del punto = ( ;, ,)alarectardeecuaciona, , + a, , + = 0 esta dada
por la férmula

:lal 1 ta, o+ |

(.n
Jai+ a3

EJEMPLO H. La distancia del punto = (1, 3, —2) al plano de ecuacién

AN

m:3,-2,+7,=5

€S
( B-1-23+7-(-2)—5 |-22] 22
,n = == = .
S+ (22 + 7 J62 /62
* k *

Tratamos de hallar ahora las bietrie e 0 reta a a que se cortan. Tanto en el
plano como en el espacio sus ecuaciones serdn de la forma

+tU y + 7
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donde es el punto de corte, ~ es el vector director de una de las rectas y v es el vector director

v
de la otra recta. Puesto que H y ﬂ son vectores de igual longitud es facil demostrar que
[
- v
Tt
=1 1ol
y
- v
=1 ol

son vectores que tienen la direccion de cada una de las bisectrices buscadas. Basta para ello
observar que los tridngulos y de la figura 7.29 son isOsceles y semejantes. Las ecua-
ciones de las bisectrices seran
- v
LY ranile sl B
1= 112

A

u_ v

lall - 11zl

i ra7.29

EJEMPLO I. Deseamos hallar las bisectrices de las rectas de ecuaciones
r: —y=-1, r:2 +y=4.
Un vector perpendicular a ry es (1, —1), luego un vector director de r, es

T=(,1).

-y
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Un vector perpendicular a r, es (2, 1), luego un vector director de r, es
v=(1, —2).
Los vectores directores de las bisectrices serdn

- n o (I, 1)+(1, —2)
NN
Un punto por el que pasan las bisectrices es el punto de interseccion de las rectas dadas; el
lector puede comprobar que este punto es = (1, 2). Por tanto:

1 1 1 -2
( ,y)=(1,2)+t<i,i>
NN NG
son las ecuaciones paramétricas de las bisectrices.

*k & *

Para terminar esta seccién recordamos queel ng lo e orman o lano se define como
el angulo que forman sus vectores perpendiculares (ver figura 7.31). Por tanto, el coseno del
angulo que forman dos planos puede calcularse mediante la formula obtenida al comienzo de
esta seccion.

Si el lector desea realizar algtn ejercicio relacionado con este concepto puede intentar ha-
Ilar el angulo que forman los planos de ecuaciones

3 -2y+ =0 y 2 4+y-3 =0

\(A
\

T

7T

i ra7.31

EJERCICIOS 7.3

1. Dados los puntos = (1,0), =(—1,1)y =(2,1)y lasrectas
se pide:
a) Distanciade a

b) El coseno del angulo que forman los vectores  y
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c) El coseno del dngulo que forman las rectas ry, y .
d) Ecuacion cartesiana de la recta que pasa por y es perpendicular a r;.
€) Ecuacidn cartesiana de la recta que pasa por y es perpendicular a r,.

f)  Descomponer el vector  en un vector paralelo a la recta r, y en otro perpendicular a
ella.

0) Hallar la proyeccion del punto  sobre la recta r,.
) Hallar la distanciade ar,yde ar,.
i) Hallar el simétrico del punto  con respecto a la recta r,.

) Encontrar las ecuaciones cartesianas de las bisectrices de r; y I».
Dados los puntos = (1,0,0), =(1,0,1)y = (2,3, —2)y los planos

m:3 —y+ =3, @m: +2y— =2
se pide:
a) Distanciade a yde a
b) El coseno del dangulo que forman los planos 7, y 7,.
¢) Ecuacién del plano perpendicular al vector  que pasa por
d) La proyeccion del punto  sobre el plano ;.
€) Descomponer el vector  en un vector perpendicular a 7, y otro paralelo a 7,.

f)  Encontrar las ecuaciones cartesianas de la recta perpendicular al plano 7, que pasa
por

0) Hallar la ecuacién del plano perpendicular a la recta interseccion de los dos planos
dados y que pasa por

) Distanciade amn,yde am.

i) Hallar el punto simétrico de  respecto del plano 7.
Dados los puntos = (0,0,1)y = (0, 3, 0) y las rectas de ecuaciones:

r:(1,1,0+1t2,0,1), r,: (0,0, —2)+ (1, —1,3)
se pide:
a) Demostrar que I, y I, se cruzan.
b) Ecuacién del plano perpendicular a r; que pasa por

c) Ecuaciones paramétricas y cartesianas de la recta paralela a r; que corta a r, en el
punto (0, 0, —2).

d) Ecuaciones de las bisectrices de la recta r, y la encontrada en el apartado anterior.
€) La proyeccion del punto  sobre r;.
f) Distanciade ar,yde ar,.
g) Descomponer el vector  en un vector paralelo y otro perpendicular a r,.
) Ecuacion del plano paralelo a r; que contiene a r,.

i) Ecuacidn del plano paralelo a r, que contiene a r;.
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) Distanciade r, ar,.[ geren ia: hallar la distancia entre los planos de los apartados

)ei)]

4. Utilizar vectores para demostrar que las diagonales de un rectingulo son perpendiculares
si y solo si el rectdngulo es un cuadrado.

5. Demostrar que las bisectrices de dos rectas que se cortan son perpendiculares.

6. Dadas las rectas de ecuaciones

—y+ =1 y+ =2
r: ) =3 rn: 0
y=3 2y + =0

demostrar que se cortan y hallar las ecuaciones paramétricas de sus bisectrices.
7. Hallar la ecuacién del plano cuyo punto mds cercano al origen es = (1, —2, 1).

8. Hallar la ecuacion de un plano que determine con los ejes coordenados segmentos de lon-
gitudes 2, 3 y 1, respectivamente.

9. Hallar la ecuacién del plano paralelo al plano de ecuacion 2 — 3y — 6 — 14 =0y que
dista 5 unidades del origen.

10. Encontrar la ecuacién del plano perpendicular al de ecuacion —2y —2 + 9 =0 que
pasa por los puntos =2, —1,6)y =, —2,4).

FIGURAS SENCILLAS EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO:
SUS ECUACIONES

En las secciones anteriores hemos estudiado las rectas y los planos por medio de sus ecuacio-
nes. En esta seccidn estudiaremos otras figuras en el plano y en el espacio. En todas ellas se
observard que si sus ecuaciones paramétricas solo dependen de un pardmetro las figuras son
curvas o trozos de curvas, mientras que si dependen de dos pardmetros se trata de superficies o
trozos de superficies.
Comenzamos con el segmento que une los puntos 'y  como en la figura 7.32, donde vy
pueden ser puntos del plano o del espacio. La recta que contienea y tiene como ecuacion
paramétrica

+tC )= A+t - )=(10-1t +t
donde t es un niimero real. Si imponemos la restriccién

0<t<l1

i ra7.32
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se obtienen todos los puntos del segmento  y solamente estos. Por tanto, el segmento
puede representarse de la forma

(1—-1 +t con 0<t<gl1.

Dado un punto en el segmento  se denominara n e conre etoa y alco-
ciente -
Il
ol
P X
0
i ra7.33

La razén de un punto con respecto a otros dos es, por tanto, un nimero real positivo.
Dado un nimero real positivo I siempre puede encontrarse un punto tal que su razén con
respecto a dos puntos dados 'y  distintos de  sea r. Para encontrar  observamos que

y ademas:
=(1—-t +t = +t

para algin t € (0, 1). Para encontrar este valor de t sustituimos en la férmula que nos da la
razén I y obtenemos

It t

r= —_—= :
[a—-u | 1-t

De aqui podemos despejar t en funcién de r:

r
t=——.
I1+r
El punto medio del segmento es un punto cuya razén es 1 con respecto a 'y Yy, por

tanto, t = 1/2. De aqui deducimos que el punto medio de ~  es

1 1 +
( 2> 2 2

EJEMPLO A. Queremos hallar un punto  que tenga razén 2 con respecto a los puntos
=(1,2,0)y =(—1,0,3). El punto serddelaforma =(1—1t) —+1t ,donde

Por tanto:

—1—%120+%—103——1%2
B 3(”)3(”)_ 337
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2
Observar que  es un punto que dista 3 [ |de vy 3 ||| de
k * k
Tres puntos no alineados , 'y , en el plano o en el espacio, determinan un tridngulo

como el de la figura 7.34. Los puntos del tridngulo y su interior pueden describirse paramétrica-
mente. Los puntos del lado tienen como ecuacion paramétrica

(1-t +t.,0<t<l1.

C

“““ (1—H)B+tC
0s<tr<1

i ra7.34

Uniendo con todos los puntos del lado ~ se tiene el tridngulo y su interior, que satisface
la ecuacion

d=) M-y +t] , 0<s <LOst<L
Esto puede escribirse de la forma

a-H) +d-H +t , 0< <1,0<t<1,
o bien

a +b + , a+tb+ =1, 0<ab, <I1.
La demostracion de esta dltima afirmacién se deja como ejercicio para el lector.

Cuatro puntos , , y no coplanarios en el espacio determinan un poliedro de cuatro
caras triangulares, es decir, un tetraedro, como el de la figura 7.35. Puede demostrarse con un
razonamiento andlogo al anterior que los puntos del tetraedro y de su interior se representan
paramétricamente de la forma

a +b + + , a+tb+ + =1, 0<ab, , <Ll

A

i ra7.35
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EJEMPLO B. Dados , y , tres puntos en el plano o en el espacio, queremos hallar las
ecuaciones paramétricas de la region sombreada de la figura 7.36. El segmento que une con
tiene como ecuaciones paramétricas

1-H +t , 0<t<L

C

__._...',':'III’IIIIIIIII;/////////,//”/////////////
”IIIIIII///////////////////

i ra7.36

Trazando las semirrectas que unen con cualquiera de los puntos del segmento se ob-
tiene la regién sombreada. Estas semirrectas tienen por ecuacion

a1-H)y +@a-y +t] , 0 , 0t

* 0k ok

Dado un tridngulo cualquiera, se denominan me iana a las rectas que unen un vértice con
el punto medio del lado opuesto.

Demostraremos a continuacidn que las tres medianas de un tridngulo se cortan en un punto
cuya distancia a cualquiera de los vértices del tridngulo es 2/3 de la distancia del vértice al
punto medio del lado opuesto.

Para demostrar este resultado sean , 'y los vértices del tridngulo; el punto medio del

— 2
lado es . El punto que se encuentra del vértice a 3 de la distancia de  al punto

medio del lado s (ver ejemplo A):

2 2 4+ 1 + + o+
1) += =~ + =
( 3> 32 3 3 3

B+C

Baricentro )

i ra7.37

Realizando el razonamiento con cualquier otro vértice se obtendra el mismo resultado. Esto
demuestra nuestra afirmacion.

El punto donde se cortan las me iana de un tridangulo se denomina bari entro o entro e
grave a del tridngulo.
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Otros puntos caracteristicos de un tridngulo se obtienen como interseccién de sus alturas,
sus bisectrices o sus mediatrices. Los resultados que a ellos les conciernen se proponen en los
ejercicios del final de esta seccidn.

%k % k

Pasamos a continuacion a estudiar las figuras mas sencillas en el plano y en el espacio que
no pueden formarse con segmentos de rectas.

En el plano tenemos la ir neren ia, que es el lugar geométrico de los puntos que equidis-
tan de un punto fijo, llamado entro. La distancia del centro a uno cualquiera de los puntos de la
circunferencia recibe el nombre de ra io de la circunferencia.

Si = (,, ,) eselcentrode la circunferencia y r el radio, un punto = ( ;, ,)estdenla
circunferencia si y solo si

(, )=r

Por tanto:
(11— 1)2+( 2 2)2=I‘2

eslae a i n arte iana de la circunferencia de centro y radio .
X= (xp xz)

X276

X176

i ra7.38

Ecuaciones paramétricas de la circunferencia pueden encontrarse utilizando el 4ngulo o que
forma el radio de la circunferencia con una recta fijada que pase por el centro de la circunferen-
cia (ver figura 7.38). Se tiene que

1 — 1 =Trcosa, ,— ,=Trsena.
Por tanto,

1= ; trcosua
5 , T Irseno

con 0 < o < 27, son las ecuaciones paramétricas buscadas.
La figura que tiene a

= | tacosa
>, = ,tbhsena

como ecuaciones paramétricas recibe el nombre de eli e (ver figura 7.39). Para encontrar su
ecuacion cartesiana observamos que

1
CoSo = —— y sen o =
a
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Por tanto,

(1_ 1)2 (2_ 2)2

1 = cos’o + sen’o = +
a’ b?
b
a
o et O
F, C=(cy, 6y) F,
i ra7.39

Como se verd en el Capitulo 11, la elipse puede definirse de la siguiente manera: el lugar
geométrico de los puntos de un plano cuya suma de distancias a dos puntos fijos, llamados
focos, ,y ,, es constante.

* ES *

Otra curva que posee una definicién «similar» a la de la elipse es la lemni ata e erno i
li: es el lugar geométrico de los puntos del plano cuyas distancias a dos puntos fijos, llamados
focos, |y ,, tienen producto igual a 2, con 2 la distancia entre ambos focos.

Si | =(—1,0)y ,=(1,0),lalemniscata de Bernouilli tiene por ecuacion

[(( + D+ Y — D> +y1=1

(—V2,0) (V2,0)

i ra7.40

Simplificando esta igualdad se obtiene
Py =207 —y) =0.
Escribiendo = rcosa,y = rsena, con 0 < o < 27, tenemos que

r* = 2r’(cos® o — sen” o).
Por tanto:

r’ = 2cos 20.
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Esta ecuacion, denominada ecuacién en coordenadas polares de la lemniscata de Bernouilli,
permite obtener la representacién gréfica de la figura 7.40. Observar que los valores de o en los
intervalos (n/4, 3n/4) y (Sn/4, 7n/4) no dan puntos con coordenadas reales.

*k * *

La curva que describe un punto de una circunferencia cuando rueda sin deslizar sobre una
recta tiene unas ecuaciones paramétricas sencillas. Esta curva recibe el nombre de i loi e,y su
gréfica se aprecia en la figura 7.41.

0 4 Cicloide 27

i ra7.41l
Si la circunferencia tiene radio 1 y estd situada inicialmente como se muestra en la figura
7.42, después de que el centro de la circunferencia haya recorrido una longitud t, el punto  se

transforma en ', cuyas coordenadas ey satisfacen

T

=t— (, )=t—cosa=t—cos<t—5>=t—sent
T

y=1+ (, ’)=1+senoc=1+sen<t—2>=1—cost.

2




Seccién 7.4. Figuras sencillas en el plano y en el espacio: sus ecuaciones 335

En el espacio una de las figuras mds importantes es la e era, que posee una definicion simi-
lar a la de la circunferencia. La e era es el lugar geométrico de los puntos del espacio que
equidistan de un punto fijo, llamado entro. La distancia del centro a un punto cualquiera de la
esfera recibe el nombre de ra io de la esfera.

X=(xy, Xy, X3)

C=(cy, ¢, ¢3)

i ra7.43
Si = (,, » 3)eselcentrodelaesferay r suradio, cualquier punto = ( ;, ,, 3) deella
satisface la igualdad

(,)=r

Por tanto:
(1~ 1)2+(2_ 2)2+(3_ 3)2:r2

es la ecuacion cartesiana de la esfera de centro y radio r.
Ecuaciones paramétricas de la esfera pueden encontrarse en funcién de los angulos o y f§ de
la figura 7.43. Tenemos

3= 3=Trcosf

mientras que | || = rsen . De aqui deducimos que
| — 1 =rcosasenf
»— ,=rsenasenff; , 0<a<2n, 0<f<m,

53— 3=Trcosf

que son las ecuaciones paramétricas buscadas. Observar que estas ecuaciones paramétricas
dependen de dos parametros, oy f5, lo cual estd en concordancia con el hecho de que determi-
nan una superficie en el espacio.
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Capitulo 7. La geometria del plano y del espacio

Encontrar los puntos que dividen al segmento  en tres partes iguales, donde =(—1,0, —3)
y =(4,3,5).

Describir paramétricamente las regiones I, II, Il y IV de la figura adjunta, donde , 'y
son tres puntos no alineados.

I I

~ B\ 1

Hallar la interseccion de las siguientes figuras en el plano:

a) Larecta =y + 1y lacircunferencia ( — 2)* +y* = 6.

1
b) El semiplanoy — —

4
NEIRNE

c) Elsector 4, D)+ (1 — —1t1,2),t>0, >0yelsemiplano +2y —5<0.

y la circunferencia ( — 2)* + y* = 6.

Demostrar que un criterio para que la recta + t~ toque a la circunferencia > + y? = r?
en un solo punto es que se cumpla la igualdad

2
1 2

2—12 _
e =
a;

donde "= (4, ))y =@ a).

A x2+y2=r2
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Demostrar que si 'y ' son los puntos medios de los segmentos y , setiene que

Se denomina me iatri de un segmento a la perpendicular por su punto medio. Demostrar

que las tres mediatrices de los lados de un tridngulo se cortan en un punto que coincide con

el centro de la circunferencia circunscrita al tridngulo. (Este punto recibe el nombre de
ir n entro del tridngulo dado.)

Circuncentro

Demostrar que el circuncentro (ver ejercicio 6) de un tridngulo rectdngulo se halla en el
punto medio de su hipotenusa.

Se denomina bi e tri de un dngulo a la recta que divide al dngulo en dos partes iguales.
Demostrar que las bisectrices de los dngulos interiores de un tridngulo se cortan en un solo
punto que coincide con el centro de la circunferencia inscrita en él. (Este punto recibe el
nombre de in entro del tridngulo dado.)

h
Incentro

Cada una de las rectas que pasan por el vértice de un tridngulo y son perpendiculares al
lado opuesto reciben el nombre de alt ra del tridngulo de la figura adjunta. Estas
alturas coinciden con las mediatrices del tridngulo " * ' de dicha figura. Deducir de este
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resultado y del ejercicio 6 que las alturas de un tridngulo se cortan en un punto. (Este punto
se denomina orto entro del tridngulo dado.)

10. Dado el tridngulo en el plano cuyos vértices tienen coordenadas = (—3, 0),
=2,1)y =(0,3), hallar:
a) Las coordenadas del baricentro.
b) El circuncentro y la ecuacién de la circunferencia circunscrita.
¢) Elincentro y la ecuacidn de la circunferencia inscrita.
d) El ortocentro.
(Ver los ejercicios 6, 8 y 9 para las definiciones.)

11. Hallar las ecuaciones de la altura relativa al vértice del prisma de base triangular ,

donde
=1,1,3), =0 —-1,0, =(,0,00y =(0,3,1).

12. Encontrar las ecuaciones paramétricas y cartesianas de las siguientes figuras:
a) La circunferencia que pasa por los puntos = (2,1), =(0,3)y =(—1,0).

b) La esfera que pasa por los puntos =(1,2,0), =(,0,2, =@, 00y
= (2.1,/2).

7.5. AREAS Y VOLUMENES. PRODUCTO VECTORIAL

Comenzaremos encontrando una férmula para determinar el drea de un paralelogramo situado
en el plano o en el espacio. Observamos, en primer lugar, que un paralelogramo queda determi-
nado por dos vectores @ y b que son linealmente independientes (ver figura 7.44).
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Sabemos que el drea de un paralelogramo se obtiene multiplicando la longitud de su base
por la altura; por tanto:

area = [|&] - |

donde  es la proyeccién del punto  sobre la recta que contiene a y . Puesto que
[ || = |bllsen X (&, b), deducimos que
(drea)’ = ||| |b]*sen® & @, b) = [a|* |b|’[1 — cos’ < @, b)] =

P @, by’
= ||a2||b2[1

— —5= | = @ Ib]* — @& by

Hemos obtenido el siguiente resultado:

Proposiciéon 7.5.1

Si @y b son dos vectores linealmente independientes en el plano o en el espacio, la super-
ficie del paralelogramo determinado por los vectores @ y b se obtiene mediante la for-
mula

=/Ia* Ibl* - @ b)* =

AN J

Sid=(a,,a,)yb = (b, b,) son dos vectores linealmente independientes en el lano tene-
mos que
al* Ib]* — @ b)* = (a] + (b} + b3) — (aib, + ab,)* =
= a’b? + alb3 + alb? + a3b3 — a’b? — 2a,b,a,b, — a3h3 =
a a’
b, b,

(b, — ah))* =

Por tanto, el rea e n aralelogramoenel lano oin i e onelvalorab ol to el eter
minante orma o orla om onente elo ve tore elo eterminan.

En el espacio también existe una férmula sencilla, pero es necesario utilizar el concepto de
producto vectorial que se introducird mds adelante.

El 4rea de un tridngulo de vértices , y coincide con la mitad del drea del paralelogra-
mo determinado por los vectores y , como puede observarse en la figura 7.45. Por tanto,
las féormulas para el drea de un tridngulo se obtienen dividiendo entre 2 las formulas para el drea
del paralelogramo que €l determina.

——

—_—
-
-
- /

/
/
/
/

B

C_ —=—

i ra7.45
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Finalmente, recordamos que el drea de cualquier poligono es ficil calcular a partir del 4rea
de tridngulos, ya que cualquier poligono puede triangularse (ver figura 7.46).

D
E C
A
B
i ra7.46
EJEMPLO A. Tratemos de encontrar el drea del tridngulo de vértices = (1,2), = (—2,0)
y = (1, —3). Si consideramos los vectores

a=  =(0,—5)

y
b=""=(-3 -2,
se tiene que
0 -5
= —15.
-3 -2

Por tanto, el area pedida es 15/2.

EJEMPLO B. Queremos encontrar el drea del tridngulo que tiene como vértices los puntos de
interseccién del plano de ecuacion 2 + Yy + 3 = 6 con los ejes coordenados (figura 7.48). Es-
tos puntos son

=(3,0,0), =(0,6,0) vy =(0,0, 2)

como facilmente puede comprobarse.
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€=(0,0,2)

i ra7.48

Si tomamos
a=(—-3,0,2) y b=(-3,6,0),

de la Proposicion 7.5.1 deducimos que

1 1
=5\/(9+0+4)(9+36+0)f(9+0+0)2=51/13-45781:
1
= /504 =314,

Observar que en este caso no podemos utilizar el determinante, mientras que si se utiliz6 en el
ejemplo A.

* 0k ok

Una férmula en la que interviene un determinante de orden 3 puede utilizarse para calcular
el volumen de un paralelepipedo en el espacio. Un aralele i e 0 queda determinado por tres
vectores linealmente independientes (ver figura 7.49). Si estos vectores son

a=(a;, a, a3), b=(.byby) vy “=C(un 2 3

i ra7.49
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demostraremos que el volumen del paralelepipedo que ellos determinan se obtiene como el va-
lor absoluto del determinante de la matriz.

a; a as
(ﬁa B’ ‘)) = bl b2 b3
1 2 3

Para demostrarlo basta con encontrar un vector @ perpendicular al plano determinado por
los vectores d y b, ya que entonces tendremos que

= volumen = (area de la base) - || |||cos X (7, @)|

ya que la altura del paralelepipedo coincide con ||7|||cos <X (7, @)|.
_ Para encontrar un vector @ = ( ;, ,, 3) que sea perpendicular a @ = (a;, &,, a3) y
b = (b,, b,, b;) basta resolver el sistema

@ wy=a, ;ta, ,+ta; ;=0
(E, @) =by +b, ,+by 5=0f"

Puesto que los vectores @ y b son linealmente independientes:

a, a az\
r<b1 b, b)‘z

y, por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones. Supongamos que

a &
0
b, by|”
y sea 3 = t; tenemos que
. 1 - a3 a2 al - a3 al 612
o=t , , .
a.l a.2 - b3 b2 b] - b3 b] b2
b, b,
a, a . .
Tomando t = b b # 0, por ejemplo, se tiene que
1 2
_ BH a a3 |8
a) = 9 - 9
b, b by bs| |by b,

que recibe el nombre de ro  to ve torial eayb.

Definicién 7.5.2 (Producto ectorial de dos ectores)

Dados los vectores @ = (a,, @, ;) y b = (b, b,, b3) en el espacio, definimos su ro  to ve to

rial como el vector
L a, a
axhb= < 27 >

b, by

a; a3
b, b;

a; &
by b,

s 2
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Una forma de recordar las componentes del vector producto vectorial de @y b es observar
que corresponden al resultado de eliminar la primera, la segunda y la tercera columna, respecti-

vamente, de la matriz
a; d, as
b, b, bs

teniendo siempre cuidado de que a la segunda componente es necesario cambiarle el signo.
Otra forma de recordarlo, procedente de la fisica, es la siguiente: sean i = (1, 0, 0),
=(0,1,0)y =(0,0,1)los vectores coordenados unitarios; podemos escribir

a=ai +ta, +a;

b=b,i +b, +b; .

El vector @ x b se obtiene desarrollando «formalmente» el determinante

a; a, as
b, b, bs

por la primera fila.

EJEMPLO C. Tratemos de hallar la ecuacién cartesiana del plano que pasa por el punto
=(2,1,3)ytiene = (1,0, —1)y v = (2, —1, 1) como vectores directores. Un vector per-
pendicular a " y v es
1 0
=(—1, =3, ~ 1)

o 0 -1 I -1
X = , —
—1 1 2 |12 —1

la ecuacién de todos los planos perpendiculares a ~ X 7 es

>

_ 3y [ —
El valor de se calcula con la condicién de que el punto  pertenezca al plano; por tanto,
tenemos —2 — 3 — 3 = —8 = . La ecuacion del plano es

+3y+ =8.

*k * *
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El médulo o longitud del producto vectorial de dos vectores tiene una bonita interpretacion
geométrica. Si los vectores dados son @ = (a,, a,, a;) y b = (b,, b,, b), y calculamos |[d % b|?

se tiene que

2 2 2

a, a, a, a, a, a
b, b; b, bs b, b,
+ (a,b, — a,b,)* = a3b3 + ajb3 + ajbj + a3b] + ajh; + ajb; —

— 2[a,bsa;b, + a;bsasb, + a;b,a,b,] = (@l + a3 + a3)(b? + b3 + b3) —
— alb? — ajb3 — a3h3 — 2[a,bsa;b, + a,bya3b, + a,b,a,b,] =

= (al + a3 + a3)(b} + b3 + b3) — (a,b, + a,b, + azhy)* =

= |al*[b]* - @, b)*.

|a x b|?>= = (a,b; — a3b,)* + (a,b; — asb,)* +

De la Proposicién 7.5.1 deducimos el siguiente resultado:

Proposiciéon 7.5.3 ( rea de un paralelogramo en el espacio)
El drea de un paralelogramo en el espacio determinado por dos vectores & y b coincide
con el mddulo del producto vectorial de los vectores, es decir:

= @ x b|| = ||@] |[b] sen X (&, b)

161 sen < (@, b)

i ra7.50

El drea del tridngulo del ejemplo B podemos calcularla ahora utilizando el producto vecto-
rial. En efecto, tenemos que

_ 1 0 2 2 -3 0 271/2
ax bl = + =
[ [ H ’_3 6 }

21016 0 -3 0

1
[144 + 36 + 324]'? = 5 /504 = 3./14,

que coincide con el resultado encontrado en el ejemplo B.

2‘—32

= N

*k & *
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El problema que nos ha conducido a los resultados anteriores es el de encontrar una férmula
para determinar el volumen de un paralelepipedo en R®. Este problema puede ser resuelto ahora
de una forma elegante. Para el paralelepipedo de la figura 7.51 se tiene que su volumen es

= (4rea de labase)- || |||cos <X (@ x b, 7).

IE1 lcos % (@ X b, ©)|

i ra751

Debido a la Proposicion 7.5.3 se tiene que
= ||a x bl - || |cos % @ x b, ).

Si recordamos la férmula para calcular el coseno del dngulo que forman dos vectores (ver
seccion 7.3), obtenemos que

=|@ x b, ).

El producto escalar de @ X b con ~ recibe el nombre de ro  to mi to de los vectores &, b
y . El producto mixto de tres vectores puede calcularse utilizando un determinante, ya que

T ad a3 a; az| |[a; &
X b = — =
(a ) ) << b2 b3 ) bl b3 ) b1 b2 >,( 1s 2o 3)>
_ & a3 & a; a| Zl 22 23
b, bs| ' b, by * |b, b [Tt T2 P
1 2 3

Todos estos resultados quedan resumidos en la siguiente proposicion:
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s, N
Proposicion 7.5.4 ( olumen de un paralelep pedo)
El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores @, by ~ en el espacio pue-
de calcularse mediante la férmula
= |@ x b, )|
y coincide con el valor absoluto del determinante de la matriz
a @ 43
b, b, b,
1 2 3
donde é = (a17 a-2’ a3), B = (bl, b2’ b3) Y T = ( 1> 2> 3)- /

EJEMPLO D. El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores & = (1, 2, —3),
b=(,1,2)y = (1, —2, — 1) es el valor absoluto de

1 2 -3
1 2 2 -3
0 1 2| = + =—14+4+4+3=10.
-2 -1 1 2
1 -2 -1
Por tanto, = 10.
ES ES *

Utilizando la Proposicion 7.5.4 puede calcularse el volumen de otras figuras en el espacio.
Si se trata, por ejemplo, de un prisma triangular determinado por los vectores @, by ~ (véase
figura 7.52) se tiene que su volumen es

1 _
=5 @b,

ya que dos de dichos prismas unidos por una de sus caras laterales forman un paralelepipedo
determinado por los vectores @, by ~.

y=21@xs,o

i ra7.52



Seccién 7.5. Areas y volumenes. Producto vectorial 347

Para hallar el volumen de una pirdmide de base triangular determinada por los vectores @, b y
~, consideramos el prisma de base y con altura igual a la de la pirdmide dada (ver figura 7.53).

El prisma de base triangular de la derecha de la figura 7.53 puede dividirse en tres pirdmi-
des como se muestra en la figura 7.54.

F E

i ra7.54

La pirdmide 1 es igual a la original de la figura 7.53. Las pirdmides 1 y 3 tienen igual volu-
men porque tienen igual base y altura. Las pirdmides 2 y 3 también tienen igual volumen por-
que pueden interpretarse con vértice comin en y con bases los tridngulos coplanarios iguales

y . Luego las tres piramides tienen igual volumen. Por tanto, para la pirdmide de la
figura 7.53 su volumen es

1 _
=—|@ x b, 7).
p I( )|
Este razonamiento estd tomado del Curso de geometria métrica’ (Leccién 553, -§1).

k * *

' P. Puig Adam, r o e geometriam tri a (1956).
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El producto vectorial, que nos ha aparecido al intentar calcular dreas y volimenes de figuras
tridimensionales, aparece de manera natural en algunos fenémenos fisicos. Se justifica experi-
mentalmente que una carga eléctrica positiva de magnitud , que se mueve con una velocidad v,
dentro de un campo magnético de intensidad i, se encuentra sometida a una fuerza  cuyo
modulo y direccion estdn dados por

= (@xi).

ﬁ:

Una corriente que circula por un hilo recto produce un campo magnético cuyo vector
tiene el sentido del producto vectorial del vector que sefiala el sentido de la corriente, v, en el
hilo y el vector de la figura adjunta.

<

3

Estudiaremos a continuacién las propiedades del producto vectorial. Sabemos que el pro-
ducto vectorial tiene direccién perpendicular a cada uno de los vectores y su médulo o longitud
coincide con el drea del paralelogramo que ambos vectores determinan. Sin embargo, esto
no determina completamente el producto vectorial de @y b, ya que la direccién perpendicular
ady b posee dos sentidos opuestos. Se plantea entonces la pregunta de saber cudl es el sentido
del vector @ X b.

Realizamos algunos ejemplos sencillos. Si €, = (1, 0, 0), €, = (0, 1, 0) y €& = (0, 0, 1),
tenemos que

0 0 1 ol|t o
B XE, = — = H=¢
€ X €, <‘1 ol ‘0 ol lo ID 0,0,1) =84
y
é)(é_10_0001__é
2o 0 o |1 o1t o 3
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En estos ejemplos se observa que el sentido del producto vectorial de @ y b estd dado por el
sentido de avance de un tornillo que gira yendo de @ hacia b, con un 4ngulo inferior a 180°.

Otra forma de recordar el sentido del producto vectorial es la regla e lamano ere a:el
sentido de @ X b es el sentido en el que apunta el dedo pulgar cuando los dedos de la mano
derecha estdn curvados de @ hacia b con un 4ngulo inferior a 180° (véase figura 7.55).

Las propiedades que conocemos del producto vectorial lo determinan totalmente, es decir,
el producto vectorial @ x b de dos vectores @ y b en R* que son linealmente independientes es
el unico vector que satisface las siguientes propiedades:

1) Es perpendicular a @y b. B
2) Su longitud es el drea del paralelogramo determinado por @y b.
3) Su sentido estd dado por la regla el tornillo, o de la mano derecha.

axb

il

i ra7.55

Proposiciéon 7.5.5 (Propiedades del producto ectorial)

Cualesquiera que sean los vectores &, by ~ en R? se tiene:

a) axb=-bxa

b) @xba=0y@xb,b)=0.

c) Siaybsonnonulos,@x b=0siy solosiay b son paralelos.
d @+byx " =ax " +bx".

e @xb )=@bx")=(0b " xa.

f) axbdx")=@ Hb—@bh).
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Nota. Las propiedades a), b) y c) se deducen inmediatamente de las propiedades ya cono-
cidas del producto vectorial. El resto de las propiedades pueden demostrarse directamente utili-
zando la definicién de producto vectorial, y se dejan como ejercicio para el lector.

Existen varias formas de calcular la distancia entre dos rectas que se cruzan en el espacio;
una de ellas se sugiere en el apartado j) del ejercicio 3 de la seccién 7.3. Otra de ellas puede
obtenerse utilizando la Proposicién 7.5.4 de esta seccion. Dadas la rectas de ecuaciones

r: +t y r,: + 70
formamos un paralelepipedo como se muestra en la figura 7.56. El volumen del paralelepipedo
se obtiene multiplicando el drea de la base por la altura a. De las Proposiciones 7.5.3 y 7.5.4
deducimos que

=Cxv, =" x7]-a

s

Puesto que la altura a del paralelepipedo coincide con la distancia de al plano que contie-
ne a I, y es paralelo a r, y esta, a su vez, coincide con la distancia entre las rectas dadas, la
distancia buscada es

(r,rp)=a=|Cxov, )/ x75l.
EJEMPLO E. Para calcular la distancia entre las rectas de ecuaciones

r: (L0, H+t2,0,1) y rn:O1LD+ (1,3 -1

calculamos
2 0 1 02 1
Cxs H)=| 13 —1/=| 0 4 —1——F w—6
0, 4 —1
-1 1 0 -1 1
y
0 1 2 1| 2 0
“ x| = 2,0, 1) % (1,3, — 1) = T ’ B
I % Bl =12, 0, 1) % ( 2 H<3 -1 ‘1 -1 ’1 3’)”

=1(=3,3,6] = +9 +36)"=_/54.

Por tanto,

(r]’ r2) ===

Gle
Bl
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Terminamos esta seccion haciendo algunos comentarios sobre la orientacion del plano y del
espacio y el sentido positivo de giro.

En un plano no hay una orientacion privilegiada: podemos decir cudndo dos pares de vecto-
res unitarios y perpendiculares entre si tienen la misma orientacién, pero no decir cudl es la
orientacion de cada uno de ellos. Sin embargo, decimos que hay un sentido positivo y un senti-
do negativo de giro porque siempre miramos nuestro plano de un lado fijo: el papel por el lado
en que dibujamos o las agujas del reloj desde fuera del mismo. ;Si usamos un plano transparen-
te y lo miramos desde atras, los sentidos de giro cambian!

i rabb7

En el espacio no tiene sentido preguntar si el giro en torno a un eje es positivo o negativo y
solo tiene una respuesta si se ha elegido un sentido positivo en el eje y el observador se sitia en
el sentido positivo de este eje. Sin embargo, siempre podemos decidir si tres vectores unitarios
y perpendiculares entre sf estdn 0 itivamente orienta o : los vectores @, b y ~ (unitarios y per-
pendiculares entre si) estdn 0 itivamente orienta 0 sida x b =",

EJERCICIOS 7.5

1. Hallar el drea de la figura de vértices , donde
=(-2,0, =(-1,-2, =2 D, =0O1, =13

E @————-
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2.

Hallar las ecuaciones cartesianas de los siguientes conjuntos de puntos:
a) Plano que pasa por los puntos = (1,2,1), =(—-1,3,00y =(2,1,3).

b) Recta perpendicular a las rectas
3,3, +t3, -1,2) y (1L,L,9+ 5,1, -5)

y que pasa por su punto de interseccion.
c) Plano perpendicular a la recta de ecuacién (1, 2, 1) + t(—1, 2, 0) que pasa por el pun-
to(—1,2,3).

Demostrar que la distancia de un punto a larecta + 1t en el plano puede calcularse
mediante la férmula

1 2
al - bl a2 - b2
(!

donde = (a;,a,), =0b,b)y =(, 2.

[ geren ia: utilizar que el drea de un paralelogramo en el plano puede expresarse como
un determinante. ]

Dada la piramide de base y vértice ,donde =(2,0,0), =(@3,1,0), =(0,1,0),
=(—1,0,00y =(1,1,3), hallar:

a) El area de la cara

b) El drea de la base.

c) El volumen del prisma.

d) La distancia entre las rectas vy
e) El valor de la altura.

Hallar el volumen del prisma determinado por los vectores
a=(,2 -1, b=012 y ~=(,2 -3).

Demostrar las siguientes propiedades del producto vectorial:
a) @xb,)=@bx")=( "~ xa.
b) ax®x")=@Ib-@b",
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8.1. ESPACIOS EUCLIDEOS. LONGITUDES, AREAS

Y ORTOGONALIDAD

Una gran variedad de hechos geométricos se basan principalmente en la posibilidad de medir
las longitudes de segmentos y los dngulos entre ellos. Obsérvese que en la definicion de espacio
vectorial no se incluye ningtin concepto de medida. Para introducir el concepto de longitud de
un vector y de dngulo entre dos vectores fijémonos en el espacio vectorial de los vectores en el
plano.

X=x,€;+x,6, X=x6,+x,6,

[1%]1= Va2 +x3
y=yétne
0 & 7)
(17l
i ra8.l i ra8.2

La idea intuitiva que poseemos de longitud de un vector en el plano, que designamos por

[l es |7I =+/ 7+ 2 Hemos visto en el Capitulo 7 que si « es el dngulo que forman ~ eV,
se tiene
.y
CcCosSo = — yﬁ R <oa<m, (L.1)
(v
en donde (7, y) denotael ro toe alarde los vectores = = & + ,& ey =VY,€ + Y,6.

Recordar que el producto escalar de dos vectores en el plano ha sido introducido en la sec-
cion 7.3 y que la férmula (1.1) ha sido demostrada en la misma seccion.

La férmula (1.1) relaciona angulos con medidas y con productos escalares y es la base para
introducir axiomas en un espacio vectorial, de manera que en los nuevos espacios se puedan
estudiar propiedades geométricas.

Nuestra tdctica es definir estos espacios, que serdn los € a i0 e i eo, a partir de una
definicion axiomadtica de «producto escalar». Después estudiaremos los conceptos de longitud,
angulo y ortogonalidad en estos espacios; finalmente estudiaremos diversos tipos de aplicacio-
nes lineales entre ellos.

Definicion 8.1.1

Un espacio eucl deo es un espacio vectorial real ~ dotado de un producto escalar, es decir una
regla que asigne a cada par de vectores ,y € un nimero real, designado por (", y), de manera
que se cumplen las siguientes propiedades:

a) Simétrica: (7, y) = (Y, ) paratodo ,Y €

b) Distributiva: (7, +7) = (7,y) + (7, ") paratodo 7, y, " €

¢) (ALY)=A(C,y)paratodo ,ye€ ytodo/leR.

d) (7,7) >0 paratodo ~ # 0.

De b) y a) se deduce:
b) C+.,y=CY +(C, Y paratodo .Y, €
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De ¢) y a) se deduce:
c¢) (LAY) = A(C,y) paratodo ,ye ytodoieR.

De b’) se deduce que (Y, ) =0 +Yy, )= 0,)+F ) = 0= 0.
Por la propiedad simétrica (7, 0) = 0. En particular, (", ) = 0si ~ = 0.

EJEMPLO A. El espacio vectorial R* con
Y= it 2V
donde " = ( |, ,),Y¥ = (Y, Y,), y en general el espacio vectorial R" con
Y= i+t oY

donde ~ =
la Definici

Lo )€Y =y, .. Yn), son ejemplos de espacios euclideos. Las propiedades de

(
on 8.1.1 son féciles de verificar y se dejan como ejercicio para el lector.

EJEMPLO B. Dados ~ = ( ;, ,) ey = (y,, Y,) vectores en R?, definimos

I I 1\/v
)

La aplicacién que acabamos de definir de R? x R*en R es un producto escalar: las propiedades
b) y c) se deducen de las propiedades de la multiplicacién de matrices; para probar a) y d)
observamos que

Y= i+ 2yt Y21 H2y 5
de aqui se deduce la propiedad simétrica; para probar la propiedad d) observar que
C)=T4+2,,+25=(,+ )+ 3
Por tanto, tenemos una nueva estructura de espacio euclideo en R”.

EJEMPLOC. Si~ = ( ,, ,),¥ = (Y, Y,) € R?*y definimos (7,J) = ,y,, esto no es un produc-
to escalar en R* puesto que no se cumple la propiedad d); en efecto, si ~ = (0, ,) # O se tiene
. =0.

EJEMPLO D. En el espacio vectorial ([a, b]) de las funciones continuas reales definidas en
el intervalo [a, b], se puede definir un producto escalar que a las funciones (t) y g(t) les asocia
el nimero real

b
(.9 =J (g t,

obteniéndose un espacio euclideo. El mismo producto escalar sirve para convertir el espacio
vectorial ([a, b]), de los polinomios en el intervalo [a, b], en un espacio euclideo.

* * *
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Sea un espacio euclideo de dimension finita n (es decir, el espacio vectorial asociado a
es de dimension finitan) ysea = {"|, ,, ..., )} unabasede .Enestabase,si € eye |,
podemos escribir:

y

HM:

n
%Z.Z i Y=
i=1

Utilizando las propiedades b) y c¢) del producto escalar se tiene que

LYy = (Z e Z yﬁ>: Z iy Cis ). (1.2)
=1 =1

i=1 i=1
La matriz

Co D) (2 o O
(2’ Hl) (AZ’ 62) (HZ’ Hn)

Co ) Co™D) o Co )

recibe el nombre de matri el ro toe alar onre e toalabae .Con estanotacion la
expresion (1.2) puede escribirse de la forma

Yi

CY=Cnwn 0 |

Yn
La matriz de un producto escalar es siempre simétrica debido a la propiedad a) y los

elementos de su diagonal principal son todos positivos debido a la propiedad d).

Podemos preguntarnos si estas dos condiciones son suficientes para que una matriz ~ defina
un producto escalar; la respuesta es negativa, pues el lector puede encontrar un contragjemplo
en el ejercicio 1 propuesto al final de esta seccién. En el capitulo 12, dedicado a las formas

bilineales y cuadrdticas, se dard una condicidn necesaria y suficiente para que una matriz defina
un producto escalar en un espacio vectorial.

* £ *
La longit (0 norma) de un vector ~ en un espacio euclideo  se define como
=D . "€

Obsérvese que /(7, ) tiene sentido debido a la propiedad d) del producto escalar. En el ejem-
plo A se tiene:

”ﬂ”:\/ %+"'+ % s ﬂz(l’“'a n)ERn'

En el ejemplo B se tiene que

Fl=JC =1+ P+ 3, "=(, YeR
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Para el ejemplo D de las funciones continuas reales definidas en el intervalo [a, b] se tiene

b
I = /j [ OF t, € ([a bD.

La longitud de un vector ~ € multiplicado por un nimero real 4 coincide con
longitud de ~, ya que

127 = /G720 =J2C ) = 1A/ ) =

Todo vector de longitud 1 se dice nitario; todo vector ~ no nulo de un espacio euclideo puede
normali ar e, es decir, hacerle unitario, multiplicdndolo por 1/|"|. La bola ni a es el conjun-
to de todos los ~ € tales que ||| < 1, mientras que lae era ni a es el conjunto de todos
los e talesque ||| = 1.

A

veces la

AL

L

En todo espacio euclideo se cumple la siguiente desigualdad:

Proposiciéon 8.1.2 (Desigualdadde c¢ arz)
En un espacio euclideo
I 1TV

paratodo ,y e

Demostracion. Por la propiedad d) del producto escalar se tiene
(A =y4i-y=0
para todo nimero real 4; de las propiedades a), b) y ¢) del producto escalar se deduce que
221717 = 24C,y) + IV = 0.

La parte izquierda de esta ecuacion es un polinomio cuadratico en / que no puede tener raices
reales distintas, y, por tanto, su discriminante ha de ser <0; por tanto:

Y = IFIPIyIE <o.

Tomando raices cuadradas se deduce |, V)| < |[7]| |Yll, que es el resultado que desedbamos
probar.

En R" con el producto escalar «usual» dado en el ejemplo A, la desigualdad de Schwarz se

escribe de la forma
> y‘s/Z DR (1.3)
=1 =1 =1

y en el espacio ([a, b]) es

b b b

f (Hg(®) t‘< ﬂ [ ®F t / J g1 t. (1.4)
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La desigualdad (1.3) se atribuye al matemdtico francés Cauchy, mientras que (1.4) es atribuida
al matemdtico ruso Buniakovski.
® ok %

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se deduce

R LA
IV
por lo que el cociente ﬁ puede ser el coseno de un unico dngulo o, 0 < o < 7. Se dice que
este angulo o = < (7, ¥) es el que forman los vectores no nulos ~, y € . Por tanto
.y
cos L(,Y) =———. (1.5)
INInil

Finalmente introducimos el concepto de ortogonali a entre dos vectores de un espacio
euclideo: dos vectores *, Y € se dicen ortogonale si

Ly =0.

En el espacio vectorial de los vectores en el plano con el producto escalar usual esta definicién
coincide con la idea intuitiva de perpendicularidad: es decir, los vectores forman un angulo
de 90°, ya que segun (1.5) el coseno del dngulo que forman es nulo.

EJEMPLO E. Los vectores
€=(,0,..,0), & =1(0,1,0,..0),.. €& =(00,0, .., 1)
son ortogonales dos a dos en el espacio euclideo R" con el producto escalar usual.
EJEMPLO F. En el espacio euclideo ([ — =, 7]) los vectores del sistema trigonométrico
1, cost, sent, cos2t, sen2t, ..., cosnt, sennt, ...
son ortogonales dos a dos; por ejemplo,

T 1 7'[ 1 s
J (cos nt sen mt) t=2f sen (N + m)t t—ZJ sen(n —mt t=0.

El resto se comprueba de manera similar.

Una proposicion simple, asociada con el concepto de ortogonalidad, es la siguiente:

Lema 8.1.3

Si los vectores no nulos |, », ..., , son ortogonales entre si en un espacio euclideo,
también son linealmente independientes.

Demostracion. Supongamos que o, ; + o, 5 + --- + 0, , = 0; hallando el producto es-
calar con 7| se tiene

o4 ")+ (L D+ (T =0 =0
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o equivalentemente o, ;| * = 0, ya que los vectores son ortogonales entre si; como || ;|| # 0
se tiene o; = 0. De forma similar se deduce o, = --- = o, = 0.
k * k

Podemos ahora trasladar teoremas de la geometria elemental a este nuevo marco de la «geo-
metria» en los espacios euclideos. Comencemos con el teorema e it gora . Por analogia con
los vectores en el plano podemos considerar ~ + Yy como la hipotenusa de un tridngulo rectdn-
gulo determinado por los vectores ortogonales ~ e Y. Por la ortogonalidad de ~ e ¥ se tiene:

T TT T N TEYTE) - g G2 — (=12 & (1912
FHylF=C+y. "+ =I1"1"+2C. 9+ [ylI*= 171"+ [yl

Esta igualdad representa el teorema de Pitdgoras en los espacios euclideos.

<

X+y

X
i ra8.3

Otra propiedad geométrica que puede demostrarse en los espacios euclideos es la ¢ ig al
a triang lar, es decir, en todo tridngulo la longitud de uno de sus lados es menor o igual que
la suma de las longitudes de los otros dos. Para demostrar esto se utiliza la desigualdad de
Schwarz (Proposicién 8.1.2) para obtener
THYIP=C+y " +n =1 I>P+2C. N+ I¥I* <
< ITI2+ 207101+ 1Y12 =71+ 1903
por tanto:

7+ yIE< 171+ 1yl

que es el resultado deseado.

i rag8.4

EJERCICIOS 8.1

1. ;Cudles de las siguientes funciones ( , ): R* x R?~ R definen un producto escalar?:
a) (LY= Yi+25,+2y -3 Y.
b) V)= i~ 2Ya
A Y= Yi+t2 Y, +3y,+7 5y,
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d Y= yYit+t2,.0n+3y:+3,y.
e (LY)=211T3.+2 Y,+2,y.

Justificar la respuesta. Encontrar la matriz, en la base canodnica, de aquellas funciones que
sean producto escalar.

Encontrar la expresion analitica del médulo de un vector y del coseno del dngulo de dos
vectores en R? para aquellas de las funciones en el ejercicio 1 que sean producto escalar.

Encontrar el dngulo entre las aristas opuestas de un tetraedro regular.

Encontrar los cosenos de los dngulos entre larecta = , = --- = y los ejes coordena-
dos en R", con el producto escalar usual.

En el espacio vectorial Jil5,5(R) de las matrices reales de orden 3, demostrar que
{ , >=traza (") es un producto escalar.

Sea ( , (,)) un espacio euclideo. Demostrar:

a) 2(71P+5H =" +738|*+ |~ — 9| paratodo ", e (ley del paralelogramo).
b) 4,0 =" +79)*>— |~ — 9||> paratodo ", T e (polarizacién).
©) 20,0 =" +3*— |7|> — |5]* para todo ", T e
Sea un espacio vectorial. Una norma en es una funcién || ||: — R que satisface:
) I71=0¥"e y|I=0 = ~=0.
i) |27 =117V e .ieR

i) |7+ 0| < || + |[v]] (desigualdad triangular).

a) Si esun espacio vectorial euclideo con producto escalar ( , ) el médulo de un vector
es una norma que satisface la ley del paralelogramo. Probar que si  es un espacio
vectorial con norma || || que satisface la ley del paralelogramo, entonces existe un
producto escalar (, ) en tal que ||| = (7, 7)"% En consecuencia, la condicién nece-
saria y suficiente para que una norma sea el moédulo de un producto escalar es que
satisfaga la ley del paralelogramo.

[ geren ia: comenzar demostrando que (T + ,, ©) = (4, 0) + (", 0).] (ver ejer-
cicio 6).

b) Sea | | =| ,| +| ,| definida en R*. Demostrar que || | es una norma en R?, pero no
es el médulo de ningiin producto escalar en R?.

Sea ( , (,)) un espacio euclideoy {4, ..., ,} un conjunto de vectores ortogonales de
Demostrar:

= =2
" |(U’ |)|

a) )

i=1

FE < |[3]% para todo T e (desigualdad de Bessel).
1

b) Silos {7} son una base ortogonal de

(5’ 4,) _ Z (U’ |)( i )

i=1

o paratodo v, € (identidad de Parseval).
i
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9. Demostrar que la desigualdad de Schwarz es una igualdad si y solo si los vectores son
proporcionales.

10. Demostrar la siguiente generalizacion del teorema de Pitdgoras:
- - -2 — = 2 -2 -2
T [l Y[ Y (e RS o Y
si los vectores |, 5, ..., n € son ortogonales dos a dos.

11. Si ~ e ¥ son dos vectores cualesquiera en un espacio euclideo , demostrar que
7= yI= = Iyl

BASES ORTONORMALES EN UN ESPACIO EUCLIDEO

En un espacio euclideo  una base se dice ortogonal si sus elementos son ortogonales dos a
dos; si, ademds, los elementos de una base ortogonal son de longitud 1, la base se llama orto
normal.

Ya hemos demostrado en el lema 8.1.3, que todo conjunto de vectores en un espacio eucli-
deo, ortogonales dos a dos, son linealmente independientes. Demostraremos a continuacién que
en todo espacio euclideo de dimension numerable existen bases ortogonales; en el proceso de la
demostracion daremos un procedimiento, denominado m to o e ortogonali a i n, que permi-
te obtener una base ortogonal a partir de cualquier base del espacio vectorial. En la literatura
matematica también se le llama m to o e Gram mi t.

e B
Teorema 8.2.1 ( étodo de ortogonalizaci n)
Sea |, 5, ..., ,...una sucesion finita o infinita numerable de vectores linealmente inde-
pendientes en un espacio euclideo yseal = L(7,..., ) el espacio vectorial generado

por los primeros vectores. Entonces, existe un conjunto de vectores Y, Y, ..., Y ... tal
que:

a) El espacio vectorial L' = L(Yy, ..., ¥ ) coincide con L para todo entero positivo

b) El vectory ., es ortogonal a L para todo entero positivo
N J

Nota. Un vector Y en un espacio euclideo se dice ortogonala n be a iove torial L si
es ortogonal a todos los vectores de L; si L estd generado por los vectores ~;, 5, ..., , basta

probar que Y es ortogonal a cada uno de los vectores ~, =1, 2, ..., ;en efecto,si = Z o
=1

se tiene que
iV)Z(Z OW,37>= Y o,y =0.
=1

=1

Demostracion. Tomando Y, = 7, ey, = , + ay,, elegimos o de manera que Y, € Yy, sean
ortogonales:

0=1,Y) =01 2t ay) =1 2 + o, V),
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de donde se deduce que
_ Ge )
194117

El denominador de esta fraccion es no nulo, puesto que y; # 0: de la construccion realizada se
deducen inmediatamente las propiedades a) y b) para = 2.

Procedemos ahora por induccidn; supongamos que hemos elegido Y, ¥, ..., ¥ , de manera
que L =L’y son ortogonales dos a dos. Tomemos

Vo= T ANttty
y escojamos 4;, 4,, ..., 4 de modo que ¥ ,, sea ortogonal a y,, ¥, ..., ¥ . Para ello tenemos
O:(V +19‘y’):(ﬁ+1’y)+;‘/(y’y)7 :152’-"’ 5

de donde deducimos que

_ (ﬂ + 1> y)
Iy 112

Como antes, el denominador de esta fraccion esnonuloy L', =L ;.

Observacién. Observa que la matriz del cambio de base en la demostracién anterior es
triangular superior con unos en la diagonal.

Teorema 8.2.2

En todo espacio euclideo  de dimension finita existen bases ortonormales.

Demostracion. Sea {7, 75, ..., n} una base cualquiera de ;tomamos {Y,, Y,, ..., Y,} como
en el método de ortogonalizacion del Teorema 8.2.1; esta nueva coleccion genera todo el espa-
cio vectorial debido a a) y son ortogonales dos a dos debido a b). Para encontrar una base orto-
normal tomar € =y /[[y|l, =1, ..n.

EJEMPLO A. Los vectores | = (0,1, —1), , = (1, —=2,0)y 3 = (2, 1, 1) forman una base
de R’. Queremos hallar una base ortonormal siguiendo el procedimiento de Gram-Schmidt,
considerando en R? el producto escalar usual. Tomamos

yl :ﬁl = (Os 1’ 71)

Elegimos y, = 7, + oy, y calculamos o para que Y, e Y, sean ortogonales. Como en la demos-
tracion del Teorema 8.2.1 esto requiere tomar

(Y1, ﬂz)_ _2_
- = —=1
1Yl 2

Tenemos

y=(, 2,00+ 0,1, =) =(1, —1, —1).



Seccién 8.2. Bases orfonormales en un espacio euclideo 363

Para hallar el tercer vector Y5 elegimos Y3 = 75 + 4,Y, + 4,¥, de manera que Y5 sea ortogonal a
Y, y ay,. Esto requiere tomar

__(H3,71)_ s __(H3’y2)_
1 R B

Y1 19211°

Por tanto,
y3 = ﬂ3 = (29 13 1)

La base ortonormal es

1 1 1
él =—(09 1’ _1) s é2=—(1’ _1, _1) D) é3=—(2a 19 1)
2 6

Np N NG

EJEMPLO B. Encontremos una base ortogonal en el espacio ([ — 1, 1]) de los polinomios

de grado menor o igual que 3 en el intervalo [ — 1, 1] con el producto escalar del ejemplo D de
la seccién 8.1.

Tomemos como base inicial , =1, ,=t 5=t ,=1t. Elegimos y,= ,=1,
Yy, =t+ o1y calculamos o para que (Y, ¥,) = O:

| I
Oz(yl,Y2)=(1,t+o<)=(l,t)+(l,oc)=J‘ tt+ocJ‘ t=0+ 2o
1

- -1

por tanto, y, = t. Tomamos y; = t* + 1,- 1 + At

1 1 1 2 1
():(3/1,)’3)=Jv tzt-f-/llJv t+)v2j tt=§+2/11 = /11=_§;
—1 —1 -1

1 1 1
2
O:(yz,)@):J‘ t3 t+)u1J‘ tt+/12f tzt:;Qg = )Q:O;
-1 1 -1

por tanto:

3

1 1 1 1 1
0=(y1,y4)=f t* t+)v1J< t+;bzf tt+/13f <t2—§>t=2/11 = /=0
-1 -1 -1 -1

! ! ! ! 1 2 2 3

4 2 2
0=y )=| tHt+4 | tt+i,| t? t+is| t{P— ) t=c+24 = Ah=-—_;
—1 —1 —1 —1 3 5 3 5

1
Tomamos y, =t* + 2,-1 + L, t + /3 <t2 — _>:
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finalmente,

0= (Y3 Ya) = (Y3, 1) + (Vs 1) + Ay(ys, 1) + A3(Y3, V3) =

1 5 1 R 1 5 12 ) 5

por tanto,
3
=t —_t
Ya 5
Resumiendo,

1 3
:1 = = 2 _ = 3_Z
{yl ) y2 ts y3 t 3 s y4 t 5 t}

es una base ortogonal de este espacio con el producto escalar considerado.
Observar que la matriz del cambio de base de {7, 5, 3, 4} a {V, Y2, V3, Ya} €5

1 0 —1/3 0

0 1 0 —3/5

0 0 1 0o |
0 0 0 1

que es triangular superior con unos en la diagonal.

* * *
Sea {€,, €,, ..., €,} una base ortonormal en un espacio euclideo . Puesto que (§;, €) = J;,
coni, =1,2,..,n,donde hemos usado la notacién de Kronecker introducida en el Capitulo 5,

la matriz del producto escalar en esta base es

10 0
0 1 0|
00 1

Por tanto, si ~ = y€ € setiene que

Il M >
"ol
m
(¢}
<l

I
M=

i=1

1
Y= i+ oYt oY, 2.1

que nos da una forma sencilla de expresar en coordenadas el producto escalar de un espacio
euclideo, cuando en €l se ha elegido una base ortonormal.

Reciprocamente, si un producto escalar tiene una expresion como en (2.1) en una cierta
base, esta base es ortonormal; basta observar que de (2.1) se deduce que (§,€) =0sii# y
@ e =1-1=1,i, =1,2,..,n
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10.

Sean | =(—2, —1,1), =@, —1,0)y 3 =(, —1, 0) tres vectores linealmente in-
dependientes de R*. Definimos un producto escalar en R* afirmando que {7, 7, 5} es
una base ortonormal. Encontrar la expresion analitica de este producto escalar en la base
canénica de R’.

Dados 7, = (1,0,0), =4, —2,0)y 5 =(,1,5en R3, construir los vectores ViV, e
V5 del teorema de ortogonalizacién. (R? tiene el producto escalar usual.)
Sean 7, =(1,2,0,0), ,=(1,0,0,2)y 3=, —1, —1, 2) tres vectores de R*. Sea
= L(7,, 75, 3) el subespacio engendrado por |, 5, 3.
a) Encontrar una base ortonormal {v,, T,, 73} de  usando el método de ortonormaliza-
cién (R* tiene el producto escalar usual).

b) Extender la base encontrada en a) a una base ortonormal de R*.
Utilizar el método del teorema de ortogonalizacién para construir una base ortogonal en el

subespacio tridimensional de R* generado por los vectores ~,=(1,2,1,3), , =4, 1,1, 1)
y 3 =(3,1, 1, 0), considerando en R* el producto escalar usual.

Sea(,y)= Y1 t (1 + 20 +Y) +( 1+ 2+ 3 +Y,+ Y3) unproducto escalar
en R*. Encontrar una base ortogonal de < R para:

a) ={ eR’: = ,= 3}
b) ={ eR®: ,+2,+3,=0}.
En R con el producto escalar usual, ortonormalizar los vectores | = (1, 0, 1, 0, 0),

4’2 = (09 19 0’ 1’ 0) y 4’3 = (0’ 09 11 0’ 1)

Sean " =(1,2,3,4),v=(0,3, =2, 1)y = (1, 1, 0, 0) vectores de R*. Encontrar todos
los vectores de la forma — + o + f7, o, f € R que son ortogonales a ~ y ¥ simultdnea-
mente. (En R* se considera el producto escalar usual).

Seana = (1,2,0, — 1, 0), b= O, 1, =1,1,0)y ~ = (0, (l, 1,2, - 1De R>. Descomponer
~en dos vectores, uno de ellos combinacién lineal de @ y b y el otro ortogonal al anterior.
(En R® se considera el producto escalar usual).

Sea  un espacio euclideo. Demostrar que ~ + © y ~ — 0 son ortogonales si y solo si
1= 1wl

Encontrar una base ortonormal para cada uno de los subespacios siguientes:
a) {(,y, )eR*: +y— =0} (R’ tiene el producto escalar usual).

b) { (H)e &1—1,1]: L = )} (en §[—1, 1] se considera el producto escalar

1

dadoporj () () ).

—1
c) { ey, ;(R):traza ( ) = 0} (en M5, 5(R) se considera el producto escalar dado en
el problema 5 de la seccién 8.1).
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11. Demostrar quesi (7, )= 7+ 3+ ---+ 2 enunabase de un espacio euclideo, esta ba-
se es ortonormal.

1 3
12. Los polinomiosy, = 1,y, =t,y; = t* — 3 y, =t — 5 t encontrados en el ejemplo A de

la seccidn 8.3, reciben el nombre de polinomios de Legendre, porque fue este matematico
francés quien los introdujo en 1785. Demostrar que los polinomios Y, (t) coinciden, salvo
constantes, con los polinomios dados por la férmula

n

S = BT (&> = D", n=0,1,2,3.

Esta férmula fue encontrada en 1814 por el matematico francés Olinde Rodrigues.

13. En el espacio vectorial ((— oo, o0)) de las funciones continuas en la recta real, demos-
trar que ( , Q) = ()9 e * esun producto escalar y aplicar el método de orto-

— 0

gonalizacién a las funciones 1, , 2.

ota. Es necesario saber que

jw e =n

— o0

8.3. COMPLEMENTO ORTOGONAL. PROYECCIONES

Definicion 8.3.1

Dos subespacios ;y ,de un espacio euclideo se dicen ortogonales, y se escribe | L ,,
si todos los vectores de | son ortogonales a todos los vectores de .

En R? con el producto escalar usual, un plano y una recta perpendicular a él, que pasen por
el origen, son subespacios ortogonales (figura 8.5); sin embargo, dos planos que son perpendi-
culares en el sentido de la geometria de R* no son ortogonales, ya que los vectores ~;, ~, de la
figura 8.6 no son ortogonales.

Vnvic

i ra8b i ra8.6
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Se tienen las siguientes ro ie a e de los subespacios ortogonales.

1) .Y . onortogonale iy olo ito o lo vetore e nabae e , onortogo
nale a aa no elo vetore e nabae e .

En efecto, si {7}, ..., } esuna basede ,y {7,,..,0}esunabasede ,ysi €
y e ,podemos escribir = [, + -+ T, y=y, 0, + .- +Yy0; por tanto,

.y = Z Y o) =0

i=11=1

yaque (7, ) =Oparatodoi=1,.., ,1=1, .., .
El reciproco es obvio.
2) i ,L , etiene e ,n ,=/{0}.

Para demostrar esta afirmacion suponer que ~ € ;N ,;entonces € ;y € ,; COMO
1L ,setiene que (7, ) =0, y por tanto ~ = 0.

Dado un subespacio vectorial ~ de un espacio euclideo el conjunto
t={ye :yLl paratodo e }

es un subespacio vectorial de , que recibe el nombre de om lemento ortogonal e . Para

demostrar que L es un subespacio vectorial de  basta observar que si € ,V, V¥, € L y

a,bekR,
@y, +by,, ) =ay;, )+ by, )=0

y, por tanto, ay, + by, € *.

EJEMPLO A. En R’ con el producto escalar usual, queremos encontrar el complemento orto-
gonalde ={(, 2 eR’: = ,}.
Unabasede es ", =(1,1,0), ,=(0,0, 1); un elemento y pertenece a ~ si y solo si ¥
es perpendicular a ", y a ,. Si tomamos Y = Y,&, + Y,€, + Y;€; se tiene que
0=(, D=€ T8 T VY€, 8 +t&) =Yy, TV,
0=(y, 2) = (i€ + Y28, t Y383, €3) = ;.

Este sistema es un sistema homogéneo con tres incognitas, cuya matriz de los coeficientes tiene
rango 2; por tanto, determina un subespacio de R* de dimensién 1; este subespacio tiene por
ecuaciones Y5 = 0, Yy, = —V, y, por tanto, estd generado por el vector v = (—1, 1, 0). Asi pues,

L=L{(-1,1,0)}.

EJEMPLO B. En R?, con el producto escalar dado en el ejemplo B de la seccién 8.1 queremos
hallar el complemento ortogonal de larectar: | = .
Puesto que r estd generada por ~ = (1, 1), tenemos que ¥ = (Y,, y,) € I si y solo si

1 1\/1 1
0=(, )= y2)<1 2) <1> =Wt Ysyr ZY2)<1> =2y, + 3y,.

Por tanto, I'" es una recta de ecuacién 2y, = — 3y,, es decir, generada por

v=(3, —2).
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En este ejemplo se observa que el complemento ortogonal de un subespacio vectorial
depende en gran medida del producto escalar utilizado. Observar que en este ejemplo los sub-
espacios 'y r™ no son perpendiculares en el sentido de la geometria cldsica estudiada en el

Capitulo 7.

k & *

El procedimiento seguido en los dos ejemplos anteriores para encontrar el complemento
ortogonal de un subespacio vectorial se generaliza a continuacién. Sea  un espacio euclideo
conbase ={";, 5 .., n}ysea un subespacio vectorial de generado por los I vectores
linealmente independientes

Los elementos € © quedan caracterizados por las relaciones:
@, =0, (@0, H)=0, .., @, )=0,

ya que esto es suficiente para demostrar que ~ es perpendicular a todos los elementos de
n

Si~ = Z i i» las igualdades anteriores se transforman en
i=1

=1

Il
HM:

=<ia1*,i iﬂi> _ial(ﬁfi)Ji\

Y az(ﬁ7ﬁi):| i
[ =1

(@)
Il
TN
=
Qo
[\e}
|
1=
:'1
~—__
Il
||M3

0;<Zn:1 aﬁ,i iﬁi>:. Zn: _i ar(ﬂ’ﬁi)} i /

i=1 i=11

que es un sistema homogéneo de r ecuaciones con n incégnitas ,, ,, ..., ,. Las soluciones de
este sistema forman el subespacio ortogonal a
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Sila base es ortonormal el sistema anterior se transforma en

a1 tap - ta, =0
gty + - tay =014, (3.1

ary 1+ar2 2+"'+arn n=0

Proposicién 8.3.2

Sea  un subespacio vectorial de un espacio euclideo de dimension finita. Entonces
es suma directa de  y su complemento ortogonal

Demostracion. Si"e ~ * setiene que € y € L. por tanto, (7, 7) = 0, de donde

deducimos que ~ = 0. As{ se comprueba que = {0}.

Falta probar quee + + = . Paraellosea = {€, ..., &} una base ortogonal de y
completémosla hasta obtener una base ortogonal {€,, ..., €., €,,, ..., 6, de ;si € podemos
escribir

T=) &= &t ) &=V

i=1 i=1 i=r+1

Claramente "€ . Ademds,ye *yaqueparatodo =1,..,r
n
(éay):<é’ Z iéi>:0’
i=r+1

con lo cual se tiene el resultado deseado.

Observacién. De esta proposicion y de la Proposicién 4.4.2 se deduce que
dim( )+ dim( ) =dim( ), siempre que tenga dimension finita. En consecuencia

dim( 1) =dim( )— dim( ).

Sea  un subespacio vectorial de un espacio euclideo . Puestoque = @ *, dela
caracterizacion de suma directa (ver Proposicion 4.4.4) se deduce que todo ~ €  posee una
descomposicién ni adelaforma” =y + “conye , e *.Elvectory recibe el nombre de

roye i nortogonal de “sobre yseescribey= (7)) = (7), mientras que ~ es la proyec-
cion ortogonal de ~ sobre L y se escribe ~ = O= O).

o()

i ra8.8
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El nglo e orma nwvetor e on n be aiove torial se define como el 4ngu-
lo que forma ~ con su proyeccion ortogonal sobre , (7); por tanto,
C.O)_g+y_ > _ 1Ol
1 O T 2 A (|

cos<(, )=cosX(, ()=

En las aplicaciones es conveniente conocer como se resuelve el problema de encontrar la
proyeccién () de un vector ~ sobre un subespacio  que tiene { |, ..., ,} como base (no
necesariamente ortogonal). La solucién de este problema se encuentra de la siguiente manera:
como (7)€ hemos de tener

O=A1+ -+ 4

ademds, (MH)e * y, por tanto, ( (7), ) =0paratodo =1,2,..,r.Como~" = () + ()
setieneque ()="— (7)y,portanto, C — (7), )=0paratodo =1, ..,7r,es decir,
G D= ACE D) = 40, D=0
: : : e (3.2)
(Ha ﬁr) - /ll(ala ar) - )Lr(ﬁra ﬂr) =0

que es un sistema de r ecuaciones con I incognitas 4,, ..., 4,; puesto que la proyecciéon (7) de
un vector ~ € es Unica, este sistema debe tener una tnica solucién; por tanto, su determinante

(ﬁls ﬂl) (ﬁra ﬂl)

r

(ﬁl’ ﬁr) (ﬂrs ﬂr)
debe de ser no nulo y las soluciones vienen dadas por

columna j
L@ ay Gy G
)7:5; : : L Ji=12, .,
' (ﬁl’ ﬁr) (}’ ﬁr) (ﬁr’ ﬁr)

de acuerdo con la regla de Cramer (Teorema 2.4.3).

EJEMPLO C. Tratemos de encontrar el dngulo que forma el vector (t) =t* con el plano
generado por los vectores (t) =1, ;(f) =1 en el espacio ﬁg)([—l, 1]) de los polino-
mios de grado menor o igual que tres con el producto escalar dado en el ejemplo D de la
seccion 8.1.

Sea = L(l, t); como cos <X (t?, ) =cos<(t%, (t%) comenzamos calculando (t?);
tenemos que

(tz) = ;Ll 1 + ;uzt,
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de manera que t> — (t*) es perpendicular a ; por tanto,

1 1 1 2
0:(1’t2_ (tz))ZJ‘ tzt_J /11 t_J‘ /lztt=§_2/11
1 —1 -1

1 1 1
2
():(t,t2_ (tz))zj t3t—j ;ultt—J‘ ;thzt=—§/12
~1 —1 -1

de donde se deduce que (t%) = 1/3.
Una vez calculada la proyeccion se tiene que

[1/3 3 5
cos L (t2, )= cos X (t3, 1/3) = 731 _ \[/ =\[

ERNINER

k * k
EJEMPLO D. Consideremos el plano ' de R* dado por la ecuacién , — ; + 1 = 0. Obser-
va que ' es paralelo al plano  de ecuacién ;| — 3 =0y pasa por el punto (0, 1, 1). Sea
a=1(0,1,1).Dado = (2,1,2)queremos hallar ,~ de manera que = + 7, ytal que ~

’

sea perpendicular a  (ver figura 89)e €

371
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Pongamos = ey = . Sirestamos @ de la igualdad ~ =y + " se tiene
T—a=@-a+-
dondey —de y~ e . Portanto, ~ coincide con la proyeccién (~ — @) de ~ — & sobre
1. Hallamos primero (T — @); como  estd generado por €, = (1,0, 1) y & = (0, 1, 0) se
tiene que
C—a) =18 t+ L&y
ademas:

=E€,C—a— (—3a))=2+0+1)—12 = 1,=3)2
0=@E,C—a— (—a)y=0—/4A-1 = 1,=0.
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3
Por tanto, (ﬁ—§)=5é1, con lo cual
= (—a="—a—- (C—a=201 — 303 = : 0—1
- ( )_ ( )_(’ s) 2’ ’2 - 2’ ) 2 .

Ahora es sencillo calcular Y puesto que

y= =1y (Lo - =212
y_ _(”) 2’, 2_2, 72-

*k & *

Observar que el ejemplo D podia haberse realizado siguiendo los procedimientos de geome-
tria cldsica en el espacio estudiados en el Capitulo 7. La definicion axiomadtica de espacio eucli-
deo nos da entonces otro procedimiento para resolver el problema de las proyecciones.

Lema 8.3.3

Sea  un subespacio vectorial de un espacio euclideo ysea € .Si~ =Yy + ~ con
y € ,setiene que

== 1 Ol

Demostracion. Basta aplicar el teorema de Pitdgoras de la siguiente manera:

FP=1"=yPP=1 O+ O=yIP=1 O-y+ OlI*=
= O=yIP+1 OP=1 O
donde la dltima igualdad se debe aque () —ye y ()e

El Lema 8.3.3 demuestraque si = ()+ ()con (e ,y ()e L (Mesla
mejor aproximacion a ~ de . Para calcular () puede procederse de la manera que se explica
r

s

a continuacion. Tomando una base ortogonal {0, ..., v,} de  podemos escribir ()= Z AiU;.

Como () es perpendicular a v, !

Co=C(O+ O=(O,0=217|

y, por tanto, los coeficientes de () se calculan con la férmula

que se llaman om onente e “enla ire i ndes, =1,..r.

Observacion. Observar que en el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt dado en
el Teorema 8.2.1 el vector Y , se construye restando a ~ | ; su proyeccion ortogonal sobre el
subespacio L = L(Y,, ... ¥ ) =L, .., 7).

EJEMPLO E. Tratemos de encontrar la funcién de la forma a, + a,sen + aj;cos +
+ aysen2 + ascos2 que mejor aproxime a la funcién

-1 si —n< <0
()={

~
) el—m, n]
1 si 0< <=
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segun el producto escalar dado en el ejemplo D de la seccion 8.1. La mejor aproximacion es
aquella en que los a son las componentes de en la direccién de 1, sen , cos ,sen2 ycos?2 .
En este caso las componentes a reciben el nombre de oe i iente e o0 rier de

Como
T 0 m
(,1)=f () :f -1 +f1 —n+n=0
-7 -7 0

el primer coeficiente a, es nulo.

Como
r ® 1 —-cos2
|sen ||> = J sen’ = J Y =1

-7 -7

el segundo coeficiente es:

1 1 (" 11 m
aH=—(,sen )=— ( )sen = —sen + sen =
T T . | ) ., 0

1 4
=-[2+2]=-.
T T

De manera similar el lector puede calcular el resto de los coeficientes, que serdn todos nu-
los. Por tanto, la mejor aproximacion a  en el espacio generado por {1, sen , cos , sen2 ,

cos2 } es—sen .
v

4
En la figura 8.10 se dibujan la funcién y su aproximacién — sen .
T

—JT /O JT
]
[

-1

i ra8.10

Anadiendo funciones trigonométricas pueden lograrse mejores «aproximaciones» de esta
funcion.
Con una cantidad infinita de funciones trigonométricas se consigue la aproximacién

‘ 1
()~=> 2n+1sen((2n+1) ).
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Pueden dibujarse algunas de las primeras sumas parciales de esta serie para comprobar que
cada vez se aproximan mds a la funcién . En la figura siguiente se dibuja

4 4
—sen +-—sen3 + —senS
T 3n Sn

que consta de los tres primeros sumandos de la serie anterior.

i ra8.1l

T
Poniendo = 3 se obtiene la aproximacién

v 1 1 1 1 1

—~l—sd-—c+-——+
4 35 7 9 11
en la que los denominadores son todos los nimeros impares.

EJEMPLO F. El Lema 8.3.3 se utilizard en este ejemplo. Dada una funcién (t) definida en el
intervalo [a, b], y t;, t,, ..., t, € [a, b], se trata de encontrar un polinomio (t) de grado <ny
talquela eviai n ar ti ame iadelafuncién , definida por

o ; Y=Y O OF
=1

sea minima.
Si en el espacio vectorial de todas las funciones definidas en [a, b] consideramos

(.9=>) ®uit),
=1

etiene ne aioe li eo e imen i nn.En este espacio euclideo el problema planteado se
reduce a encontrar la proyecciéon ( ) de  sobre el subespacio de todos los polinomios de
grado no superior a , ya que entonces | ( )|*=a( , ( ))*es minimo, de acuerdo con el
Lema 8.3.3.

Este problema ya sabemos resolverlo: se tendria

()=dog+ At + -+ At

donde los 4 son soluciones de un sistema semejante a (3.2).

Realizamos un ejemplo sencillo para ilustrar las afirmaciones anteriores. Supongamos que
queremos encontrar un polinomio de grado 2 de manera que la desviacion cuadratica media de
la funcién (t) = cosnt en los puntos t; = 0, t, = 1, t; = 2 sea minima para este polinomio en
el intervalo [0, 2].
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El polinomio que da el minimo, ( ), serd de la forma

()=l + Lt + At
de manera que
( s 1) - )”0(1’ 1) - /’Ll(t, 1) - /’LZ(t2$ 1) = 0
() = 21,0 = A4t ) — (% ) = 0.
(L) = 2o(1, ) = 4t %) = (% 1) =0
Utilizando el producto escalar anteriormente definido obtenemos
1 - /"Lo3 - 213 - )u25 = 0
1 - /103 - }u15 - /129 =0;.
3 - /l()S - )ulg - )\«217 = 0

Puesto que
3 3 5 3 3 5
2 4 35
35 9/=10 2 4|=3 +2 =4,
6 12 2 4
5 9 17 2 6 12
tenemos:
11 3 5 11 3 5 1
A=-11 5 9/=—-10 2 4/=--2[12-10]=1
4 4 4
3 9 17 2 6 12
13 I 5 ]3 1 5 1
A== 1 =-— =—4.4=—
1 43 9 40 0 4 2 4.4 4
5 3 17 5 3 17
=l s
L2_4
59

——————]

" f()=cosmt
i ra8.12
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Encontrar el complemento ortogonal del subespacio de cuando:
a) =R =L(,%con" =(1,0,1),5=(2, —1,1).
b) =R, ={ eR* ,+ ,+ 3+ 4=0,2,— ,=0}L

En ambos espacios se considera el producto escalar usual.

Sea comoenlb)y (3,2)={ eR*: |+ ,+ 3+ ,=3,2,— ,=2}.

a) Encontrar la expresion analitica, en la base canénica de R*, de la proyeccién ortogonal
sobre

b) Similarmente sobre (3, 2).

Sea un espacio euclideo, y subconjuntosde y y subespacios vectoriales de
Demostrar:

a) ={"€ :(7,0)=0,paratodo v e } esun subespacio vectorial de

b) *t=( "' =L(), esdecir, el subespacio engendrado por

c) c = =l
d ( + )= *tn L
e) ( n)t= T+ L
En R* descomponer = (5, 2, —2, 2) en una suma de dos vectores, = g+ Q, con g

Eerteneciente al subespacio vectorial generado por 51 =2,1,1, -1y 52 =(1,1,3,0)y
ortogonal a este subespacio, considerando el producto escalar usual de R*.

Encontrar el complemento ortogonal de cada uno de los subespacios del ejercicio 10 de la
seccion 8.2. Ademads:

a) En Jl; 5(R) con el producto escalar { , » =traza( "), hallar el complemento
ortogonal del subespacio de las matrices diagonales de Jl 5 , 5(R).

b) Dada = (;)e M5, ;(R), determinar la proyeccidn ortogonal ( ) sobre el subespa-
cio de las matrices diagonales y calcular | — ( ).

En R* con el producto escalar usual determinar las ecuaciones de la proyeccién ortogonal
sobre el subespacio generado por (1, 1, —1, 0) y (0, 0, 2, 1).

Sea un espacio euclideo y  un subespacio vectorial de . Demostrar que ( (), ) =
=(, (y) paratodo ,ye ,donde es la proyeccion ortogonal sobre

Sea un espacio euclideo; =L(,R={ : —R: lineal} se denomina el espacio
dual de (ver seccidn 5.5).

| teorema ere reentai n e ie afirma que paracada €  existe un Unico
“ e talque (¥)=(",V),paratodov e .Laaplicaciéon queacada €  le asocia
T € es biyectiva y satisface ~ ;=" + 3y, = 4 (luego es lineal).

Sea =R? y € definido por (€,) =2, (€,) =1, (€)= —1.Encontrar .



Seccién 8.4. Adjunta de una aplicacién. Aplicaciones autoadjuntas 377

9. Sea un espacio euclideo, < unsubespacio, : — la proyeccioén ortogonal so-
bre . Demostrar que:

paratodo "€ , | — (| < |~ — |, paratodo "€ (estoes, (7)esel vector de
que mejor se aproxima a ).

10. En lo que sigue se supone: a) no se conoce la descomposicion = @ *y b) para
cada ~ € existe al menos un €  tal que

m="l<I"="1 Y e . )

a) Probar que para cada ~ existe un tinico " €  satisfaciendo (¥).

b) Sea : — laaplicacion tal que (7)esel tnico "€  satisfaciendo (*). Probar
que " — (), ) =0, paratodo €
c) Probarque *= 'y eL( ) (aplicaciones lineales de en )y, por tanto, es una
proyeccién. Ademds, Img =
ota: observar que = es la proyeccion ortogonal sobre
=

11. Si es un subespacio vectorial de un espacio euclideo , demostrar que (

8.4. ADJUNTA DE UNA APLICACION.
APLICACIONES AUTOADJUNTAS

Definicion 8.4.1

Sea un espacio euclideo y una aplicacion lineal de  en , es decir, € L( ); una aplica-
cion e L( ) se dice que es ad untade si paratodo ",y € se tiene

COY=C0C 'O

La definicion anterior plantea dos preguntas inmediatas:

1. (Existe siempre una aplicacion adjunta de una dada?
2. Si existe una aplicacion adjunta de , ;es tnica?

Comenzaremos contestando a la segunda pregunta de manera afirmativa; para probar que la
adjunta de es Unica supongamos que existen aplicaciones lineales y tales que

CON=C O, COP=C O

entonces tenemos (, (¥)) = (7, (Y)), o equivalentemente (—, (Y) — (y)) =0 para todo ~,
ye ;tomando = ( — )(Y) se tiene

C = H®».C = HY) =05

y por las propiedades del producto escalar se tiene ( — )(Y) =0
prueba que 'y coinciden.

Y

W) = (y), lo cual
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En el razonamiento anterior se ha obtenido el siguiente resultado, que merece la pena desta-
car para su uso futuro:

Lema 8.4.2
Si , e€lL( )ysontalesque (", (¥))=(C, (Y) paratodo ,ye€ ,setiene =

La pregunta primera tiene también una respuesta afirmativa si dim( ) = n < co. Para de-
mostrarlo, sea {€, ..., €,} una base ortonormal de 'y = (@;); -, . nla matrizde en esta
base; sea 'la traspuesta de la matriz y sea ’la aplicacion lineal de matriz 'en esta misma
base; demostraremos que ' es la aplicacién adjunta de

Tenemos que

( (6),€)=1(a;€ + -~ +a,€,€)=a;

@& ‘€)= a@+--+tag=a,

con lo cual tenemos ( (€;),€) = (€, '(€))paratodoi, =1,2,..,n. Como todo vector de
es combinacion lineal de los vectores de la base, de la igualdad que acabamos de probar se
deduce que ’es la adjunta de ; en efecto, si

D=
<
)

n
%:_Z i€ Y=

Il
—_

Il
—_

tenemos que

(OM=2 X y(ELE =) Y iyE 'EN=C 'O

i=1 =1 i=1 =1

lo cual prueba el resultado deseado.
Hemos demostrado el siguiente resultado:

Proposicion 8.4.3

Para toda aplicacion lineal € L( ), donde es un espacio euclideo de dimension finita,
existe una unica aplicaciéon adjunta ' de , cuya matriz en una base ortonormal es la
traspuesta de la matriz de

A continuacién damos algunas propiedades de la aplicacidn adjunta de una dada.

a) "= ,donde denota la aplicacién identidad (basta observar que ( (7)), y) =(,y) =
= (7, (y)) paratodo ,ye ).
b) ()= ,yaque

COY=C "O=C'®,H)=0CY)N=")NC)Y) paratodo ", ye
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c ( + )= "+ ' yaque

CCH Y= +HO.N=CONFCON=C 'G)+C, ') =
=07+ D))

para todo ~,y €

d) (o )= "o ' yaque
CGCeyYyn=Ceo ON=00), '‘O=C, " ()

para todo ,y €

e) Si posee inversa, se tiene ( ') =( ).
Como o ~'= sededuceded)ya)que( ~')Yo '=( o “y= "= locual
prueba que la inversa de la adjunta es la adjunta de la inversa.

Nota. Las propiedades anteriores tienen su traduccién para matrices traspuestas; por
ejemplo, d) se escribe como ( )'= '

Definicion 8.4.4

Sea  un espacio euclideo y € L( ); la aplicacién  se dice autoad unta si su adjunta '

’

coincide con ,estoes, '= . De forma equivalente,

CO.N=C0C O

paratodo ",y €

Si es la matriz de una aplicacién € L( ) en una base ortonormal, sabemos que ‘es la
matriz de ' en esta misma base; si es autoadjunta se ha de tener = ! Por tanto, la matriz
de una aplicacién autoadjunta en una base ortonormal es simétrica.

Ya se ha observado que la aplicacion adjunta de la identidad e L( ) es ella misma; tene-
mos en el primer ejemplo de una aplicacién autoadjunta.

Las aplicaciones autoadjuntas tienen las siguientes propiedades:

1. La suma de aplicaciones autoadjuntas es autoadjunta, ya que ( + ) = "+ '=
= + .

2. La aplicacion inversa de una aplicacion autoadjunta invertible es autoadjunta, ya que
( =y t=

3. La composicién de dos aplicaciones autoadjuntas es autoadjunta si y solo si las aplica-
ciones conmutan, ya que ( ) = ' '= y, por tanto, () = si y solo si

En el ejercicio 11 de la seccidn 6.2 se pide demostrar que los autovalores de toda matriz real
im tri a de orden 2 son reales; ademads, del mismo ejercicio se deduce que toda matriz real
simétrica de orden 2 es diagonalizable. Nos preguntamos si toda matriz real simétrica (o equi-
valentemente toda aplicacién autoadjunta) es diagonalizable en los nimeros reales con indepen-
dencia de su orden. En esta seccion daremos una respuesta afirmativa a tal pregunta y demos-
traremos, ademads, que los vectores de la nueva base pueden tomarse ortonormales.
En lo que sigue, y mientras no se indique lo contrario, denota una aplicacién lineal de un
espacio euclideo en si mismo.



380

Capitulo 8. Espacios euclideos

Teorema 8.4.5

Si  es un subespacio vectorial de invariante con respecto a € L( ), su complemento
ortogonal  es invariante respecto de la aplicacién adjunta ' de

Demostracion. Seaye *; queremos demostrar que '(y) € . Paratodo "€  se tiene
que (, ‘)= (),Y)=0,yaqueye L y () e porser invariante con respecto a ;
la igualdad (7, '(Y)) = 0 para todo ~ € implica que (y) € *, que era lo que queriamos
demostrar.

Si  esuna aplicacién autoadjunta, se tiene ‘= ,y del Teorema 8.4.5 se deduce inmedia-
tamente el siguiente corolario:

s ) ~
Corolario .4.6

Si  es autoadjunta y  es un subespacio vectorial de invariante con respecto a
es invariante con respecto a

Teorema 8.4.7

Toda aplicacion autoadjunta en un espacio euclideo de dimension finita tiene todos sus

autovalores reales.
- J

Demostracion. Sea una matriz de la aplicacién . Supongamos que esta matriz tuviera
un autovalor complejo, que denotaremos por o + iff con ff # 0. En la seccién 6.6 se demostrd
que existen vectores —, v no nulos simultineamente, tal que

) =o" —po, @ =p +ob.
De aqui deducimos
U=, 0) — B, 0)
C, =4C7) + D).
Puesto que es autoadjunta se tiene que ( , ) = (, )Yy, por tanto, 0 = BN + 115]). De

aqui deducimos que 5 = 0, que contradice el hecho de que f es no nulo. Esta contradiccion
prueba el resultado deseado.

Teorema 8.4.8 (Diagonalizaci n de matrices simétricas)

La matriz de una aplicacién autoadjunta en un espacio euclideo de dimension finita puede
ser reducida en una base ortonormal determinada a una matriz diagonal.

Observaciéon. Del Teorema 8.4.8 se deduce que toda matriz simétrica es diagonalizable.

Demostracion. Sea una aplicacion autoadjunta y A, un autovalor de ; por el Teorema
8.4.7, 1, es real. Sea €, un autovector unitario de  correspondiente a /.

Sea | = L(€,) el subespacio generado por €;; como es autoadjunta, del Corolario 8.4.6.
se deduce que i es invariante respecto de
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La aplicacién restringidaa 1 sigue siendo autoadjunta con el mismo producto escalar y,
por tanto, podemos elegir €, €  tal que €, sea un autovector unitario de autovalor real /,
de

Tomamos , = L(€,, §) como el subespacio generado por €, y €,; > es invariante respec-
to de ; el proceso puede repetirse para obtener A;, autovalor real, y €;, autovector unitario,
ortogonal a €, y €,.

Después de repetir este proceso tantas veces como la dimension del espacio euclideo se
tiene una base de autovectores ortonormales, y en esta base la matriz de  tiene la forma

A 0
;"2
0 o

EJEMPLOA. e irla ig iente matri im tri a

(s )

a orma iagonal me iante na ba e ortonormal.
Sus autovalores son las soluciones de 0 =| — A |=01—-A)B3 -2 —8=1>—4),-5;
por tanto, 4, = 5, 4, = — 1. Puesto que

—4 8 0
(ﬁ f2><y>=<0> = VS0 = K oS5 =LG =2

tomamos €, € L(",) unitario:

1

Hﬁu f S <f

€ =

ol

Puesto que

2 /8 0
(\/g {)(y):(()) = 2 +./8y=0 = Ker( + )=L{7,=(—48),

tomamos €, € L(,) unitario:

NG

T \F(_ Mh ( fﬁ)'

Observar que €, y €, son ortonormales. La matriz de  en la base {€,, €,} es

-G

Por tanto, en la base {€,, €,} la aplicacion produce una «dilatacién» en el «eje» €, que se
obtiene multiplicando por 5, y una «simetria» con respecto a la recta L(€;) (ver figuras 8.13
y 8.14).
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i ra8.13
La imagen de la figura es ' /(ver figura 8.14).
s | B ¢’
e \ C -
A _‘ / “51 L .
. > B’
AN

i ra8l4

Podemos ahora dar la interpretacion geométrica de las aplicaciones autoadjuntas; en la base
{€,, ..., €,} del Teorema 8.4.8,si = €, + --- + .6,

T=A &t -+ Ay €

con lo cual en esta base  se reduce a n «dilataciones» a lo largo de los nuevos ejes; las dilata-
ciones pueden o no cambiar el sentido segin que el autovalor sea positivo o negativo.

EJERCICIOS 8.4

1. Encontrar la aplicacion adjunta de las siguientes aplicaciones:
a) RP-R, (,y,)=( +y+ ., +2y+2, +2y+3).
by R-R, (,y,)=(-y+ ,— +2, +2y.

0 o RI-LU- RI-LI ()= — O-—C ()
d) o Msa®) > dlss®), ()= '+

ota. Los productos escalares de R, [ —1, 1]y 5 ;(R) son como en el ejercicio
10 de la seccién 8.2.
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2. Sean ", =(1,1,0), ,=(,0,1)y 5= (1, 2, 0) los vectores de una base de R>. Conside-
rando el producto escalar usual en R’, estudiar si la aplicacién € L(R?) es autoadjunta
cuando su matriz asociada en la base { |, ,, 3} es

1 -4 2 —4 -5 -6
a =2 2 3 b) 4 2 7).
0 30 35 4

3. Diagonalizar en una base ortonormal cada una de las siguientes aplicaciones, demostrando
en primer lugar que son autoadjuntas:

a) R*->R%L (,y)=@Q +y,2y+ ).
b) R-R, (,y,) )=+, +, +y.
C) Pl o (R) = My« o(R), () = B

4. Sea una aplicacion lineal de un espacio euclideo en si mismo. Demostrar que + 'es
autoadjunta.

5. Sea una aplicacién lineal de un espacio euclideo en si mismo. Demostrar que
Ker( ) =[Img()I* e Img( )= [Ker()]"

6. Demostrar que toda matriz simétrica € Jl,,, ,(R) determina una aplicacién lineal auto-
adjunta en cualquier espacio euclideo de dimension n.

8.5. APLICACIONES ORTOGONALES

Sabemos que en todo espacio euclideo existe el concepto de longitud de un vector; es natural,
por tanto, preguntarse cudles son aquellas aplicaciones que conservan la longitud de los vecto-
res de . A las aplicaciones que conservan la longitud de los vectores de  las llamaremos
ortogonale ; su estudio, asi como su significado geométrico, serdn el objetivo principal de las
dos préximas secciones.

En lugar de dar la definicidn utilizando la longitud de los vectores, la daremos utilizando la
nocion de producto escalar. Como mostraremos mds adelante, ambas definiciones son equiva-
lentes.

En lo que sigue  se utiliza para designar un espacio euclideo y una aplicacion lineal de
en ;ademds, cuando sea necesario utilizar la matriz de la aplicacién se entiende que es de
dimensidn finita.

Definicion 8.5.1

Una aplicacion lineal — de un espacio euclideo  se llama ortogonal si ( (7), ) =(,Y)
paratodo ,y € (es decir, conserva el producto escalar).



384

Capitulo 8. Espacios euclideos

Puesto que si  es ortogonal,

IFIP=C =0, On=1 Ol

Gy _ (O G
Iyl 1Ol @l

deducimos que toda aplicacién ortogonal conserva las longitudes de los vectores y los dngulos
entre ellos. Se tiene, ademds, la siguiente proposicion:

cos X (7,y) = cosL( (), ),

Proposicion 8.5.2

Toda aplicacién lineal en un espacio euclideo que conserve la longitud de los vecto-
res es una aplicacién ortogonal.

Demostracion. Paratodo ~,y € se tiene

| CHDP=CO+ @ O+ =1 OF+200, O+ ®I°

y
Im+yIP=C+y, "+ =117 +2C, 9+ [y~
Teniendo en cuenta que  conserva la longitud de los vectores y, por tanto, | (T +y)|| =
=[7+ylL I OIF= 1"y [ I = [yl se deduce que
O, M=0CY,

lo cual prueba que es ortogonal.

Ha llegado el momento de dar algunos ejemplos de aplicaciones ortogonales, aparte del
ejemplo trivial de la aplicacion identidad.

EJEMPLO A. Cualquier giro en R? (con centro el origen de coordenadas) es una aplicacién
ortogonal. Este resultado, que es geométricamente intuitivo, puede demostrarse algebraica-
mente. Para ello suponer que el giro es un giro de dngulo ¢ en el sentido positivo (contrario a

i ra8.15
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las agujas de un reloj) y que, por tanto, su matriz viene dada (respecto de una base ortonormal

{€), &}) por
COS —Sen
G, = < ? q’).
sen @ cos @

Para todo ~ = ( |, ,) € R? se tiene
2 2
el cosg  —seng)( \[I"_ ||/ 1cos@ — ,sene)[|" _
? sen ¢ cosp)\ , (sen@ + ,cos @
=(jcosp — seng)’ + (yseng + ,cos@)’= T+ 3= |7|

Esto prueba que G,, conserva la longitud de los vectores y por la Proposicion 8.5.2 debe de ser
ortogonal.

EJEMPLO B. En R? cualquier imetria (ortogonal) con respecto a un subespacio vectorial
unidimensional es una aplicacién ortogonal.

Encontremos primero las ecuaciones de la simetria - con respecto a = L(7). Dado
“eR%seay= (7)) — ,donde () es la proyeccién de " sobre . Se cumple:
Tt2y= (),

como puede apreciarse en la figura 8.16. Estas igualdades producen
-O=2 O—-"=2 =)0

Para encontrar ~ (7) escribimos  (7)=/1" e imponemos la condicién de que y= ()— =
= A~ —" sea perpendicular a ":

0=C, 2 =) =A"1P=C.

Por tanto,

O
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De aqui deducimos que la matriz de con respecto a la base canénica {€;, €,} de R* es

2

1 12
[t
2
12 2
[t s
donde " = &, + ,6E,.
Puestoque -(7) =(2 — )(7)la matriz de - con respecto a la base candnica es
2 % . 2,4,
—2 —2
I I =1<§_5212>
212 2%7 ||"H2 212 %7%
[T
Podemos comprobar ahora que - es una aplicacién ortogonal puesto que si ~ = ( |, ,) € R%
() = 1 <%_ % 2 2><1>:<(%_ %)1"‘2 1 22) 1
||ﬁH2 2, 5_% 2 2121"’(%_ %)2 H%”z
implica que
_ 1
H ~<>H2=W[<%f D iH4i A4+ (3 D=
1 2 2\2 2 2 2\2 2 2 2 -2
=—gl(i+ ) 7+C1+ D 30= 71+ =7~

—4
I

Nota. Si hubiéramos elegido {7, ~*} como la base en R?, la matriz de - con respecto a

esta base seria
1 0
0o —1/)

La matriz de - con respecto a la base canénica en R” puede encontrarse a partir de aquf reali-
zando un cambio de base.

Si el lector intenta encontrar més aplicaciones ortogonales en R” tendrd serias dificultades.
Quizd puede pensar en la simetria con respecto al origen de coordenadas, pero puede conven-
cerse facilmente que esta simetria es un giro de 180° y, por tanto, ha sido incluida en el ejemplo

. De hecho demostraremos en la proxima seccion ela ni a a li a ione ortogonale e
R? onlo giro yla imetria onre e toa nare ta(o imetria a iale ). (Asf se explica el

lector las dificultades anteriores.)
*k k *

En R® las posibilidades de aplicaciones ortogonales son mayores; a continuacién daremos
algunos ejemplos.
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EJEMPLO C. En R’ el giro G con respecto a una «recta» L (subespacio vectorial de dimen-
si6n 1), llamada e e e giro, de amplitud ¢ es una aplicaciéon ortogonal.

i ra8.17
Supongamos que L = L(7,) y que = L* = L(7,, 73), de manera que ~;, , y ~; son orto-
normales y con la misma orientacion que {€;, €,, €5}, es decir, , X 3 = 7, con el sentido de
giro que indica la figura 8.17. Entonces {7, *,, 3} es una base ortonormal de R? y en esta base
la matriz de G es:
1 0 0
G=|0 cosep —seng
0 sen¢ cos @

EJEMPLO D. La simetria | con respecto a una recta L, en R’, es una aplicacién ortogonal.
En la base ortonormal {7}, *,, "5} elegida como en la figura 8.18 se tiene:

1 0 0
L= 0 —1 0
0 0 —1

i ra8.18
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Observar que esta simetria es en realidad un giro en R’ de 180° con respecto a la recta L, y,
por tanto, es un caso particular del ejemplo C.

EJEMPLO E. Laimagen tridimensional que produce un espejo es una aplicacion ortogonal; se
trata simplemente de una simetria con respecto al plano del espejo.

Si  es el plano, designa esta simetria, y elegimos una base ortonormal {;, 5, 3}
como en la figura 8.19, se tiene que en esta base  tiene por matriz:
1 0 0
=({0 1 0
0 0 -1

.Seran todas estas las posibles aplicaciones ortogonales de R*? Recomendamos al lector
que trate de encontrar alguna mds y le advertimos que la respuesta a la pregunta anterior la
encontrard mas adelante en la préxima seccidon. No solo llegaremos a la determinacién de las
posibles aplicaciones ortogonales de R? sino de cualquier espacio euclideo de dimensién finita.

Este trabajo requiere el estudio de los autovalores de aplicaciones ortogonales. Antes de
comenzar este estudio daremos algunas propiedades ttiles de las aplicaciones ortogonales.

Es claro que toda aplicacidn ortogonal transforma toda base ortonormal en una base orto-
normal; el reciproco también es cierto y estd contenido en la proposicion siguiente:

Proposicién 8.5.3

Toda aplicacion lineal —que transforma al menos una base ortonormal en una base orto-
normal es ortogonal.

Demostracion. Sea {€,, ..., €,} una base ortonormal tal que {€}, ..., €.}, donde € = (€),
=1, 2, ..., n, es también ortonormal. Para todo

|
Il
M=
!
<
Il
M=
<
ol

i€,

Il
—
Il
—_
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del espacio euclideo se tiene
n n n
(O =2 yCE, EN= Y YE.&=2 v
i, =1 i, =1 i=1
mientras que
n n
CY= Y yE. &)=
i, =1 i=1
y, por tanto, conserva el producto escalar.

Si  es una aplicacion ortogonal y ' denota su adjunta (ver seccién 8.4) se tiene que

SY=00, =0 o )

para todo 7, y. el Lema y elaigal a anterior e e e e ‘o = ., eiroa
mente, i ‘o =, e naaliainortogonal. ea i e e e etoaaliainorto
gonal tiene nainver a,a aber: ~'= 'y, ortanto,e no ing lar.

La inversa de una aplicacion ortogonal es también ortogonal puesto que

Tlo( Ty = Tlo(yTl=( e )=,

y la composicion o producto de dos aplicaciones ortogonales 'y es también ortogonal puesto
que

(0)/(0)=/0(/0)0=/00=

Sin embargo, la suma de dos aplicaciones ortogonales no es, en general, una aplicacién ortogo-
nal (dejamos al lector que busque un ejemplo).

Sea lamatrizde en una base ortonormal; puesto que ‘o = deducimosque ' = o
equivalentemente '= ' Toda matriz que satisface una cualquiera de estas dos ecuacio-
nes se llama ortogonal. El determinante de una matriz ortogonal es igual a 1 6 — 1, ya que

2 _ — — — —
P=10 =19 1= "1=1l=1

El conjunto de las matrices ortogonales de orden n con elementos reales se designa por
(n; R) y, por tanto,

MR ={ ey (R): ' =)

En el conjunto (n; R) la multiplicacién de matrices es una operacion interna, ya que el
producto de dos matrices ortogonales es otra matriz ortogonal: basta observar que este resultado
ha sido demostrado para aplicaciones ortogonales con la composicidon de aplicaciones. Esta
operacion es asociativa, puesto que lo es la multiplicacién de matrices (ver seccién 1.3); la ma-
triz identidad es ortogonal, yaque ' = - = y lainversa de una matriz ortogonal es también
una matriz ortogonal, ya que anteriormente se ha demostrado para aplicaciones ortogonales.

Por poseer estas propiedades, el conjunto  (n; R) se dice que es un gr 0 con respecto a la
multiplicacién de matrices, llamado el gr o ortogonal de R".

Ejemplos de grupos han aparecido implicitamente en los capitulos anteriores. Se invita al

lector a localizarlos.
b k *
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Procedemos ahora al estudio de los autovalores de aplicaciones ortogonales.

Teorema 8.5.4

Los autovalores reales de una aplicacion ortogonal son iguales a 1 6 —1.

Demostracion.  Si A es un autovalor real de una aplicacién ortogonal —con autovector ~ se
tiene que
CO=C0), O)=00=20).
Por tanto, 1> = 1 yl=+1.

Observacion. La matriz de una aplicacién ortogonal puede tener autovalores complejos;
por ejemplo, el giro del ejemplo A tiene como autovalores A = cos ¢ + isen ¢. Si dispusiéra-
mos de un «producto escalar» en un espacio vectorial complejo podriamos demostrar que los
autovalores complejos de toda matriz ortogonal tienen modulo 1. Esto se hard en el capitulo
siguiente.

Teorema 8.5.5

Si un subespacio vectorial ~ de un espacio euclideo es invariante respecto a una aplica-
cién ortogonal , © es también invariante respecto de

Demostracion. Siye *“y e se tiene

Coo=Ce 'O, M= 'O,

Ademas, 71( ) = ,porser invariante por Yy ser invertible. Por tanto, l(ﬂ) € yse
tiene

o= 'O.N=0
Asipues, (J)e *.

CLASIFICACION DE APLICACIONES ORTOGONALES

En esta seccion clasificaremos las aplicaciones ortogonales en un espacio euclideo de dimen-
sién 2 6 3. La clasificacion consistird en encontrar todos los posibles tipos de aplicaciones orto-
gonales en , de manera que toda aplicacién ortogonal sea de uno de estos tipos.

Comenzaremos clasificando las aplicaciones ortogonales en un espacio euclideo de dimen-
sién 2 y deduciendo de aqui algunos resultados de la geometria plana. A continuacién daremos
un teorema general sobre la orma e or anreal e a li a ione ortogonale en un espacio
euclideo de dimensidn n, del cual deduciremos la clasificacion de las aplicaciones ortogonales
en un espacio euclideo de dimensién 3.

Sea una aplicacién ortogonal en un espacio euclideo de dimensién 2 (en particular R?),

que tiene como matriz
_ <3-11 a12>
ay 8xp
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en una base ortonormal = {€,,€,} de .Puestoque ' = se tiene que

t_ <a11 a21><a11 al12) _ <1 0>
A Axp/\@; axp 0 1

Deducimos de aqui las igualdades

aj, +a; =1,

aj, +a, =1,

aja; + ayay, =0.
Podemos elegir ¢ y y de manera que las dos primeras igualdades sean ciertas, es decir,
a,, =cosQ, @y =sen@, a;,,=cCcosy, a, =seny.
Sustituyendo en la tercera se obtiene
cospcosy + sen@senyy = cos(y — @) = 0.

i 3 s
Por tanto, se puede tener Yy — ¢ = > o también y — ¢ = EX Siy— o= 2 entonces

__[cosp —sen¢
sen ¢ COs
y, por tanto, eslarotai n e ng loalre e or elorigen e oor ena a . (En particular,

si @ = 0 se tiene la aplicacion identidad y si ¢ = 7« se tiene la simetria respecto del origen de
coordenadas.)

3n
En el segundo caso, esto es, y — ¢ = PR se tiene,

cos @ sen ¢

seng —cosq@)
La matriz  es simétrica y, por tanto, corresponde a una aplicacidon autoadjunta; en la seccién
8.4 se demostr que tiene como matriz

= R
<O /12> s A‘l’ /12 €

en una (nueva) base ortonormal (ver Teorema 8.4.8); por el Teorema 8.54, 4, =16 —1y
/y =16 —1. Ademas,

cos @ sen ¢

=1 1= |= =-1

seng —cos @

y, por tanto, 4, y 4, tienen signo opuesto. En consecuencia, en una (posiblemente nueva) base
ortonormal {€, &} tiene como matriz

)

que representa una imetria onre etoal ee €.
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En resumen, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 8.6.1

Toda aplicacién ortogonal de R? es bien una rota i n de dngulo ¢ alrededor del origen de
coordenadas (el determinante de cualquiera de sus matrices es 1) o bien una imetria
a ial (con determinante — 1).

* * k
Sean = {€,8)y '={,, ,} dosbasesortonormales de R*y la transformacién lineal
definida por
E)="1 , (€)=,

La matriz de enlabase eslamatriz del cambio de basede a '. Puestoque transfor-
ma una base ortonormal en otra ortonormal es una aplicacion ortogonal (Proposicién 8.5.3). Por
tanto | | = +1.

Si| | =1diremos que y ’tienenlami maorienta i n.Si| | = —1 diremos que vy
tienen i tinta orienta i n:

’

i,

Misma orientacion Distinta orientacion

Si y ’tienen la misma orientacion, el Teorema 8.6.1 prueba que es una rotacion. Si y
" tienen distinta orientacién, el Teorema 8.6.1 prueba que es una simetria.

Nota. En general, dadas dos bases = {€,,....,€,}y '= {4, ..., n} deun espacio vecto-
rial de dimensién n, diremos que 'y ' tienen la mi ma orienta i n sila matriz ~ del cambio
de base de a ' tiene determinante positivo. Si | | < 0O diremos que y ' tienen i tinta
orienta i n.

Del Teorema 8.6.1 se deducen resultados de la geometria elemental plana que nos seran
utiles en el Capitulo 10, dedicado al estudio de los movimientos en el plano y en el espacio.
Enunciamos alguno de ellos dejando la demostracién para el lector:

1) La composicion de dos simetrias axiales es una rotacion de dngulo el doble del dngulo
comprendido entre los ejes de simetria (observar que la composicién de dos simetrias
tiene determinante 1).
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i ra8.20

2) La composicién de una rotacion con respecto al origen y una simetria axial es de nuevo
una simetria axial (observar que su determinante es — 1).

i ra8.21

3) La composicién de dos giros con respecto al origen es otro giro con el mismo centro y
dngulo de giro la suma de los dngulos.

* 0ok ok

Pasamos ahora a clasificar las aplicaciones ortogonales en espacios euclideos de cualquier
dimensién finita.

\
Teorema 8.6.2

La matriz de una aplicacion ortogonal se reduce en una base ortonormal determinada a la
forma

COS (@, —senq,

sen@;  CoS @,

COS (o, —Ssen @y
sen @,  COS @y
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Demostracion. Procedemos por induccién en la dimensién n del espacio euclideo. Si
n =1 es claro, puesto que solo podemos tener A = =+ 1. Para n = 2 el Teorema 8.6.2 coincide
con el Teorema 8.6.1, que ya hemos demostrado.

Sea ahora un espacio euclideo de dimensién N'y  una aplicacién ortogonal. Pueden ocu-
rrir dos casos:

1. Laaliain tiene nwvalor ro ioreal A = +1 (esto ocurre necesariamente si n es
impar). Si € es un autovector unitario correspondiente a este autovalor tomamos
= L(€,); como ~ es invariante por (ver Teorema 8.5.5) la hipétesis de induccién
nos dice que la matriz de | . es de la forma del Teorema 8.6.2. Afiadiéndole el vector
€, se obtiene una base de en la cual tiene la matriz deseada.
2. Laaliain notienevalore ro io reale. debe de poseer al menos un autova-
lor complejo (y su conjugado) y en consecuencia tiene también un subespacio  de
dimensién 2 invariante. Por el Teorema 8.6.1,

cos@ —senq@ | 1 0
= 0 =
sen ¢ cos @ 0 —1
en una base ortonormal {€;, €,} adecuada. El segundo caso no puede darse, puesto que
ello implicaria la existencia de autovalores reales. Por tanto,

| = cosp —sen@
sen @ cosp )
Como * es invariante (Teorema 8.5.5) podemos aplicarle la hipétesis de induc-

cién para obtener una base de  * en la cual | :es como en el Teorema 8.6.2. Afia-
diéndole {€,, €,} adecuadamente se obtiene el resultado deseado.

* * *

Podemos ahora estudiar las posibles aplicaciones ortogonales en R*. Del Teorema 8.6.2 se
desprende que sus matrices en una base ortonormal {€,, €,, €;} adecuada han de tener una de las
siguientes formas:

1 00 -1 0 0 1 0 0 -1 0 0
a (0 1 0 b) 010 c |0 —1 0 d) 0 —1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 —1 0 0 —1
1 0 0 -1 0 0
e) |0 cosp —seng f) 0 cosep —seng
0 sen¢ cos ¢ 0 sen¢ cos ¢

ta matri e tienen la ig iente inter reta i n: a) es la identidad; b) es una simetria con
respecto al plano determinado por {€,, €;}; e) es un giro de dngulo ¢ alrededor del eje €, (en
particular ¢) es un giro de dngulo 180° alrededor de €,); ) es un giro de dngulo ¢ alrededor de
€, seguido de una simetria con respecto al plano determinado por {€,, €;} (es decir, composi-
cion de e) y b)); d) es un caso particular de f) con ¢ = 180° y corresponde a una simetria con
respecto al origen de coordenadas.
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Sean = {€,6, 8}y ‘= {75, 5 3} dos bases ortonormales de R*. La aplicacién lineal
definida por
(‘e’):"’ :17273’

es ortogonal (Proposicién 8.5.3). La matriz de en la base esla matriz del cambio de base
de a ’,porloque| |=+1,yaque esuna matriz ortogonal.

Si y ’tienen la misma orientacién, | | =1y como es ortogonal es equivalente a una
matriz de la forma

1 0 0
0 cosa —seno , 0<a<2n
0 sena coso

que engloba los casos a), €) y c) descritos arriba. Por tanto, en este caso existe una rotacion
de R® que transforma en '

Si 'y ’tienen distinta orientacién, | | = —1 y por tanto la aplicacién en una base orto-
normal adecuada es de la forma b), d) 6 f). Todas ellas se engloban en las matrices

—1 0 0
0O cosa —seno , 0<a<2n.
0 sena coso

Como estamos en R* podemos usar el producto vectorial. Si  es la base canénica de R® y

" tienen la misma orientacién que , como | |= (", X 7,, 3) —producto mixto— (ver el

parrafo que precede a la Proposicion 7.5.4),y (7} X 7, 3) =1 siysolosi | X 7, =73, se

deduce que ' tiene la misma orientacién que siy solosi | X 7, = ;. Recordar (final de la
seccion 7.5) que en este caso se dice que ' es una base 0 itivamente orienta a.

De manera similar se prueba que ' tiene distinta orientacién que la base canénica de R’
siysolosi ; X 7, =—"5yeneste caso la base ' estd negativamente orienta a.

Uy

Positivamente orientada Negativamente orientada

EJEMPLO A. Tratemos de encontrar en la base canénica de R? la matriz de la simetrfa (orto-
gonal) con respecto alarecta2 —y=0.

La recta estd generada por el vector ~ = (1, 2); podriamos aplicar el resultado del ejemplo
B, seccidén 8.5, pero preferimos hacerlo de nuevo. En la base ortonormal

- —1
Uy = =0, Uy = =
{ =1 | }
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donde ~* = (—2, 1), la matriz de esta simetria es

D

i ra8.22

Puesto que

- 1 _ 1
> U2=—(_2» 1)

=— (1,2
Uy \/g( ) \/g

la matriz de la simetria en la base canonica (la antigua) es

s )6 G )

{00

"5
EJEMPLO B. La matriz

0 1 0
=1 0 0
0 0 —1
es ortogonal porque
01 o0\/0o1 o0 1 00
=11 0 oljf1 o ol=10 1 o=
0 0 —1/\0 0 —1 0 0 1

Su interpretacion geométrica se deduce del estudio de sus autovalores. Como es simétrica sus
autovalores han de ser reales y, por tanto, iguales a +1 (Teorema 8.5.4). Un cdlculo adecuado
muestra que A, = 1, 4, = — 1 (doble) son sus autovalores.
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1 1 0 0 1
I 1 0)ly]=10 = =-y = Ker( + )=L{(0,0,1),—(1,—1,0)}.
000 0 V2
Luego
1 0 O
=0 —1 0.
0 0 -1
Se trata de un giro de 180° alrededor de L("}) con 7, = —= (1, 1, 0) o, equivalentemente, una

NG

simetria respecto a la recta L(7)).

Terminamos esta seccién con una observacion. Dada una matriz ortogonal € (n; R), del
Teorema 8.6.2 de esta misma seccion se deduce que existe una matriz ~ tal que

— —1

donde es como en el Teorema 8.6.2, es decir, una forma de Jordanreal de ,y es la matriz
del cambio de base de la base canénica de R" a una base ortonormal = {7}, ~,, ..., "} de R".
Por tanto, la aplicacion lineal en R" que tiene como matriz  transforma una base ortonormal
en otra base ortonormal; esto es suficiente para asegurar que es una matriz ortogonal.
Debido al Teorema 8.4.8 el mismo razonamiento anterior muestra que si ~ es una matriz
simétrica con valores reales, existe una matriz diagonal , y una matriz ortogonal tal que

— -1

-1

Pero como  es ortogonal se tiene, ademads, que = ' Se tiene asi el siguiente resultado:

Teorema 8.6.3 (Teorema espectral)

1) Dada € (n; R)existen € (n; R)y como en el Teorema 8.6.2 tal que
— t

2) Dada e, (R)ytalque = ‘existen e (MR)y e.l,.,(R)diagonal, tal
t
que = .
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Sean ;| =(1,1,0), ,=(1,0,1)y 3 =(1, 2, 0) los vectores de una base de R>. Estudiar
si e LR es ortogonal cuando su matriz en la base { |, ,, 3} estd dada por:

4 3 6 0 -5 1 10 -
a) | -1 -1 -1 by [0 1 0 o (1 2 3
—2 -2 -3 1 31 01 1

Sea e L(R? una aplicacién lineal cuya matriz en la base ortonormal dada de R* es

0 1 0
= 0 0 —1]
-1 0 0

Demostrar que  es ortogonal. Encontrar una base ortonormal de R® en la que  tenga co-
mo matriz la forma de Jordan real.

En un espacio vectorial euclideo  de dimensién 3 se considera la base ortonormal
= {€,,€,, 6}y : — lineal, definida por

3 (é]) = 26] - 2@2 + 63, 3 (é2) = Ofé] + 62 - 2@3, 3 (63) = ﬁé] + 'yéz + 2é3
Hallar o, f y 7 de manera que sea una aplicacion ortogonal y encontrar la matriz de  en

la base

Sea € L( ) una involucidn, es decir, 2 = . Demostrar que es una simetria ortogonal o
la identidad si y solo si  es autoadjunta.

Sea un espacio vectorial real y una aplicacion ortogonal. Probar que si 4 es una raiz del
polinomio caracteristico de , entonces |A| = 1. (Demostrar este resultado sin utilizar la
complexificacién de , es decir, utilizando unicamente métodos reales: si A = o + i3, exis-
ten ,0€ talque T =o —fUy 0=f + ov.)

Sea unespacio euclideoy : — una aplicacion que conserva el producto escalar, es
decir,

O, M=CY
paratodo ~,y e .Demostrar que es lineal. [ geren ia: calcular | C+y)— (O)— &)|?
yll @) —a Ol
Sea un espacio euclideoy : — una aplicaciéon. Demostrar que las condiciones si-
guientes son equivalentes:
a) es una aplicacion ortogonal.
b) ( (), @) =(C,7v)paratodo ,Te
0 | O- @I=|" ~7paratodo " ve y (0)=0.

Nota Las condiciones b) y ¢) no suponen que sea lineal. Hacer la demostracién
siguiendo el plan c) = b) = a) = c). La mayor dificultad estd en probar que es lineal
en el paso b) = a); para ello utilizar el ejercicio 6.)



Seccién 8.7. Estructura de las aplicaciones lineales no singulares 399

8. Sea = <oc ﬁ) con o + %=1 lamatriz de en una base ortonormal dada de R*.
—o

p

a) Demostrar que es la simetria (ortogonal) con respecto a la recta a + by = 0, donde

b -a _ —2ab
Tarr 0 P et
3/5 —4/)5
b) Encontrar la recta de simetria para = / / .
—4/5 —3/5

c) Encontrar paralarectay = 0.

o B

9. Sea = <ﬂ ! > con o + % = o la matriz de  en una base ortonormal dada de R>.
—a

a) Demostrar que  es la proyeccién ortogonal sobre la recta a + by = 0, donde
o= b*/@ +b?), p = —ab/@ + b’).

b) Si eslaproyeccion sobrelarectaa + by =0y es lasimetria (ortogonal) respecto

de la perpendicular a a + by = 0, demostrar que = —2 .
0 E ar 1 2 d ., 1/10 3/10
ncontrar la recta de proyeccién para = .
proy P 3/10 9/10

d) Encontrar paralarectay = 0.
10. Encontrar las ecuaciones de la simetria con respecto al plano2 +y + =0.

11. Sean( ,(,))y( ,<, »)dos espacios euclideos; una aplicacion lineal : — se dice
que es una i ometria si  satisface:

(), @)=(C,v) paratodo ,ve
Decidir razonadamente cudles de las siguientes aplicaciones son isometrias:
a) :R*>R’donde (,y)=(,0,Y).
b) : @Pl1- $lldonde ( ()= ().

© R o dly ), donde (Y, )=|0
0

o< O
o O

ota. Los productos escalares de los espacios anteriores son los utilizados en el
ejercicio 10 de la seccién 8.2.

8.7. ESTRUCTURA DE LAS APLICACIONES LINEALES
NO SINGULARES

En esta seccién demostraremos que toda aplicacion lineal no singular, es decir, biyectiva, de un
espacio euclideo , de dimension finita, en si mismo es la composicién de una aplicacién
autoadjunta y una ortonormal de . Por tanto, el estudio de las aplicaciones lineales no singula-
res en un espacio euclideo queda reducido al estudio realizado en las secciones anteriores.
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e N\
Teorema 8.7.1

Toda aplicacién lineal no singular en un espacio euclideo  de dimension finita es de la
forma

S o

donde es una aplicacién autoadjunta y  es ortogonal.

Para demostrar este teorema necesitamos el siguiente lema:

Lema 8.7.2
Sea una aplicacion lineal en un espacio euclideo  de dimension finita; la aplica-
cion = 'o es autoadjunta y los autovalores de  son no negativos.

Demostracion. La cadena de igualdades

"=('0o Y= To('y= "o =

muestra que  es autoadjunta. Sea A un autovalor de  con autovector . Debido al Teorema
8.4.7, 1 € R. Ademas,

0<(O), ON=C, o N=C. ON=C1D) ="~
De aqui deducimos que 4 = 0, ya que ||~ || > 0. Esto termina la demostracion.

Demostracion del Teorema .7.1. Por el Teorema 8.4.8 existe una base ortonormal U de

4

en la cual la matriz de la aplicacién autoadjunta = 'o es de la forma

;Ll
()=
o
con los 4; = 0 (Lema 8.7.2). Sea la aplicacion autoadjunta que tiene como matriz

NI
0'\//?n

en la base U (observar que es autoadjunta puesto que su matriz es simétrica en la base orto-

normal U).
Puesto que [ ( )]2 = () tenemos que 2= o = :ademds,

| OFP=1 Ol=1 (O Ol=] (HIF#0

()=

Por tanto, | ( )] #0y posee una inversa.
Para concluir la demostracidén del teorema tomamos

con lo cual tenemos la igualdad = o
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Solamente falta probar que es ortogonal:

o =( o Tho( o TH=( oo yo Tl=( o o Tl=

=( *1)0 20 -1 _

Este teorema, junto con el Teorema 8.6.2 (teorema de clasificacion de las aplicaciones
ortogonales) y el Teorema 8.4.8 (diagonalizacion de aplicaciones autoadjuntas) nos permite
interpretar geométricamente las aplicaciones lineales no singulares en un espacio euclideo de
dimension finita: toda aplicacion de este tipo se reduce a varias rotaciones alrededor de ciertos
ejes, a varias simetrias alrededor de hiperplanos y a varias dilataciones (positivas) a lo largo
de ejes ortogonales dos a dos.

El lector no se sentird extrafiado si decimos que el Teorema 8.7.1 tiene una interpretacion
para matrices reales cuadradas no singulares, es decir, de determinante no nulo. Tenemos el
siguiente resultado:

Teorema 8.7.3

Sea € JM,,(R) con | | # 0; existen dos matrices € (n; R)y simétrica, tal que

Demostracién. Considerar como una aplicacién lineal en el espacio euclideo R" con el
producto escalar usual. Por el Teorema 8.7.1,

con ortogonal y autoadjunta. Si denotamos por , 'y las matrices de las aplicaciones
y , respectivamente, en una base ortonormal dada de R", se tiene el resultado deseado.

Se invita al lector a demostrar el Teorema 8.7.3 directamente, siguiendo los pasos de la
demostracion del Teorema 8.7.1; de esta forma obtendrd un método para calcular las matrices
y del Teorema 8.7.3. Algunos ejercicios relativos a este teorema se encuentran al final de esta
seccion.

EJERCICIOS 8.7

1. Dada € M, ,(R) con| |# 0, demostrar sin utilizar el Teorema 8.7.3 que existen dos
matrices, € (n; R)y simétrica, tal que =

2. Para las siguientes matrices, encontrar la descomposicion = - del ejercicio 1.
-1 0 —1
11
a) =\ b) = 0 1 0
1 0 0

3. Dada una matriz € Jl,,,(R), decimos que € M, .(R)esunarai araa e si
2 _

a) Demostrar que si  es autoadjunta y todos sus autovalores son no negativos, siempre
existe una raiz cuadrada de
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b) Encontrar una raiz cuadrada de

S = O
—_ O =

8.8. DESCOMPOSICION EN VALORES SINGULARES

DE UNA MATRIZ

De acuerdo con el Teorema 8.6.3 (Teorema espectral) toda matriz simétrica  con elementos

reales se puede descomponer como
— t

con diagonal y ortogonal. Para obtener esta descomposicion basta tomar como columnas
de una base ortonormal de autovectores de y disponer en la diagonal de  los autovalores
de (en el Teorema 8.4.7 se demuestra que estos autovalores son reales).

Hemos visto, ademds, que toda matriz cuadrada  con elementos reales no singular, puede
descomponerse como

con ortogonal y simétrica (ver Teorema 8.7.3).
Enlazando estos dos resultados, cualquier matriz cuadrada con elementos reales y no sin-

gular, se puede descomponer como
— t__ ’ t

’

con diagonaly 'y ortogonales. La interpretacion geométrica de este hecho, mencionada
en la seccién 8.7, es que cualquier aplicacién lineal no singular en un espacio euclideo de di-
mensioén finita se puede reducir a una sucesién de rotaciones, simetrias y dilataciones.

En esta seccion mostraremos que toda matriz ~ con elementos reales (no necesariamente
cuadrada) puede descomponerse como

=Ux ! (8.1)

con Uy ortogonales y con X diagonal. A los elementos ¢;; de X se les llamard valore ing
lare de

La extension (8.1) del Teorema espectral se conoce como € om 0 i i nenvalore ing
lare ( ) y resulta de gran utilidad en multiples aplicaciones como la compresién de imége-
nes, la recuperacion de informacién y diversas técnicas estadisticas, como, por ejemplo, las em-
pleadas en el andlisis de la expresion de genes.

La clave para obtener una descomposicién en valores singulares de una matriz cualquiera

€ mxn(R)es el hecho de que la matriz ' € ., (R) es simétrica y, por tanto, aplicando

el Teorema 8.6.3 se puede descomponer como

t t

con diagonal y ortogonal, de forma que los elementos de la diagonal de  son los autovalo-
resde ', Ai, 1 =1, .., n,ylas columnas de , {7, ..., Ty}, constituyen una base ortonormal de
autovectores de ' .

Se cumple, ademads, que los Z; son no negativos ya que:

0<| GlIFP=(5 =@ "5 = 4t)=

= 4@, = AlGIP=4 . i=1,2,..n (8.2)
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Reordenando los vectores {0y, ..., Uy} Si es necesario, podemos suponer que
)Ll>)v2>"'>}ur>/lr+1:0:"':;ano Py 1<I’<n

Parai =1, ..., r se considera
U T
o=Vh ., Ti=— @ (8.3)

Los g; asi definidos se llaman valore ing lare de . De (8.2) se deduce

|| (EI)H = 0o , | = 1, . I
Por tanto, los 7, i = 1, ..., I, son unitarios. Ademads, son ortogonales dos a dos ya que si # i
o 1 L | Ao
C,D=—(v, p=—"@, )=—(@,0) =0
0 Oj 0 Oj 0 Oj

ya que los v; son ortogonales dos a dos. Si fuera necesario se extienden estos I' vectores ortonor-
males a una base {7, ..., 1, 41> --» m) Ortonormal de R™ mediante el proceso de Gram-
Schmidt (ver seccién 8.2). Sea U € ., (R) la matriz cuyas columnas son dichos vectores

{71, ..., “m}; se define
r=U
que es una matriz de tamafio m X n (igual que el tamafio de ).
Sea X; el elemento de la fila i y la columna de la matriz £. Vamos a probar que X;; = o;y
que X; =0sii# .Para >rcomo (0)=0-7 =0, se tiene

T=Cn 5)=C0=0.

Si <, por la definicién de ~

- _ _ 0 si i#
Zi=(_~i9 U)z(hG )=O-(ia )2{ e
g; S1 I =
ya que los vectores ~j, i = 1, ..., I, son ortonormales.
Por tanto
=Uux |
que se llama e om o i i nenvalore ing lare de
El razonamiento anterior prueba el siguiente resultado.
e N

Teorema 8.8.1

Dada € ,.,(R), existen matrices ortogonales Ue . ,.,(R), € ,.,(R),y existe
una X € ., (R) cuyos elementos diagonales son los valores singulares de , y el resto
nulos, tales que

=uUx \ (8.4)
N J
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EJEMPLO A. Vamos a hallar la descomposicion en valores singulares de la matriz

(10 -1
0o -1 1)

Se tiene que

1 0 1 0 -1
¢ 1 0 -1
= 0 -1 = 0 I -1,
0 —1 1
-1 1 -1 -1 2
que es una matriz simétrica de orden 3. El polinomio caracteristico de ' es
1—4 0 -1
0 1-42 —-1|=0-HA-DH2-AH—-1]1-010A—-1H=
-1 -1 2—-41

=1 =D =30=21—-)(L—3)

t

y, por tanto, los autovalores de son A, = 3, 1, = 1, A3 = 0; luego, los valores singulares de

son

Buscamos ahora autovectores ortonormales de
Para A, =3, Ker( ' —3)es

-2 0 —1 0
-2 - =0 =— /)2
0 —2 —1]|ly]=|{o0 Coy— =0 = —_ nf
-1 -1 -1 0 y y
Tomando 7, = (1, 1, —2), un autovector unitario es

Para 4, = 1,Ker( ' — )es
0 0 —1

0 = =
0 0 —-1f{y]=10] = { } = { }
0 - —y=0 =Yy

-1 -1 1

Tomando v, = (1, — 1, 0), un autovector unitario es

1
5, =—=(1, —1,0).
2

7

Observar que, como debe ser, v, Y U, son ortogonales.
Para J; =0, Ker( ' )es

1 0 -1

0 1 —1l{y]=|0] = - _
0 y— =0 y =

-1 -1 2
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Tomando v; = (1, 1, 1), un autovector unitario es

1
U3 =—7+=(1, 1, 1).
3 \/5

Observar que v, 0, y U5 son ortogonales entre si.

Tenemos
/e 1/2 1L/3
= 16 —1l/2 11 /3]
-2/ J6 0 1./3

Utilizamos la definicién (8.3) para construir los vectores ~; y . Como

R

yo; = \/g se tiene

Como

y g, = 1 se tiene

1
-, = ﬁ (1, 1).

Luego la matriz U, que tiene por columnas los vectores |y ,, €s

1 1 1
U=— .
\/5 -1 1
La matriz ¥ de tamafio 3 X 2 es

(5

Lo 10

ya que /3, 1 son los valores singulares de . Una descomposicion de  como en el Teore-
ma 8.8.1 es
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16 1/6 —2//6
<_11 1><\? (1) 8) 12 -2 o0 | (8.5)
13 13 13

* 0k ok

Nota 1. Considerar ¥ : R?> — R? la aplicacién lineal cuya matriz en las bases canénicas de
Ry R? es
5 <ﬁ 0 o>
0 1 0

que coincide con la matriz de los valores singulares de la matriz ~ del ejemplo A de esta sec-
cién. Hallemos la imagen de la esfera unidad de R* de ecuacién % +y> + % =1.

Como
<\/§ 0 0> NN
o 1 0/|Y y y
3
Si =O0setiene 1 = >+y* = (f) :T)+(y) que es la ecuacion de una elipse
3 2
desemiejes\/gyl.Para =5 1< (<1 ,(3) ’)2=(\[7)+y2= Zyr=1-2

es una elipse de semiejes \/5 \/ 1— 5y \/ 1 — §, por lo que la imagen de la esfera unidad de

N2
R es el interior de la elipse 3 + (y)* = 1 (ver figura 8.23).

Az
y’“l
- —Z\T\ —~—
—— 2
7 7 N
_____ _{___ -\ ¥

b y V3
I
r/
L/

X

i ra8.23

Observar que los semiejes de la elipse son los valores singulares de . Por tanto, salvo las sime-
trias y rotaciones dadas en (8.5), la interpretacion geométrica de X sobre la esfera unidad de R*
es la ilustrada en la figura 8.23.
De manera similar, usando la descomposicién (8.4) del Teorema 8.8.1, puede decirse que,
salvo rotaciones y simetrias en los espacios inicial y final, la aplicaciéon que tiene como matriz
actda sobre la esfera unidad de R™ produciendo elipsoides con o sin su interior cuyos semie-
jes son los valores singulares de
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EJEMPLO B. Queremos hallar la descomposicién en valores singulares de la matriz

30
=({1 1
0 3
Se tiene que
3
t :<?) i (3)> b :<110 110>’
0 3

que es una matriz simétrica de orden 2. Su polinomio caracteristico es
‘10 -4 1

_ N2 1 — 92 + — _ ] —
1 10 — 1 (10— 4) 1=A2—-20A+99=0U—-11)(4A—9)

y, por tanto, sus autovalores son 4, = 11, 4, = 9. Luego los valores singulares de  son

a]=\/ﬁ , 02=\/§=3.

Busquemos ahora autovectores ortonormales de ° .
Para /2, = 11,Ker( ' — 11 )es

(1 ))le) = oo =

1
por lo que podemos tomar v; = —2 (1, 1).

Para ., =9,Ker( ' —9 )es

(-6 - -

por lo que podemos tomar v, = —2 (1, —1).

Con la férmula (8.3) construimos los vectores |y 5:

B D B 1<1> L
=— = — R =
ERRNATERRRVITE PR SVCRN VNG
az_ﬁzzf?;< - .
B PR INCA S VA N W

El tercer vector ~5 hay que calcularlo de manera que sea ortonormal a ~; y a 5, segdn el pro-
cedimiento de Gram-Schmidt (secciéon 8.2). El lector puede comprobar que una posible
eleccion es
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Por tanto, una descomposicién en valores singulares de  es

TN I VNI VN TR W AVAT I
=222 0o -3/ufl o 3 L(1 1>.
J2
322 -2 11/ o o

Nota 2. Sea € ,.,(R) con una descomposicién en valores singulares =UX '
como en (8.4). Puesto que el rango de una aplicacién no depende de la base elegida para repre-
sentarla (ver la observacion que precede al Corolario 5.4.3) el rango de la matriz  coincide con
el rango de la matriz X. El rango de esta matriz X es el nimero r de valores singulares no nulos
(contando su multiplicidad).

Este hecho se utiliza en la prictica para calcular el rango de una matriz mediante ordenador,
en lugar de contar el niimero de escalones de una forma escalonada de  ya que, con frecuencia,
los errores de redondeo pueden producir una forma escalonada con rango mdximo a partir de
una matriz  con rango menor.

El cédlculo de una descomposicién en valores singulares de una matriz no es sencillo para
matrices de tamafio mediano o grande. Los programas Maple©, Matlab® y Mathematica® in-
corporan funciones para calcular esta descomposicion.

*k & *

Veamos a continuacién como la descomposicién en valores singulares puede ser ttil en el
estudio de sistemas de ecuaciones lineales.
Consideremos el sistema de ecuaciones lineales

“=b con € R , “eR" , beR™ (8.6)

y supongamos que no tiene solucién. Es frecuente que esto ocurra cuando m > n, es decir,
cuando hay més ecuaciones que incognitas.

Si bien el sistema de ecuaciones lineales (8.6) no tiene solucién (es decir b ¢ Im ), en algu-
nas aplicaciones es conveniente encontrar € R" tal que este vector minimice el tamafio del

error ~ — b. Esto equivale a hallar ~, € R" tal que
I "o = bl =min{|| ~ —b|l: " eR") 8.7)
considerando en R" la norma euclidea. N
De acuerdo con el Lema 8.3.3 para = Im , esto se consigue si —, satisface que ~, — b
es perpendicular a ~ para todo ~ € R". Entonces, para todo ~ € R"
0=(" 9=b=C 'C o—by,

de donde se deduce que ( ", — b) = 0. Por tanto, ~p es una solucion de

t== 't (8.8)
Si ' esinvertible se tiene

W= (B
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Se dice, entonces, que ~, resuelve el problema de minimo  a ra o descrito en (8.7) (obser-

var que minimizar | ~ — b|| equivale a minimizar || ~ — b||%, que es una suma de cuadrados
para la norma euclidea).
Ademas,
+ =( t )*] t

recibe el nombre de e oinver a de . En general, se denomina matriz pseudoinversa de  a
la que resuelve el problema de minimos cuadrados planteado en (8.7), siendo -, = *b.

EJEMPLO C. Queremos hallar la solucién por minimos cuadrados del sistema de ecuaciones
lineales

=2
—y=0,.
- +ty=1
Sean
1 0 2
= o —1] , b={o0
-1 1 1
Como
t:<1 0 —1) oo :< 2 —1>
0 —1 1 —1 2
—1 1
y es invertible con

Cuando la matriz ' no es invertible una solucién del problema (8.7) puede obtenerse

usando la descomposicién en valores singulares de . Usemos el Teorema 8.8.1 para escribir
=Ux !

con U, ortogonales, y X del mismo tamafio que con los valores singulares g; de  en la
diagonal. Observar que no todos los a; son no nulos ya que ' no es invertible.

Lema 8.8.2
Sea X la matriz de tamafio m X n cuyos elementos diagonales son 1/a;, los inversos
de los valores singulares no nulosde .Sea © = X*U'conUy como en el Teore-

4k

ma 8.8.1. Entonces " = "D es una solucién del problema planteado en (8.7).
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Demostracion. Como U, son ortogonales [[U[| = |||y || V|| = ||Y|| para todo ~ € R™,
y € R". Entonces

| “=bll=[UZ " —=b|=|US " —UUD| = - U'b|

ya que UU'= por ser U ortogonal. Denotando por y = "= 717 se tiene que
VIl =1l *"Il = II"|l. Por tanto, minimizar || ~ — b|| es equivalente a minimizar
— tih
12y — Ubll.
Escribamos

yU'b=( 4, .., n). Entonces

r m
IZy —UBIP= Y (@yi— )+ Y 2
i=1 =r+1
~ 1
por lo que la expresién ||y — U'b|| se minimiza cuando y; = — ;,i = 1, ..., , pudiendo tomar
Jj _
cualquier valor paray, =T+ 1,.., m. Por tanto, uny que minimiza la expresion [|Xy — U'b||
es XU'b; luego un ~ que minimiza (8.7) es

“f= y= U= "Db
como queriamos demostrar.

Nota . Observar que cuando ' no es invertible, la solucién del problema de minimos

cuadrados planteado en (8.7) no es Unica.

EJEMPLO D. Tratemos de hallar una solucién por minimos cuadrados de

1 10 1
-1 1 0f{y]=[1]
0 0 0 1
Con
1 10
=l-11 0
0 0 0
se tiene
1 -1 0 1 10 2 0 0
=11 1 0fl—-1 1 0o]=(0 2 0,
0 00 0 0 0 0 0 0

que no es invertible. Sus autovalores son 4, = A, = 2, 4; = 0. Es fécil comprobar que

le = (1’ 09 0) ’ 52 = (0, la 0)
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es base de Ker( ' — 2 )y

632(05071)
es base de Ker( ' ). Ademas
R ER TR
1= = W)=—"72|~ N
V2 Y2\ 0 0 o/\o V2 0
S B 1(1
2= = W) =84\ — N
V2 Y2\ 0 0 o/\o V2 0

411

L0 0 12 0 0 1IN2 12 0
=lo 1 o] . zr= 0o 12 0], u={-1/2 12 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1
Portanto © = X"U'es
Lo o\ /IN2Z 0 0\ =12 0N g
f=lo 1oo)l o 12 olf1\/2 12 of={12 12 0
00 1/\ o 0o o/\ o 0 1 o 0 0
y
12 —1/2 0\ /1 0
“t= Fp=(12 12 0]{1]|=]1
0 0 0/\1 0
es una solucién del problema de minimos cuadrados.
Como
1 1 0\/0 1
“t=l-1 1 0f{1]=(1
0 0 0/\0 0
es el vector de la forma ~, ~ € R?, més cercano a b, cualquier vector de la forma ™" + ~ con

~ e Ker( ) satisface

y por tanto es solucién del problema de minimos cuadrados planteado en (8.7). En este caso
“=10,0, 1), porloque "= (0, 1,0) + 0,0, 1) = (0, 1, 1), t € R, son las soluciones de (8.7).

* * *
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Nota . La descomposicion en valores singulares = UX 'del Teorema 8.8.1 permite
escribir  como una suma de matrices de rango 1, de la forma

- =t

— =zt — =t
=0y (U] T 0y 205+ - + 0, 0y

donde 7, T;, i =1, ..., I, son las r primeras columnas de U y  respectivamente y los o,
i=1,..r 0 =>0,> >0, son los valores singulares de

Entonces, una posible aproximacién de  por matrices del mismo tamafio y rango con
0 < < reslamatriz

Nota . La descomposicion de una matriz en valores singulares tiene aplicacién en los
campos de compresion de imdgenes digitales, recuperacion de informacion e indexacién se-
madntica latente.

Las imdgenes pueden representarse con matrices de nimeros enteros que se mueven en
una escala que refleja, por ejemplo, una escala de grises. Las diversas aproximaciones  de la
matriz  descritas en la Nota 4, con < r = rango de , nos permiten obtener imagenes digita-
les comprimidas de , que visualmente son una aproximacion de la imagen original.

Para mds informacién consultar el articulo «La descomposiciéon en valores singulares»
(SVD) y algunas de sus aplicaciones, J. J. Martinez Fernandez de las Heras, La Ga eta e la

, Vol. 8.3 (2005), pags. 795-810.

EJERCICIOS 8.8

1. Hallar la descomposicion en valores singulares de las siguientes matrices

10
10 1 -4 0 2 3
2 <o 0,5 0> 2 < 0 o) © <0 2) 9 _1 _1

2. Con la notacién 1 = Negro, 0 = Blanco, la imagen

puede representarse matricialmente por

S o o =
S = = O
S = = O
- o © o
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Demostrar que

2 0 00

01 00
2:

0 010

0 0 00

y calcular las matrices Uy  de su descomposicidn en valores singulares. Considerar

2 0 00 2 0 00
01 0 0 0 00O
22 = . 21 =
00 00 0 0 0O
00 0 0 0 0 0 O
Calcular ,=UX, 'y ,=UZX, "'dibujando en cada caso la imagen que representan.

Sea € ., .,(R)una matriz de rango r y denotemos por : R" — R™ la aplicacién lineal

con matriz en bases fijadas en R"y R™. Sea = UX 'la descomposicién de en valo-
res singulares segtin el Teorema 8.8.1. Sean {™|, ..., "} las columnas de U, {7,, ..., 0,,} las
columnas de 'y g, = g, = --- = o, los valores singulares de

a) Demostrar que {7y, ..., ,} es una base ortonormal de Im ( ).

b) Demostrar que {7, , ..., m} es una base ortonormal de Ker( ‘).

¢) Demostrar que {7, ..., U,} €s una base ortonormal de Ker( ).

d) Demostrar que {7, ..., 3} es una base ortonormal de Im ( ).

Se sabe que la descomposicidn en valores singulares de una matriz ~ es
322 12 i\ /1o WA
=l2/2 o -3L/220 0 3 Ui -1l
322 —1f2 /it /Lo o / /

Usar el ejercicio 3 para probar que la aplicacién lineal : R* > R? cuya matriz es  en las
bases candnicas es inyectiva y hallar bases ortonormales de Ker( %), Im( ) e Im( Y.

a) Hallar una solucién por minimos cuadrados de

1 2 !
—21<>=1.
1 2/ \y

b) Hallar una solucién por minimos cuadrados del sistema incompatible
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6. Dada la matriz

2 1 2
=(2 1 2
1 0 -1

0

hallar todos los vectores ~ € R? tal que || ~ — b|| sea lo menor posible con b = | 1

0

. 2 0 . - . .
7. a) Dadalamatriz = Lo 1) hallar la «mejor» solucién ~, del sistema ~ = b con

b= <4>, en el sentido de minimos cuadrados, usando una descomposicién en valores

singulares de

a 0 a = a
b) Generalizar el resultado del apartado anterior al caso = <1 0 1> yb= ( > con

a, ,eR.

Biografia

uclides vivié alrededor del afio 300 antes de Cristo, pero no se conocen ni la fecha ni el lugar
exactos de su nacimiento. De su vida solo se conoce que ensefid y fundd una escuela en Alejan-
dria en la época de Ptolomeo I que reiné desde el ailo 323 hasta el afio 285 antes de Cristo,
aproximadamente.

Euclides es el matemadtico mds prominente de la antigiedad, conocido por su libro Lo ele
mento . Este libro ejercié una influencia enorme en el pensamiento matematico hasta el siglo
XIX, en el que nuevas formas de geometria no euclidea fueron introducidas. Parte de Lo ele
mento es una recopilacién de trabajos de otros matemdticos puestos por primera vez juntos
mediante un razonamiento 16gico.
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9.1. PRODUCTO HERMITICO

En el capitulo anterior hemos introducido la nocién de ro  toe alar en un espacio vectorial
real, obteniendo asi los espacios euclideos, en los cuales se pueden definir las nociones de lon-
gitud de un vector y de ortogonalidad de dos vectores. En este capitulo dotaremos a los espacios
vectoriales om le 0 de una estructura adecuada para poder definir las nociones de longitud de
un vector y de ortogonalidad de dos vectores en un espacio vectorial complejo. El nuevo con-
cepto que introduciremos en un espacio vectorial complejo recibird el nombre de ro  to er
miti 0 y los nuevos espacios asi obtenidos se llamardn e a io ermiti o .

Advertimos al lector que muchos de los resultados en espacios hermiticos son similares a
los resultados en espacios euclideos y que las demostraciones de aquellos son similares a las de
estos. Debido a esto, muchas de las demostraciones serdn omitidas en este capitulo.

Definicién 9.1.1 (Producto erm tico)

Sea  un espacio vectorial complejo. Una aplicacion (, ): X — C se dice que es un ro
to ermiti o si satisface las siguientes propiedades:

a) (, )=, )paratodo”, € .

by ., +v)=(C, )+ (,v)paratodo”, ,T€

¢) (A, ) =AC, )paratodo”, € yieC.

d (,7)>0paratodo  #0y(,)=0 < ~=0.

Nota. Recordemos que si A =a + ib con a, b € R, es un nimero complejo, Z = a — ib
recibe el nombre de on ga 0 de 4. Ademas, a se denomina la arte real e Ay se designa por
Re (4), y b se denomina la arte imaginaria e Z, y se designa por Im (4). Se cumple que,

A% =(a+ib)a—ib)=a’+b>= |,
donde |4| se utiliza para representar el médulo de A.

De las propiedades b) y a) del producto hermitico se deduce
b)) C+ ,9)=(C,0+(,0) paratodo”, ,0¢€
De las propiedades c) y a) del producto hermitico se deduce:

) CAD)=0) =) =20,

paratodo ", "€ y AeC. Observar que esta propiedad es diferente de la correspondiente para
el producto escalar.

Sean 7y, T, vy s 15 25 e n € Y %y Oy ey Oy P1s Py ooey P € C; combinando las
propiedades b) y c) junto con b’) y ¢’) se deduce:

<Z°<T;ﬂﬁ>=; ;ocﬁ(ﬁf). (1.1)

=1

*

*

*
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Definicién 9.1.2 ( spacio erm tico)

Un espacio vectorial complejo  dotado de un producto hermitico recibe el nombre de € a io
ermiti o.

Un ejemplo de espacio hermitico es C" con el producto hermitico dado por

., )= 1_1+ 2_2+"'+ nn

donde "=(4, 2., Y =( 15 2 - n)»quesellamard ro to ermitio  al
Otro ejemplo de espacio hermitico es el conjunto ([a, b]) de las funciones continuas con
valores complejos definidas en el intervalo [a, b] = R, con el producto hermitico dado por

b —
(,Q)ZJ ()9C)

a

para toda , ge ([a, b]). En particular, los conjuntos ([a, b]) de todos los polinomios con
coeficientes complejos definidos en el intervalo [a, b]y ("([a, b]) de todos los polinomios del
conjunto anterior de grado no superior a N son espacios hermiticos con el mismo producto her-
mitico que el definido en ([a, b]).

La comprobacién de las afirmaciones anteriores se deja como ejercicio.

Supongamos que el espacio hermitico  es de dimension finita n, es decir, el espacio vecto-
rial complejo  tiene dimensién N,y sea = {7, 5, ..., ,} unabasede .Si~, € pode-
mos escribir

con ;, je€Cparatodoi=1,..,n.
Utilizando (1.1) se tiene el siguiente resultado:

T T R o 02

i=1 i=1 =1
La matriz
o D) Cou 2 Cio o)
(2 D) (2 2 = (2 )
Co ™) Cow ™D o Cow 7o)

recibe el nombre de matri el ro to ermitio onre etoalabae e . Con esta
notacion la igualdad (1.2) puede escribirse de la forma

) =Chen n)
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Debido a la propiedad a) del producto hermitico (73, ) = (7, ;) para todo i # , luego la
matriz no es, en general, simétrica, como ocurria en el producto escalar.

Dada una matriz = (8;)i=1...n con & € C, se denomina on ga a € a la matriz
=1.m
= (@;)i=1....n, que se obtiene hallando el conjugado de cada uno de los elementos de
=1,..., m
Una matriz cuadrada = (g )i, =1,..,n se dice im tri a on ga ao ermiti asi

—t_

’

donde 'representa la matriz traspuesta de .

Si es simétrica conjugada, a;; = @;; para todo i = 1, ..., n; puesto que un ndmero complejo
es igual a su conjugado si y solo si este nimero es real, deducimos que los elementos de la
diagonal principal de una matriz simétrica-conjugada son ndmeros reales. Ademds, a; = a;,
i # ,y, por tanto, los elementos simétricos con respecto a la diagonal principal son conjugados
entre si. Asi pues,

a4y A
A 8y o Ay

- : :  aieR
a;, Ann

i
EJEMPLO A. La matriz = <_ : 1> es simétrica conjugada.

Nota. El lector habra quedado convencido de que la matriz ~ del producto hermitico con
respecto a una base  es siempre una matriz simétrica conjugada.

* * 0k
En un espacio hermitico la longit o norma de un vector “ €  se define mediante
=0

que es un nimero real no negativo. Observar que la definicidn tiene sentido ya que (7, ) = 0
debido a la propiedad d) del producto hermitico. Para todo A€ Cy ~ € se tiene la igualdad:

127 = /O, ) = S ) = JIPC ) =

Un vector de norma 1 se dice nitario. Todo vector no nulo ~ €  puede ser normali a o, es
decir, multiplicado por un nimero complejo 4 de manera que A~ sea unitario: basta tomar

A

En un espacio hermitico se cumple tambiénla e ig al a e ar :

IOl Il e



Seccién 9.1. Producto hermitico 419

La demostracion es similar a la del caso euclideo, excepto que debe tenerse cuidado en las
operaciones con nimeros complejos (para el caso euclideo ver la Proposicién 8.1.2). La demos-
tracion procede de la siguiente manera: si 4 € C,

SCHAL, 7+ =P+ X

los niimeros A(—, )y A(", 7) son conjugados, ya que (", ) = () =200 y, por tanto, su
suma coincide con el doble de la parte real de A(", 7); tenemos, pues,

<|7I* +2Re (4

Puesto que la parte real de todo nimero complejo nunca supera a su médulo tenemos la
desigualdad

< TIPAP 4 210 O+ 7%

Esta ecuacion cuadratica en |A| € R no puede tener raices reales distintas (el razonamiento es
el mismo que en el caso euclideo) y, por tanto, su discriminante ha de ser negativo o nulo:

ICOP = 17121017

de donde deducimos el resultado deseado.
A partir de la desigualdad de Schwarz pueden demostrarse las e ig al a e triang lare
siguientes:

F+ < 7+ Iy también |7 = [ < 7 = .

A pesar de que no puede definirse el concepto de dngulo en un espac1o hermitico (;por
qué?), podemos dar la nocién de ortogonali a : “e€ es ortogonal a — si

C, ) =0.
Podemos definir, por tanto, el om lemento ortogonal *, de un subespacio vectorial
de :
t={e () = paratodo € }.

En un espacio hermitico el teorema de Pitdgoras es también cierto: si ~ es ortogonal a —,
— =2 — 2 -2
1= e

En los espacios hermiticos puede realizarse el ro € 0 e ortogonali a i n de un conjunto
de vectores linealmente independientes (ver Teorema 8.2.1); el proceso es exactamente igual
que en los espacios euclideos, por lo cual se omite aqui. En particular, todo espacio hermitico
de dimension finita posee una ba e ortonormal, es decir, una base formada por vectores unita-
rios mutuamente ortogonales.

EJEMPLO B. Queremos aplicar el proceso de ortogonalizacidn a los vectores | = (i, 0, 0),
,=(0,i, 1)y 5= (1,0, 1) del espacio hermitico C? con el producto hermitico usual. Toma-
mos & = |,y 6 =, + A&, con A € C; calculamos / imponiendo la condicién (€,, &) = 0

0=(6»8)=(28) T AE,E)=0+41-1
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Por tanto, €, = ~,. Finalmente, tomamos
€&,=,+toug +p6 , o pfeC
y calculamos o y f5 con las condiciones (€, €5) = 0y (€,, ;) = 0.
0=(6,,€)=(€, 3) +aE,&)=1i+a-1
0=(88) = (8, 3)+ fE& &) =1+p1+1)

Por tanto, & = —i o, equivalentemente, o = i, y f = —1/2 o, equivalentemente, § = —1/2. El
tercer vector es

1 1
€= 3 T I§ —5€2= (1,0, 1)+ (—1,0, 0)—5(0, i, )= (0, —i/2,1/2).

9.2. APLICACIONES ENTRE ESPACIOS HERMITICOS

En esta seccién estudiaremos algunos tipos particulares de aplicaciones de un espacio hermitico
en si mismo, asi como la diagonalizacion (compleja) de algunos de estos tipos.

Dado un espacio hermitico y una aplicacion € L( ), se denominaa nta e ,yla
llamaremos , a toda aplicacion lineal que satisface

(O,H=0C ), €

Si el espacio hermitico  es de dimensidn finita, lo cual siempre se supondré cierto de aqui en
adelante, la existencia y unicidad de la aplicacién adjunta ~ de se demuestran como en el
caso de espacios euclideos (ver seccion 8.4). Es conveniente demostrar la existencia para en-
contrar la relacion que existe entre las matrices de 'y  en una base ortonormal de

Sea = (@) lamatrizde € L( )enunabase ortonormal = {&,,§,, ..., €,}; por tanto,
n
&)= Z aeé
=1
Si = (;)eslamatrizde €L( )se tiene que
n
@@= €.
=1
Por tanto,

o
I

<Z a é’§i>:( €.e =€, €)=
=1

Hemos llegado a la conclusion de que la matriz de  en la base ortonormal esla on ga a
tra etade ,esdecir, ' Esta matriz se suele denominar también a nta de y se denota
con el simbolo

11 =
|
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Las propiedades de la aplicacién adjunta  son las mismas que las dadas en la seccién 8.4
para la aplicacidon adjunta en espacios euclideos.

* * *

Sea e L( );laaplicacion sedicea toa ntasi = . Portanto,si es autoadjunta
en ,lamatriz de en una base ortonormal ha de satisfacer

_ t

- )

es decir, debe ser una matriz im tri @ on ga a; a estas matrices se les da también el nom-
bre de ermiti a .

Las aplicaciones de un espacio hermitico  en si mismo que conservan el producto hermiti-
co reciben el nombre de nitaria . Por tanto, € L( )es nitaria siy solo si

cOn N=C"H ., -, €
Si  es unitaria se ha de tener
oo (=0C)

paratodo , € ,yportanto, o = .
Si 'y representan las matrices de 'y  en una base ortonormal de , la igualdad ante-
rior se escribe de la forma

0, equivalentemente,

Las matrices que satisfacen una cualquiera de las dos desigualdades anteriores reciben el nom-
bre de matri e nitaria . El conjunto de todas las matrices unitarias de orden n se denota por
U(n) y, por tanto,

Un) ={ edlyn(©: - =}

Puesto que la composicidn de aplicaciones unitarias es otra aplicacion unitaria y la inversa
de una aplicacién unitaria siempre existe y es una aplicacién unitaria, el conjunto U(n) es un
gr 0 con respecto a la multiplicaciéon de matrices que se llama gr 0 nitario. Se invita al
lector a comprobar con detalle este resultado.

Lo a tovalore e naa liain nitaria eben ern mero omleo em lolylo
a tovalore e naaliainatoa nta eben erreale .Enefecto,si €L( )esunaapli-
cacién unitaria y A es un autovalor de  con autovector ~ € , se tiene

CH=C0, O)=020)=2C)=1P"17

de donde resulta || = 1.
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Si e L( ) es una aplicacién autoadjunta y A un autovalor de  con autovector ~ € , se
tiene

ATP=2C=07)=(O.0=C O=C0=2I (2.1)
de donde resulta que A = 1y, por tanto, / € R.

& * *k

A continuacién nos dedicaremos a demostrar que tanto las aplicaciones autoadjuntas como
las aplicaciones unitarias en espacios hermiticos pueden diagonalizarse. (Comparar este resulta-
do con los resultados andlogos para aplicaciones autoadjuntas y aplicaciones ortogonales en
espacios euclideos obtenidos en las secciones 8.4 y 8.6).

Nuestra forma de proceder es demostrar que una clase de aplicaciones, que definiremos a
continuacion, y que engloba a las anteriores, es diagonalizable.

Una aplicacion lineal € L( ) se dice hormal si conmuta con su adjunta, es decir,

(e} = (o]
EJEMPLO A.
1. Si esautoadjunta, esnormal,yaque o = o = o
2. Si esunitaria, esnormal,yaque o = lo =y o = o “l=
3. La aplicacién cuya matriz es
2 0
= 42 ,AeC
0 i
en una base ortonormal, es también normal ya que
2
0
I PR
12
0 |l

Para reducir una aplicaciéon normal a su forma mds sencilla es necesario tener conocimiento
de sus posibles autovalores y de sus subespacios invariantes.

Proposicién 9.2.1

Sea € L( ) una aplicacién normal. Todo autovector “ € de , con autovalor 1 € C, es
un autovector de , con autovalor A.

Demostracion. El subespacio (1) de todos los autovectores de  que tienen el mismo
autovalor /4 es invariante por ,yaquesi € (1),

o D= o O= A)=41 0O
y, por tanto, (7)€ (A). Ademas,si”, € (1),

CO=C ON=G1)=1C).
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Tomando en particular — = () — 27 € (7) se tiene que

( O-7, O—-2)=0,
de donde se deduce () = 4.

Proposicién 9.2.2

Sea € L( )una aplicacion normal y sea (1) el subespacio vectorial de todos los auto-
vectores de  con el mismo autovalor A € C. Entonces, (1) = (1) es invariante por

Demostracion. Si e (1) y "€ () se tiene que (7) = 4~ (Proposicién 9.2.1) vy,
ademas,

((L)=C, N=C,2)=4,)=0
de donde se deduce que () e (A).

El siguiente teorema nos da la diagonalizacidn de toda aplicacién normal en un espacio her-
mitico.

Teorema 9.2.3 (Teorema espectral)

La matriz de una aplicaciéon normal en un espacio hermitico puede ser reducida en una
base ortonormal determinada a una matriz diagonal.

Demostracion. Realizamos la demostracién por induccién en la dimensién n del espacio
hermitico . Sin = 1 el teorema es cierto. Supongamos que N > 1 ysea (4,) el subespacio de

autovectores de  con autovalor 4;;si (4,) = , cualquier base ortonormal de  produce una
matriz diagonal con A, en su diagonal principal. Si ;(A,) & , (1) = (4" es de dimen-
sién mayor o igual que 1 y menor que n. Por la hipdtesis de induccidn,
2, 0 2 0
Lo =1 ™ o la = T
A 0 2
Puestoque = (4,)@® (/4;), puede reducirse a una matriz diagonal (yuxtaposicién de las

dos anteriores) en una base ortonormal.

Corolario .2.4

Las matrices simétricas conjugadas y las matrices unitarias son diagonalizables.

En el caso particular de que sea nitaria, sus autovalores han de ser de médulo 1, es decir,
/. = €'?y, por tanto, puede reducirse a

e” 0

0 ei<0n



424

Capitulo 9. Espacios hermiticos

Si  es autoadjunta, sus autovalores son reales (ver (2.1)), y, por tanto, puede reducirse a

A 0
, A eR.

Sea € U(n); por el Teorema 9.2.3 existe una base ortonormal de C" de manera que

e 0
0 el

transforma una
e U(n). Por

donde es la matriz del cambio de base de la base candnica a . Por tanto,
base ortonormal en otra base ortonormal y esto es suficiente para asegurar que
tanto,

e?r 0
0 e
Cuando

es simétrica conjugada o hermitica, un razonamiento similar produce

i 0
= _t, )“i € R,
0

con € Un).

Para futuras referencias enunciamos este resultado a continuacion; observar que este resul-
tado es el andlogo para espacios hermiticos de la Proposicién 8.6.3.

Proposicién 9.2.5 h
1) Dada e U(n), existe e U(n) tal que
e’ 0
=S . _t-
O ewn
2) Dada eJl,,,(C)ytalque = ° existe e U(n) tal que
A0
= LieR.
0 7
AN /
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En espacios hermiticos existe un resultado andlogo al enunciado en el Teorema 8.7.1 para
espacios euclideos. Se tiene entonces que to aa li a i nlinealno ing lar en ne aio
ermitio e ee ribire ela orma

:Uo

one e atoa ntayUe nitaria. La demostracion de este resultado es andloga a la dada
para el Teorema 8.7.1.

En el caso de espacios hermiticos este resultado tiene una interpretacidn elegante; si  estu-
viera definida en el espacio hermitico C, la matriz de  seria un nimero complejo a + bi no
nulo, la matriz de  serfa un nimero real r y la matriz de U serfa un niimero complejo de médu-
lo 1 de la forma €'?, por tanto

a + bi = e'’r,
que es la forma polar de un nimero complejo. Entonces, la férmula
= U o]

puede interpretarse como la «forma polar» de una aplicacién no singular y de hecho recibe el
nombrede € om oiin olar e

Evidentemente, también existe una descomposicién polar de toda matriz € M, ,(C) no
singular, lo cual puede deducirse de la descomposicién polar para aplicaciones. Puesto que no
lo hicimos en el capitulo anterior, daremos aqui una demostracion directa de este hecho.

Proposicién 9.2.6

Sea € M,,(C) con | | #0; existen dos matrices U € U(n) y simétrica conjugada,
tales que =U-

Demostracion. La aplicaciéon = es simétrico conjugada, ya que

Por la Proposicién 9.2.5 tenemos que existe € U(n) tal que

by 0
= 42 v leR
0 I
De la definiciéon de  se deduce que 4 >0, =1, 2, ..., n. Pongamos

NI

y también
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y observemos que es invertible por ser producto de matrices invertibles. Sea U = ', En-
tonces = U yademds esuna matriz simétrica conjugada ya que

I Tttt Tt Tt

=T=( Y=Yy = Tt

Unicamente falta por demostrar que U es unitaria:

U UZUIUZ( *l)t( *l)z(_t)*l_t' -1 _

= TN Y= YT Ty =

— —1,7t 17t _ -1 2 -1t _ Tt
= ( ) = = =

>

en donde se ha utilizado repetidamente el hecho de que ~'= "

Finalmente, queremos resaltar que todo espacio euclideo puede convertirse en un espacio
hermitico. Ya sabemos (ejercicio 4 de la seccion 6.9) que todo espacio vectorial real  puede
convertirse en un espacio vectorial om le 0 ; podemos tomar = ¢y definir

CHiG, " +i)e=[C)+@ D +HIl-@ )+l

donde ( , ) denota el producto escalaren ,y ~ + v, + i € .Ellector puede comprobar que
(', )c es un producto hermitico en  (ejercicio 6 al final de esta seccién).

Las aplicaciones autoadjuntas en son también autoadjuntas en y las aplicaciones orto-
gonales en  son unitarias en ; consecuentemente, los autovalores de aplicaciones ortogonales
son nimeros complejos de moédulo 1 (comparar este resultado con el Teorema 8.5.4).

EJERCICIOS (Capitulo 9)

1. En el espacio hermitico C* con el producto hermitico usual encontrar el complemento orto-
gonal del subespacio vectorial generado por el vector ~ = (i, 0, 1).

2. Sea C? con el producto hermitico usual. Estudiar si son unitarias las siguientes matrices:

1+iy/2

342 5—i 2 2 L+i 2+i
2 <2+i 1+J & i 1-i/2 R <—1—i —1)
2 2

3. Encontrar las matrices de Jordan de las dos tltimas matrices del ejercicio 2, asi como ma-
trices de cambio, siendo estas dltimas unitarias si la matriz de partida es unitaria.

0 i 0
4. Demostrar que =|1i 0 0 | es una matriz normal y encontrar una base ortonormal
0 0 —1

en C*enlaque tenga una forma diagonal.
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I +i 1
5. Sea = < | | i> € Jl, . ,(C). Encontrar una descomposicién polar de , es decir,
una matriz unitaria U y una matriz simétrica conjugada, tal que = U .
6. Sea unespacioeuclideo;en = = {" +iv: ,v€ } definir

CHio, "+ =1C.)+@ D +Il=@ )+, ]

donde (, ) describe el producto escalar en y ~ +i7,  + i € . Demostrar que (, )¢ es
un producto hermitico en

Biografia

arles ermite nacié el 24 de diciembre de 1822 en Dieuze (Francia) y muri6 el 14 de enero
de 1901 en Paris. A pesar de que a los 20 afios ya habia demostrado su capacidad matematica,
sus dificultades con los exdmenes le llevaron a dedicar cinco de los afios mds productivos de su
vida a preparar los exdmenes para la obtencion de la licenciatura, que consiguié en 1848.

Ensefi6 en la Escuela Politécnica de Paris y después en el Colegio de Francia, en la misma
ciudad. No fue hasta 1869 que fue nombrado profesor en la Escuela Normal de Paris, para pasar
un afio mds tarde a ser profesor de Algebra en la Sorbona.

En 1873 Hermite publicé la primera demostracién de que el nimero € es trascendente, es
decir, no es raiz de ninguna ecuacién algebraica con coeficientes racionales. Contribuyé decisi-
vamente al desarrollo de la teoria de las formas cuadraticas, asi como a la solucién de la ecua-
cion general de quinto grado utilizando las funciones elipticas.
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Introduccién

Comenzaremos este capitulo definiendo el concepto de € a i0 a in, que estard formado por un
conjunto de puntos y un espacio vectorial asociado. Cuando este espacio vectorial sea un espa-
cio euclideo tendremos un e a ioaine |i eo. Podemos pensar que el espacio afin es R" y
que estd formado por puntos, los cuales serdan designados por letras mayusculas como , , , ...
Dados dos puntos y  de R" definimos la distancia de a  mediante

(S )=H‘>||= IZ (i_yi)2
i=1

o

P

donde ( ;, 2, --» n)€ (Y2, Yo, ..., Yn) son las coordenadas de 'y , respectivamente, con respec-
to a un sistema de referencia fijado en R". En este capitulo vamos a estudiar detenidamente los
tipos de aplicaciones en R* y R® que conservan la distancia.

El lector habré podido adivinar que debe existir cierta relacién entre las aplicaciones en R?
y R® que conservan las distancias y aquellas aplicaciones que conservan el producto escalar
usual en los mismos espacios considerados como espacios euclideos. Tales aplicaciones han
sido estudiadas en el Capitulo 8, y son las aplicaciones ortogonales. Debido a esto es conve-
niente que el lector esté familiarizado con los resultados demostrados en el Capitulo 8.

10.1. ESPACIO AFiIN. VARIEDADES LINEALES

En el ejemplo C de la seccion 4.4 se observo que si  es una matriz de m filas y n columnas de
rango I, las soluciones del sistema homogéneo

“=0, “eR" (1.1)
son un subespacio vectorial de R" de dimensién = n — r. Este subespacio vectorial, que deno-
tamos por &, es un subespacio vectorial generado por vectores lincalmente independientes
1 a2 .., que sean solucién de (1.1); es decir:

L=LC1 e )
Si consideramos el sistema no homogéneo
“=b, “eR", beR™ (1.2)
sabemos que sus soluciones pueden escribirse de la forma

=0+ S, t+--+ T, €eR
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(Teorema 1.2.8). Por tanto, podemos describir el conjunto de soluciones de (1.2) como v + &
(véase figura 10.1).

i ral0.l
Este conjunto se obtiene trasladando & = L(7;, 75, ..., ) mediante el vector ©. Si =1 se
obtiene una recta, si = 2 se obtiene un plano y, en general, si > 2 los objetos que se obtie-
nen se denominan  lano . Todos ellos reciben el nombre de varie a e lineale .
Este tipo de construccién puede hacerse no solamente en R", sino en otros espacios vecto-
riales.

Sea ? un conjunto de elementos, que se denominardn nto , y un espacio vectorial. El
par (%, ) recibe el nombre de e a i0o ain, A, si todo par ordenado ( , ) de puntos puede
ponerse en correspondencia con un dnico vector @ de , lo cual escribiremos de la forma
=, que satisface las siguientes propiedades:

1) Para todo punto y para todo vector @ de , existe un solo punto tal que = .
Escribiremos entonces =+ o. L

2) Para cada tres puntos , y se tiene que + =

P
o x %
M o= N
M
i ral0.2

Usaremos la notacién € A para indicar € % donde % es el conjunto de puntos del espacio
afin A\

El espacio afin A se dice que tiene imen i nn si el espacio vectorial —asociado a A es de
dimension n. Todo subconjunto de A de la forma

+%={ €P: €%},

donde es un punto y & es un subespacio vectorial de , recibe el nombre de varie a lineal

eA.La imeni nde + & esladimensién de & como subespacio vectorial de . Asi las
variedades lineales de dimensién O son los puntos de %, las de dimensiones 1, 2, n — 1 se lla-
man re ta, lano e i er lano respectivamente, donde n = dim ( ).

EJEMPLO A. Consideremos en ® = R’ la estructura afin habitual: si = ( |, 5 3) Y
=( |, 2 3)entonces definimos
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Sea® =L(7) = =R’el subespacio de R’ de dimensién 1 generado por el vector ~=(1, 1, 1).
Entonces, la variedad lineal de dimension 1 que pasa por = (1, 2, 3) y tiene direccién & es

1,2,3)+L={(,y, )eR*=P: ( —1,y—2, —3eP)}
={(,y, )eR*=®»: —1=y—-2= -3}

Proposiciéon 10.1.1

Sea & un subespacio vectorial de un espacio vectorial . Sean , dos puntos de un
espacio afin A = (P, ). Entonces,si € + £Lsetiene +¥L= + &L

Demcﬂ’acién. Veamos que +F < + &£ Enefecto,si € + £, entonces T =7ed.
Ademads = € & por hipétesis. Luego
T =+ =-w+7eX
y en consecuencia € + <. o
Veamos ahoraque +% < + L. Si € + &£ setiene =" e &. Entonces,
T =+ =m+ €%

lo que pruebaque € + <.

*k & *

En un espacio afin A = (%, )un itema e reeren ia estd formado por un punto € P,
que se considera el origen, y una base {€,, €,, ..., €,} del espacio vectorial subyacente . Utili-
zaremos la notacién

R={ ;8,8 .., 6}

para designar este sistema de referencia.
Dado un punto , existe un vector ~ de que estd en correspondencia con el par de puntos
, i

T= 8t st R,

diremos que ( ;, ,,..., p)sonlas oor ena a el nto onre etoal itema ereeren
ia Q. Escribiremos

= 1@1 + 262 + + né)n.

Podemos plantearnos el problema de determinar unas ecuaciones implicitas de una variedad
lineal dadapor = + & en un sistema de referencia ® = { ;€,, ..., €,} en un espacio afin A.

EJEMPLO B. En el espacio afin R® consideramos la recta afin = (1, 2, 3) + £ con
¥ =L(E, + &, + &) donde {€,, €,, €3} es una base de = R’. Cada punto ( ,y, )de R’ estd
en siy solamente si el vector (1, 2, 3)( , Y, ) pertenece a &£. Por tanto este vector debe ser
proporcional a €, + €, + €; y en consecuencia la matriz

-1 1
y—2
-3 1
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debe tener rango 1. Esto implica la equivalencia

-1 1] -1 1_0
e 1‘_ "—3 1‘_'

Luego
={(,y, )eR*: —y+1=0, — +2=0},

que nos da una descripciéon de  con ecuaciones implicitas, como ya se obtuvo en el ejemplo A.

k * *

Podemos generalizar el razonamiento del ejemplo B para hallar unas ecuaciones implicitas

de una variedad lineal dada = + % cuando £=L(?,, ...,v)esdedimension y =( |,.., p)
es un punto del espacio afin, en un sistema de referencia dado R = { ;€,, ..., €,}.
Cada =(, .., pen debe satisfacerlacondicion ( ; — {,..., n— p€L=L",.., 0}

y por tanto

1~ 1| o Uy

rango| 1| )=

n~ nlUin = Unp

donde v; = {vj, ..., Ujy} son las coordenadas de v; en la base {€,, ..., €,} de . Supongamos que

un menor no nulo de orden de la matriz

Ul] “ee Ul

Uln e UI’"I

es el determinante de la submatriz cuadrada

vl .o U
Entonces unas ecuaciones implicitas de  son

X1 — P
. M .
: =0, paraj=k+1,..,n,
Xk = Pk
X = Pj | Uy

(ver Teorema 2.5.1).

EJEMPLO C. Tratemos de hallar unas ecuaciones implicitas del plano © de R* que contiene a
los puntos
=0, ,1,00 , ,=(0,1,2,3) , 53=(0,0,1, —1).

Tenemosquen= | +L( ; 5 ; 3con ; ,=(—1,0,1,3)y , 3=(—1, —1,0, —1). Si
(15 2 3 4) €, lamatriz

—1]-1 -1
2*1 0 *1
,—1 1 0

L—0] 3 —1
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-1 -1
debe tener rango 2. Como = < 0 — 1> tiene determinante no nulo, unas ecuaciones im-
plicitas para 7 son
xx—1] -1 -1 x—1|—-1 -1
X —1 0 —1|=0 , |x—1 0 —-1]=0.
x;—1] 1 0 x-0] 3 —1

Esto es
77::{(1, 25 3 4)€R4I 1*24—3:1, 31,42_’_ 4:71}.

Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia

R={ 8,86} , R={:7,.,

en un espacio affn A = (?, ). Sean ( |, ..., ) lascoordenadas de un punto € % con respecto
al sistema de referencia QR y sean ( |, ..., ) las coordenadas del mismo punto € % con res-
pecto al sistema de referencia . Para encontrar las coordenadas ( |, ..., ) de en %R’ partir de
las coordenadas ( 4, ..., ) de en PR procedemos en dos etapas:

a) Cambiamos el sistema de referencia R a & = { ; €, €,, ..., €,}, de manera que sola-
mente hemos variado el origen.

b) Pasamos de & a R’ dejando fijo el origen y realizando el cambio de base en el espacio
vectorial

En la primera etapa el cambio de sistema de referencia se realiza de la siguiente manera: si
Yy, ..., ¥n) designan las coordenadas de respectoa Sy ( 4, .., ) lasde respecto a R se
tiene que

= + < (e )= )T Vs Vo)
Por tanto,

Vi Y =C1 7 e 0™ )

En la segunda etapa se trata de realizar Unicamente un cambio de base en el espacio vectorial

subyacente: si ( ], ..., ;) son las coordenadas del punto con respecto aR’y es la matriz del
cambio de la base {€,, €,, ..., €.} alabase { |, 7, ..., 5} se tiene que

Yi 1

Ya| _ 2

Yn n

Combinando los resultados de estas dos etapas se tiene:

’ _ ’

1 Yi 1 1 1 1
’ y _ ’

2 1 Y2 1 2 2 2 —1| 2
. Hrl= ! ) =| 7|+ "o
’ o ’

n yn n n n n

que nos da las coordenadas de  con respecto al sistema de referencia R’
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EJEMPLO D. Sea un punto de coordenadas (3, 4) en un sistema de referencia R={ ; €, &,}
del espacio afin R* y sea ®' = { ; 7, 7,} un nuevo sistema de referencia, donde tiene como
coordenadas (1, 3) conrespectoa®Ry ~, = €, + 26,, ~, = 28, — &,. Las coordenadas del pun-
to con respecto a R’ son

(9-C -0 (=56 0)-63)

i ral03

EJEMPLO E. Sea % = { ;§,, €,, €;} un sistema de referencia en R* con respecto al cual el
plano n tiene por ecuaciéon |+ ,+ ;=2.Sea R ={ ; 7|, ,, 3} un nuevo sistema de
referencia talque = (1,1,0), | =—6,+8;, ,=—6,+86;y 3 =86, + & + 6.

Para encontrar una ecuacién implicita del plano 7 con respecto a R’ observamos que

(12 3=0,1,0+t(—-1,0,1)+ (O, —1,1)

son ecuaciones paramétricas del plano r; por tanto, las coordenadas ( |, ,, 3) deunpunto de
7 se transforman en ( j, 5, %) de manera que

| L ALY AT ANV A B AWARES
=1 o —1 1 e R A
; 111 ,—0 11 1) \t+
L2t At t
= —t+2 +t+ |=
S R 0

Por tanto, 5 = 0 es una ecuacion implicita del plano 7 con respecto al sistema de referencia R'.

EJERCICIOS 10.1

1. Hallar las ecuaciones implicitas de las siguientes variedades lineales

a) El plano 7 de R® que contiene a los puntos

1:(1’ 190) s 2:(09 1, 1) ) 3:(1,2’ _1)
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b) La variedad lineal + £ de R* con =(1, —2, 3, 0) y £=L("y, 5, 3) con
=(1,1,0,0), ,=1(0,0,1,1), 5= (1,2, —1,0) en un sistema de referencia fijado.

2. En el plano, y respecto de una referencia dada %R, se dan los puntos = (1, 1)y
=(—2,0),los vectores ; =(1,2)y ,=(—1,1)ylarectar= |, — , = 1. Hallar:
a) Las coordenadas de con respecto al sistema de referencia R' = { ; 7|, »}.
b) La ecuacion de la recta r con respecto a R'.
3. Sea R’ el sistema de referencia en el plano que se obtiene girando un dngulo o en sentido
positivo los vectores de un sistema de referencia dado ®.Si = ( ,— 1)>+ 3 =4esla

ecuacién de una circunferencia respecto a R, encontrar la ecuacién de  respecto a R'.
(Cudles son las coordenadas del centro de la circunferencia respecto de R'?

4. Dado el plano de ecuaciéon ; — , + 5 = 3 con respecto a un sistema de referencia R en
R, encontrar un sistema de referencia &' de R en el que el plano anterior tenga por ecua-
ciéon 5 =0.

5. Dada la circunferencia = ( | — 1%+ ( 5~ 1»=9enel plano, encontrar sus ecuacio-

1 1
nes en el sistema de referencia R = { ; 7, ,}, donde = (@3, 3), |, = <, ),
NG

. {Qué tipo de curva es en el sistema de referencia R'?

o < 2 2 >
2=\ T T2
NG
6. Sea ={ ,},.A un conjunto de puntos de un espacio afin A = (%, ) con espacio vecto-
rial asociado . La varie a lineal engen ra a por se define como

()=, tLA 5 2}ien):

a) Demostrar que ( ) es la minima variedad lineal que contiene a

b) Calcular unas ecuaciones implicitas para la minima variedad lineal de R* que contiene
a los puntos

]:(1,0,0, 1) ) 2:(09 1,0, 1) D) 3:((),0’ 1’ 1)
dados en una referencia R = {0; €,, €,, €5, €,}. Calcular su dimension.

7. Dadas dos variedades lineales |y ,en un espacio afin, llamaremos varie a lineal ma
de ,y ,,yladenotaremos por | + ,, alaminima variedad lineal del espacio afin dado
que contiene a ;U .

a) Considerar R® con la estructura afin usual. Si ;= (1, 0, 0) + L& + & + &) y
»=1(0,0,0) + L(26, + €, + 2865), calcular la dimensién de | + ,. ;Qué relacion
tiene esta dimensién con dim ; y dim ,?
b) Si ;={(,y, )eR*:2 —y— =0}, calcular ladimensiénde |, + ;. ;Qué rela-
cién tiene esta dimensién con dim | y dim 3?

8. Considerar dos variedades lineales | + £,y , + £, en un espacio afin A = (P, ).

a) Demostrar que estas variedades lineales se cortan si y solo si | , estd en el espacio
vectorial &£, + &£,.
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b) Demostrarquesi e( ; + %)) + ( , + £,) entonces
(1+tZD)n( ,+E)=R+ (&L L.
¢) Dada la familia de hiperplanos 7, de R* de ecuaciones
A+D +A—-—Dy+@A+1) =41 , paraleR,

demostrar que hay un plano © de R* tal que ﬂ 7, = m. Calcular la dimensién de
AeR
n; + ,donde es el plano de R* de ecuaciones =y = .

10.2. TRANSFORMACIONES AFINES. EJEMPLOS

Recordemos que un espacio afin A esta formado por un conjunto % de puntos y un espacio
vectorial ~de manera que a cada par de puntos , € % le corresponde un tinico vector €
y tal que para cualesquiera tres puntos , , € % se verifica = +

Definicion 10.2.1

Sean (P, )y (%', ') dos espacios afines sobre el mismo cuerpo K. Una transformaci n af n
o afinidad entre estos espacios es una aplicacién : % — &’ junto con una aplicacién lineal
— " tal que

CH="0O) ) para , €.

La aplicacién lineal ~ se llama aplicaci n lineal asociada a la transformaci n af n

Comenzamos exponiendo un resultado que nos ayudard en varias de las demostraciones que
siguen.

4 N\
Proposiciéon 10.2.2

Sea una transformacion afin de un espacio afin (%, ) en otro (?’, ’). Son equivalen-
tes:

a) es una transformacion afin.

by ( +)= ()+~(ﬂ)para eEPy €

N y
Demostracion. Para demostrar b) a partir de a) sean € Py e jtomar = + P,
es decir = . Por la definicién de transformaciéon afin ( ) ( )= ( )= (7). Luego
()= O+ O
como queriamos demostrar. Reciprocamente, si e ® tomar —= € . Por b),

) (H="O="7).
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Una consecuencia fécil de la proposicién anterior es el siguiente resultado.

Corolario1l .2.3

Sean (%, Dy (@’, ") dos espacios afines y ;: P — %', i = 1, 2, dos transformaciones
afines. Si | = ,yparaunpunto €% setiene ( )= ,( ), entonces ;= ,.

Demostracion. Para cada € %P podemos escribir las igualdades

~

()= 0+ )= 1O+ 0 )= 0+ 50 )= + )= )
en donde se ha hecho uso de la Proposicion 10.2.2.

EJEMPLO A. Dado un vector 7 € R", latra la i n de vector 7, que designamos por ;, €s una
transformacion afin. En este caso:

i ralo4d

Es fécil comprobar que  es una transformacién afin, ya que

() ()= " "=
y, por tanto, basta tomar la aplicacion lineal asociada a  como la identidad en R".

EJEMPLO B. En el espacio afin R? definimos la omote ia de centro y razén A como la

aplicacion = . ;talquesi € R? laimagen 'de mediante satisface
—i
AB'=14B
//gr
B
A

i ral0b
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La aplicacién lineal T asociadaa es ~(E) = )7, 7 € R* En efecto, si , R
() ()=""="+ T=—="+4+ T=—=) 4+,
=M=+ =2 =70
Q/
P'Q'=1PQ
0
P/
A P
i ral0.6

Cuando 4 = 1 se tiene la transformacion identidad. Observar que el mismo ejemplo es vélido
en el espacio afin R".

EJEMPLO C. Tratemos de encontrar la expresion analitica de la homotecia de centro vy ra-
z6n 2 del ejemplo B. Supongamos que R = { ; €,, €,} es un sistema de referencia afin en R?

con respecto al cual = (@, a,). Tenemos que si "= ()
=" ()= O+ (H= 4+ O+CH= 42 +i
Por tanto,
()= ()= o) 6 2
5 a, —ay 2 bz 0 4 2
donde '= & + 48, y = & + .8
ES ES E3

El ejemplo C puede generalizarse para cualquier transformacién afin.

Tratamos de encontrar lae re i nanalitia e natran orma i nain en un sistema de
referencia. Dado R = { ;§€,, ..., €,} un sistema de referencia en un espacio afin A = (P, )y
una transformacién afin en A tenemos que

= ()= (OH+ (HOH= (OH+ ()

paratodo € P,donde ‘= ( ).Si( ", .., ;) son las coordenadas de ' con respecto a R,
( {» - ) son las coordenadas de  con respecto a R, (@, ..., a,) son las coordenadas de

() con respecto al mismo sistema de referencia y es la matriz de  con respecto a la base
{€,, ..., €.}, la igualdad anterior se escribe en coordenadas de la forma

=]+ 2.1)

n an n
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El lector puede convencerse de que la expresion (2.1) sirve para definir una aplicacion afin
que tiene a (2.1) como expresién analitica en el sistema de referencia fijado.
Si ()= setiene que (@, ..., &,) = (0, ..., 0) y la expresion (2.1) se reduce a

n n

Proposiciéon 10.2.4

La composicion de dos transformaciones afines ;y , es otra transformacion afin. Ade-

més, 1° 2 = ~10 2.
Demostracion. Si , son puntos se tiene

10 2() 10 ()= 1(0) 2 N="100 )

—~—~— ~ ~

lo que prueba que © , es otra transformacion afin con o , = ;o .

Proposiciéon 10.2.5

Sea una transformacién afin de un plano afin A = (%, V) en si mismo. Si  tiene tres
puntos fijos no alineados, entonces es la identidad en

Demostracion. Si , 'y son tres puntos no alineados, los vectores o y " son lineal-
mente independientes en . Dado cualquier punto € %, como  es de dimensi6n 2, el vector
debe ser combinacién lineal de y . Escribir
T =0 +f , cona felk

i ral07

Si es la aplicacidn lineal asociada a  se tiene

CH)=a C )Y+
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Usamos la definicién de transformacidn afin junto con el hecho de que , 'y son puntos fijos
de para escribir

~

()= () OH)="(H=a( H+p ()
=0 ()(H)+p () (H)=a +p =

De aqui se deduce que ( )= , porlo que es la transformacién identidad.

EJERCICIOS 10.2

1. Demostrar que una simetria en el plano con respecto a una recta es una transformacién
afin. Encontrar la expresion analitica de la simetrfa con respecto a larecta = 1 en el siste-
ma de referencia candnico.

2. Encontrar la expresion analitica (en el sistema de referencia canénico) de los siguientes
movimientos en R*:
a) Giro G de 90° con respecto al eje =1,y = 1.
b) Traslacion de vector v = (0, 1, 1).

c) °GyGeo (que se obtienen como composicion de los anteriores.

3. Determinar los puntos fijos, si existen, de la transformacién afin en R* dada por

' AN
y[=2(2])+35| =2 2 —1|ly
3 3
' 2 -2 -1 2

en el sistema de referencia canodnico.

10.3. ESPACIO AFiIN EUCLIDEO. MOVIMIENTOS

Sea A = (%, ) un espacio afin. Se dice que Aesune aioaine |i eosi esun espacio
vectorial euclideo. En este caso definimos la aplicacién i tan ia

C.o=1 1
para cualquier par de puntos , € P. La aplicaciéon : P x P - R cumple las siguientes
propiedades
D (,)=z0y (, )=0 < =
) (,)=0,)

3) ( eig al a triang lar ela i tan ia)

(,o)< (,)H+t (., )
donde , , €9.
Las propiedades 1) y 2) son inmediatas de la definicién de norma en un espacio
euclideo, mientras que 3) se deduce de la correspondiente desigualdad triangular para
espacios euclideos probada al final de la seccién 8.1.
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Ademds se cumple la siguiente propiedad:
4) Paratodo , , €9

[ C.o) = Gl ().

Esto se demuestra con las siguientes desigualdades que se deducen de la desigualdad
triangular 3):

C, (.)+t C,) = (,)= (C, )< (,)
(

)+ ) = — ()< (, )= ()

Teorema 10.3.1 (Teorema de Pitagoras)

Sea A = (P, ) un espacio afin euclideo y sean , , puntos de A. Si ~ es ortogonal a
entonces

(. rX=(, P+ (, )"

Demostracion. Basta observar que se tiene la siguiente cadena de igualdades:

C, =1 IP=C , H=C + , + )
= P+2C , O+ 1P=C, P+ (L)
R
d(P, R) 1.8
P d(P, Q) 0
i ral0.8
ES ES ES

Sea A = (%, ) un espacio afin euclideo de imen i nn,es decir tiene dimensién N como
espacio vectorial real. Un sistema de referencia afin R = {O; €,, ..., €,} se dice ortonormal si la
base {€, ..., €,} de es ortonormal.

Ayudados de la estructura euclidea de  podemos definir la nocién de ortogonalidad de
variedades afines de A.

Dos variedades lineales | + £,y ,+ £, se dicen ortogonale si £, = 5. En conse-
cuencia, dim (¥,) < dim (¥5) = n—dim (%,) y por tanto

Sidim( [+ &) +dim( , +%,) >n, diremos que | + £, es ortogonal a , + &, si
, + %i es ortogonal a  , + %5 en el sentido anteriormente expuesto, es decir ;- = &£,.

EJEMPLOA. Sien =R’ consideramos el producto escalar habitual decimos que A= (R?, )
es el espacio afin euclideo R* habitual. En él consideramos las siguientes variedades lineales:

L, = (0,0,0) + L&, + & + 6,
L =(1,2,3) + L(—& + &),
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L3 = (O, 0, O) + L(él - 62, él - é3),
L4:{(7y7 )6R3:y_ :1}
Las variedades lineales L; y L, no tienen puntos en comun, pero son ortogonales ya que
LE +6 + &) cL(—€ +8)"

También L, y L; son ortogonales ya que €, + €, + €; es ortogonal a€; —€,ya€, — €3y se
tiene

L€, + €& +&)=L(€ —€,¢€ — é3)J'-
Las variedades lineales L; y L, tienen ambas dimensién 2 por lo que
dim (L;) + dim(Ly) =4 > 3 = dim (R*). Como L,=(0, 1, 0)+ L(§, +€,+€;, &) y
L(€, — €, € — )" = L€, + &, + &) se tiene

L, — 6,6 — 8)" cL(E, +8,+ 8, 8)

por lo que los planos L; y L, son ortogonales.

./ /

Y4 v

Recta y plano ortogonales Planos ortogonales

i ral09

Definicion 10.3.2

Dado un espacio afin euclideo A = (P, ) una transformacién afin en A se llama mo imiento
si conserva las distancias entre puntos, es decir,

CC)y = (,)
paratodo , €.

Nota. Los movimientos en el espacio afin R" reciben también el nombre de i ometria ; la
palabra «isometria» proviene del griego y significa «igual medidax.
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Estudiaremos a continuacién algunos ejemplos de movimientos en R* y R’ de especial rele-
vancia geométrica. Tanto en R* como en R’ consideraremos la estructura afin euclidea habitual.

EJEMPLO B. En un plano, ungiroorota i n e ng lo « alrededor de un punto  (no nece-
sariamente el origen de coordenadas) es un movimiento, que se denotard por G ,. Eligiendo un
sistema de referencia { ; €, €} como en la figura adjunta, se tiene

G )=<cosoc —senfx>

sen o Ccos o
P'=Gp, o(P)
\\
Y AN
N
\
\
- \
62 \
a |
) o
¢ P
X
i ral0.10

EJEMPLO C. Una imetria onre e toa nare tar, que denotaremos por ,, €s un movi-
miento. Recordamos que el simétrico de un punto con respecto a r es un punto ' tal que el

segmento ' es perpendicular ary rcortaa ' en su punto medio. Con la simetria respecto
de una recta también se asocia a veces el nombre de re le i n.

.’ ,
\
\

es,(P)=P

i ral0.l1

EJEMPLO D. Una tra la i n mediante un cierto vector v, que denotaremos por -, es tam-
bién un movimiento.

P=T(P)

i ral0.12

En este movimiento se produce un desplazamiento paralelo de todos los puntos segun el vector .
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EJEMPLO E. En el espacio, una imetria onre e toa n lano n, digamos ,, es un movi-
miento. El plano 7 divide al segmento ' en dos partes iguales siendo ' perpendicular a 7,
donde ' es laimagen de

\
® P'=S,(P)
i ral0.13

Proposicién 10.3.3

Si ;y ,sonmovimientos en un espacio afin euclideo A = (%, ), entonces la composi-
ciéon ,° ; es un movimiento en A.

Demostracion. Si , € % entonces, por ser |y , movimientos se tiene que

(20 40), 20 4C D= C4C) C D=, )

EJEMPLO F. El movimiento que se produce en el espacio al subir por una escalera de caracol
se denomina un movimiento eli oi al. El efecto de un movimiento helicoidal esta producido
por un giro de un cierto dngulo ¢ con respecto a una recta I seguido de una traslacién de vector
v en la direccién del eje de giro (ver figura 10.14). Este movimiento es la composicién 30 G, .
Observar que los puntos de un plano © perpendicular a r se transforman en puntos de un
plano 7’ paralelo a 7. En la figura 10.14 el punto " es el transformado de  por el movimiento
helicoidal.

P//

—————>0

<y

i ral0.l4
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Proposicion 10.3.4

Sea A = (%, ) un espacio afin euclideo y : P — % un movimiento con aplicacién li-
neal asociada : — . Entonces es una aplicacién ortogonal.

Demostracion. Sean , dos puntos cualesquiera de # con '= ( )y '= ( )las
imdgenes de y , respectivamente, mediante . Entonces

ITCOI=1COrOil= % n=C.oo=1 1
lo que prueba que : — conserva la longitud de los vectores y, por tanto, es ortogonal (ver

Proposicion 8.5.2).

Notal. Si esun movimiento en un espacio afin euclideo A = (%, )y denotamos por
la matriz de  en una base ortonormal fijada de  se tiene que | | = +1 (ver seccion 8.5). Si
| | =1 el movimiento se llama ire toysi| | = —1 el movimiento se llama inver o.

Nota 2. Es claro que los resultados del Capitulo 8 sobre aplicaciones ortogonales nos pue-
den ayudar ahora a clasificar los movimientos en R". Es evidente que en R* y R® puede hacerse
un estudio mas geométrico de los movimientos.

*k * *

10.4. ESTUDIO GEOMETRICO DE LOS MOVIMIENTOS

EN EL PLANO

Hemos dado en la seccién 10.3 algunos ejemplos de movimientos en R?, pero ¢serdn estos to-
dos los movimientos posibles en el plano? Para responder a esta pregunta es necesario estudiar
la composicién de dos movimientos fijados de antemano ya que por la Proposicién 10.3.3, la
composicion de movimientos es otro movimiento.

En el estudio de los movimientos es interesante considerar un tipo de puntos especiales que
se denominan Nt0 0 :un punto es un punto fijo de un movimiento si () =

Todos los puntos son fijos para el movimiento identidad, mientras que las traslaciones no
tienen ningtin punto fijo. Un giro en el plano de centro  tiene tinicamente este punto como fijo
y una simetria con respecto a una recta I deja a todos los puntos de r fijos.

Lema 10.4.1

Sea un movimiento de R? con al menos dos puntos fijos y . Entonces, la recta r que
pasapor y es una recta de puntos fijos de

Demostracion. Sea un movimiento con dos puntos fijos distintos y . Demostraremos
que todos los puntos de la recta r que pasa por 'y son puntos fijos de .Sea €7y sea

"= ().Como esunmovimiento ( , )= (, Dy (, )= (, ’).Portanto, y '
deben estar en las circunferencias de centro y radio ( , )y decentro yradio (, );
como estas circunferencias se cortan Unicamente en  se ha de tener "=  (ver figura 10.15).

Esto prueba que todos los puntos de r son fijos para la aplicacion
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i ral0.15

Proposiciéon 10.4.2

Si un movimiento en el plano tiene mds de un punto fijo debe ser la identidad o una sime-
tria con respecto de una recta que pasa por los puntos fijos.

Demostracion. Sea un movimiento con dos puntos fijos y . Sea r la recta que los
une. Por el Lema 10.4.1 la restriccién de  a r es la identidad en r. Si existiera € R r que
fuera punto fijo de , por la Proposicién 10.2.5, seria la identidad en R?.

Enotrocaso ( )# paracada € R? r. Sea r’ la recta mediatriz del segmento ) (ver
figura 10.16). Como es un movimiento

(.=, ) vy C,)= 0, C)

Portanto y estdnen ', de donde se deduce que r = r’. Luego es la simetria con respecto a
r (ver figura 10.16), lo que demuestra la proposicion.

i ral0.16

Teorema 10.4.3

Todo movimiento en un plano es o bien la composicion de un giro y una traslacion o bien
la composicion de una simetria con respecto a una recta, un giro y una traslacion; el eje
de simetria pasa por el centro del giro.

Demostracion. Sea  un movimiento cualquiera en el plano, un punto del plano y
= ( ).Pongamosv = '.Entonces = '—0v= _;o ( ),esdecir esun punto fijo
para el movimiento ;o

Para determinar qué movimiento es  tomemos otro punto  de R? tal que # .Sea
el punto de R* tal que , = ( ) — ¥ (ver figura 10.17).

’
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i ral0.17
Entonces
0< (, )= (32 () > (D=0, »
Por tanto, existe un giro G, de centro y dngulo o tal que G ,( ;) = . Ahora bien, la trans-

formacién geométrica
(p = G a o —3 o

es un movimiento con dos puntos fijos al menos, y . En consecuencia, por la Proposicién
10.4.2 se tiene que ¢ = Idp= 6 @ = ,, con , simetria con respecto a la recta r que une con
. Asi pues,

= BOG ’7“0q) (41)
lo que demuestra el teorema.

Observacion.  El orden de la composicién en (4.1) es muy importante. Sefialemos que la
formula (4.1) sereducea = ¢@si y sondos puntos fijos de yaqueenestecasov =0y
o =0°

Una vez establecido el Teorema 10.4.3, la clasificacién de todos los movimientos en el pla-
no requiere del estudio de las posibles composiciones de los movimientos que alli intervienen.
Esto es lo que haremos a continuacidn.

Proposiciéon 10.4.4

La composicion de un giro y una traslacion es otro giro del mismo dngulo.

Demostracion. Sean G ,y - el giro y la traslacién dados (ver figura 10.18). Sea

= ()= +7,
=G ()
= (= "+".
Sea el punto de interseccion de las mediatrices de los segmentos o y ~ . Observar que,
por construccién, G ,( ) =  (figura 10.18). Por otro lado

AOG,Q(): ﬂ(): B
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i ral0.18
luego los movimientos G,y -oG , coinciden en el punto . Ademds, por el Lema 10.2.4,
-oG , = oG Y como " = Idg: se tiene -G .= G _» Por el Corolario 10.2.3 se tie-
ne -G ,=G ..
El razonamiento anterior es posible siempre que el punto  exista. Esto sucede si o # 180°.
Si o= 180° sea el punto medio del segmento

o

PA' PA

A
°
= 0

u

i ral0.19

Se tiene que G ,( )= yque
G ()= ()= T+ =

Luego los movimientos G,y -°G , coinciden en el punto  cuando o = 180°. Ademds,

—~—~—— —~—

G , =G ,.Porel Corolario 10.2.3 se tiene -G ,=G ,.

Observacion. El centro del nuevo giro que se obtiene en la Proposicion 10.4.4 es el pun-
to de interseccion de las mediatrices de los segmentos y ", donde = -()y
"= _oG o -( ),siempre que o # 180° Si o = 180°, el centro es el punto medio de .

Proposiciéon 10.4.5

La composicion de una simetria y un giro de centro perteneciente al eje de simetria es
otra simetria.

Demostracion. Sean ,y G ,con € r, la simetrfa con respecto a la recta r y el giro

dados. Sea  otro punto de r distintode 'y ‘=G ( ) (ver figura 10.20). Sea el punto
medio del segmento "y | larecta que une y . Se tiene que | es la mediatriz del segmento
"y a su vez bisectriz del dngulo '
Entonces
G o)== =0)

G o )= "=10)
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x r
i
Ademads, si ( )= ' setiene
J— n — J—
G .o )=GC ()= = ()
En consecuencia, el movimiento | 'oG »© tiene tres puntos fijos no alineados: , 'y

Por la Proposicién 10.2.5 debe ser la identidad y por tanto G o = .

Observa/ci(')\rl La recta de la nueva simetria axial en la proposicion anterior es la bisectriz
del angulo Leon '=G ( )y €r, #

De todos los casos posibles que pueden ocurrir en el Teorema 10.4.3 nos queda por estudiar
la composicién de una simetria y una traslacién.
Comenzaremos suponiendo que el vector de traslacién ~ es aralelo a la recta de simetria r.
En la figura 10.21 se observa que este movimiento cambia la orientacién y, sin embargo, no es
una simetria axial. Estamos ante un nuevo movimiento al cual damos el nombre de imetria
e li ante.

i ral0.2l
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Definicion 10.4.6

La composicién de una simetria de recta I y una traslacion de vector ~ paralelo a r se denomina
simetr a deslizante y se representa por  -.

El lector puede visualizar una simetria deslizante como las huellas que una persona deja en
la nieve al caminar en linea recta.

o) o)
Co Co

i ral0.22

Estudiaremos ahora el resultado de, en general, componer una simetria de eje de simetria r
con una traslacion de vector cualquiera v. Sea , una tal simetria y ; la traslacién. Sea
v =71 + v,ladescomposicién de v es un vector v paralelo a r y un vector v,, perpendicular (o
normal) a r. Entonces:

EO r = B o i.n() r
Sea er, = ;( )y llabisectriz del segmento . Entonces (ver figura 10.23)
50 ()= ()= = ()
e ()= (D= = ,0).

Un

i ral0.23

Sea un punto de | distinto del punto medio del segmento  ,y ‘= ,( ). Se tiene

)= ()= = ()
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Tenemos tres puntos fijos, , y ,no alineados, del movimiento | 'o 5,° r- Por la Proposi-
cién 10.2.5 debe ser la identidad y por tanto 5 ° = .
Asi, en general, tenemos el siguiente resultado, segin = =06~ # 0.

Proposiciéon 10.4.7

La composicion de una simetria y una traslacién es o bien una simetria o bien una sime-
tria deslizante.

Observamos en la figura 10.24 que las simetrias cambian la orientacién de las figuras,
mientras que los giros no la cambian. Es claro que tampoco la cambian las traslaciones.

B B

i ral0.24

Del Teorema 10.4.3 y de las Proposiciones 10.4.4, 10.4.5 y 10.4.7 se deduce el siguiente
resultado:

Teorema 10.4.8 (Descripci n de los mo imientos en un plano)

Todo movimiento en un plano es o bien la i enti a , o una tra la i n o una rota i n
(movimientos ire to , es decir, que no cambian la orientacién) o bien una imetria o una
imetria e li ante (movimientos inver o , es decir, que cambian la orientaci6n).

El lector puede ahora preguntarse cudl es el resultado de componer dos movimientos cuales-
quiera que no coinciden con los realizados en las proposiciones anteriores. Por ejemplo: ;cudl
es el resultado de componer dos giros? Es conveniente «jugar» un poco con este tipo de compo-
siciones. Algunos de estos «juegos» se proponen como ejercicios al final de esta seccion.

EJERCICIOS 10.4

1. Demostrar que la composicion de dos simetrias en un plano, cuyos ejes se cortan en un
punto es una rotacion. ;Cudles son el centro y el dngulo de esta rotacion?

2. Estudiar la composiciéon de dos simetrias de ejes paralelos.
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3. Demostrar que la composicién de una simetria y un giro en un plano es una simetria o una
simetria deslizante. ;Cudl es el eje y cudl es el vector de la simetria deslizante?

4. a) Demostrar que la composicion de dos giros de 90° en el mismo sentido alrededor de
dos puntos distintos 'y es un giro de 180° alrededor del centro de uno de los cua-
drados que tiene como lado.

b) Estudiar la composicién de dos giros cualesquiera en el mismo sentido.

5. Demostrar que la composicion de tres simetrias de ejes concurrentes es otra simetria. ;Cudl
es el eje de esta nueva simetria?

6. Estudiar la composicion de tres simetrias de ejes paralelos.

7. Un giro de 180° alrededor de un punto  se dice también una imetria e entro .Demos-
trar que la composicion de dos simetrias de centros |y ,, respectivamente, es una trasla-
cién de vector 2 | .

10.5. ESTUDIO ANALITICO DE LOS MOVIMIENTOS EN R2

El primer objetivo de esta seccidn es aprender a escribir las ecuaciones de todos los movimien-
tos en el plano, cuya descripcion se ha dado en el Teorema 10.4.8. A continuacion nos plantea-
mos el problema reciproco, es decir, dadas las ecuaciones de un movimiento en el plano deter-
minar qué tipo de movimiento es. Esto nos permitird obtener de nuevo, ahora de manera
analitica, el resultado expuesto en el Teorema 10.4.8.

EJEMPLOA. ralain euwe tor v = (vy, v,): cualquier punto = ( 4, ,) se transforma en
otropunto z( )= "= (1], 5) talque
2 2T 0y Uy 0 1 2
X'
XA
| 7 i 270
|
o Uy

i ral0.25
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EJEMPLO B. Giroorotain e entro = y ng lo o.

i ral0.26

Si elegimos el sistema de referencia { ; |, »} como muestra la figura 10.26, la imagen de
un punto  de coordenadas (Y, Y,) en este sistema de referencia es un punto " = (Y}, y5) tal que

Yi\ _[cosp —seng)\/(Y,
Y5 sen @ cosp)\y,)
Si =(4 2y "=(1, 5 enelsistema de referencia candénico { ; €, §,} se tiene que
Y2 27 2 Ya b= o)
que sustituido en la expresion anterior nos permite obtener:
N (1 L (cos¢  Tseng ()| (& L (cose Tseng |
A 5 sen @ cos ¢ 5 5 a, sen @ cosp/\ ,/)

EJEMPLOC.  allarla e aione elgiro e entro = (1,2)y ng lo ¢ = n/4.
Por tratarse de un giro de dngulo 7/4 tendremos:

(= (=@ (a0

. . a\ . . . .
A continuacién calculamos <a1> imponiendo que = (1, 2) sea un punto fijo de este movi-
2

HENE ( ;z 27/2><>

miento:
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Por tanto,

N[ 1+/2p NG EENCT AV
<é>_ 2-3/2p " NCNG < >

EJEMPLO D. imetria on re e to a na re ta r. Supongamos que I tiene por ecuacién
y=m + b; si elegimos el sistema de referencia { ; ~;, ,}, donde = (0,b)er, 7, es un
vector director unitario de 'y —, es un vector unitario perpendicular a r, de manera que { |, ,}
y {€,, €,} tengan la misma orientacién', la imagen de un punto de coordenadas (Y,, Y,) en este
sistema de referencia es ' = ( ) de coordenadas (Y}, ¥,) en este mismo sistema tal que

2

i ral0.27

Para pasar al sistema de referencia { ; €, €,} realizamos un giro de dngulo (— ¢), donde
tg @ = m, y una traslacién de vector (0, —b), de manera que si ( ;, ,) son las coordenadas de
en este sistema de referencia se tiene

1\ [cosp —senq) (Y, N 0\
5 sen @ cos @) \Y, b/’
de la misma manera, si ( |, 5) son las coordenadas de ' en el sistema de referencia canénico
se tiene
1\ _[cosp —senq) /(Y N 0
5 sen @ cos ¢/ \Y, b/
Sustituyendo en (5.1) encontramos que
1\ _[cosp —seng)/l 0\ /cosp —sene\ [/ , (0 N 0
5 sen @ cosp/\0 —1/\sen¢ cos @ ) b b

" Dos bases de un mismo espacio vectorial tienen la misma orientacién si la matriz del cambio de base tiene deter-
minante positivo, como se definié en la seccion 8.6.
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[ " cosp —sen@)/[1 0 cos¢@ senq@ 1
a, sen ¢ cosp/\0 —1/\ —sengp cos@ 2
[ N cos2¢ sen2¢ 1
a, sen2¢p —cos2¢ )\ ,/

EJEMPLO E. allar lae rei nanalitia ela imetria onre etoalaretar ee a

in +2y=4
De la figura 10.28 se deduce que

-2
cosp =—4+ , senp =

NG

Bl

Por tanto

4
cosZ(p=cos2(p—sen2(p=§ , sen2<p=2sen<pcos<p=—g,

Usando el resultado del ejemplo D las ecuaciones de esta simetria son de la forma
N (@), [ 35 45\
> a —4/5 =3/5/\ )
0 . - L
= es un punto fijo de este movimiento para escribir

> ponemos que =
a;\ _ [ 8/5
<az> - <16/5>.

a,
Para calcular
A

0\ (& n 3/5 —4/5\/0\ [q o 8/5
2 a, —4/5 —=3/5)\2 a, —6/5
Las ecuaciones de esta simetria son
1 _ 8/5 N 3/5 —4/5 i
5 16/5 —4/5 =3/5)\ ,)
EJEMPLO F. Vamos a mostrar cémo pueden obtenerse las ecuaciones de una simetria con
respecto a una recta  de forma geométrica. La imagen de un punto es un punto ' que satisface

"= _;\,ﬁ
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donde fi es un vector unitario normal a r (ver figura 10.29)y A= || || =2 ( , r). Para calcu-
lar A tomamos un punto cualquiera de la recta r y observamos que

( .m

(.n=1] Jlcosa=] Hm—( , ).

La ecuacién de la simetria es

i ral0.29

En el ejemplo E, si =(,, ,), '=(1], 5), tomamos = (0, 2) y observamos que

n= \;g (1, 2); tenemos

(=020 56) 5 6)

5 2 »—2) /5\2 ﬁ 2
()10 (2 2800
“\,) s5\2,+4,-8) \16/5 —4/5 =3/5)\ ,)

que es el mismo resultado que se obtuvo en el ejemplo E.

EJEMPLO G. imetria e liante eeeryve torv:sir:y=m + b, utilizando el resultado
obtenido en el ejemplo D y el hecho de que ;= 3° | se obtiene que si v = (v, v,) entonces

| | v, a, cos2¢ sen2¢ i
rT = 3% r = + +
AN 2 Uy a, sen2¢p —cos2p 5
_ (b 4 (o8 2¢ sen2¢ )
b, sen2¢p —cos2p/\ ,)

Recordar que o es paralelo a la recta r y que m = tg ¢.
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EJEMPLOH. nontrarlae rei nanalitia ela imetria eliante eeey= —2 on
ve tor e e li amiento v = (3, 3).
Como ¢ = /4 del ejemplo G se deduce que las ecuaciones buscadas son de la forma

()= () (o))

y=x-2
3, Hh=P'
/4
i ral0.30
br\ . : .
Calcularemos b si conocemos la imagen de un punto ; si tomamos = (0, —2),
2

(2)-(9)+6)-C)
0)=6) 0 o)) = G)=0)-(0)

Por tanto, la expresion analitica de esta simetria deslizante es

(9=0)+C o))

*k * *

()

Con los ejemplos anteriores hemos aprendido a encontrar las ecuaciones de los movimien-
tos en el plano. A continuacidn nos planteamos el problema reciproco, es decir, dadas las ecua-
ciones de un movimiento en el plano determinar qué tipo de movimiento es.

Sea %% = { ; €, ) un sistema de referencia ortonormal en el plano affn euclideo R”.
Segtn la formula (2.1) la ecuacién matricial de un movimiento  de R? en la referencia % se

escribe
1 a, 1
= + . 5.1
( '2> <a2> < 2) e-b
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Como  es un movimiento, por la Proposiciéon 10.3.4, es una matriz ortogonal, es decir
t

= ,= "' _Porel Teorema 8.6.1 podemos escribir = Ycon € ,,,(R) ortogonal

y de la forma
cos(p —sen¢@ 1 0
= 0 b= ) (5.2)
sen ¢ cos @ 0 1

La prueba del Teorema 8.6.1 muestra que en el caso | podemos elegir = .

Sea

y definamos los vectores

—

1= 06t 28
= 06 T 6.

Cimo es ortogonal, R ={ ; 7, *,} es un sistema de referencia ortonormal. Si
=V, 1+ VYs 5 "=y|7, +Vy5 ,enlabase {7}, ,} tenemos

()= 6 () G

De (5.1) se deduce que las ecuaciones del movimiento  en R’ son

G- ()@ GG G e

en donde es una de las matrices de la lista (5.2) y

bi\ _ (&
b, a)
Para estudiar qué tipo de movimiento es  estudiaremos la variedad lineal L de puntos fijos de
.Cada =( 4, z)t € L es solucion del sistema lineal

(-G ()
()G

Segtn el teorema de Rouché-Frobenius (Teorema 1.2.4) el sistema (5.4) puede tener o no solu-
cion segun los valores del rango de la matriz — y del rango de la matriz ampliada con los
términos independientes. Con @ = (a,, a,)" escribimos ( — |d) para indicar la matriz ampliada.

o también
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Puesto que = Ysetiener( — )=r( — ),con como en (5.2). Si @ =0en (5.2)

(Y- el

yentonces r( — )=r( — ;)=0.Si

R R

setiene r( — )=r( — ,)= 1. Finalmente si ¢ # 0 en (5.2)

1_
| - ,|=‘ o8 Sen(p‘Z(lCosq))z-l-senzqo:2(lcosq))7é0
—sen¢p 1 —cosg

yportantor( — )=r( — ;) =2.

Todas las posibilidades para r( — )y r( — |&) se describen en el cuadro siguiente:
s N
Caso rd—T) |rd—T|a)
0
1 0
1
1
1I 1
2
111 2 2
N J
i ral0.31
dentidad traslaci n
Sir( — ) =0setiene que = es la matriz identidad. Si a = (0, 0)Lr( — |@=0yel
movimiento es la i enti a . Si @ # 0, el movimiento es una tra la i n de vector a. Observar
que todos los movimientos de este caso son ire to yaque| |=1>0.
imetr a simetr a deslizante
Sir( — )=1=r( — |a) el sistema (5.4) tiene una recta de soluciones y, por tanto, el
movimiento tiene una recta de puntos fijos. Si  es uno de estos puntos fijos, en el sistema de
referencia { ; |, ,} las ecuaciones del movimiento son, de acuerdo con (5.3),

-6 )
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0 1 es la unica matriz de (5.2) que satisface r( — ,) = 1. Tenemos, por
tanto, una imetria onre etoalareta e nto fijos. Observar que en este caso se ha de
tener b, = 0 en la ecuacién (5.3) ya que el sistema de ecuaciones

0= () <L)

<1
ya que ,=

debe se compatible.

Sir( — )=1peror( — |a) = 2elsistema (5.4) no tiene soluciones y, por tanto, el mo-
vimiento no posee puntos fijos. En este caso r( — ,|b) =2 ya que si r( — ,|b) fuera 1, la
ecuaciéon ( — ,) y = b serfa compatible y también lo seria ( — )~ = '@ ya que pondria-
mos ~ = ¥ como solucién, y como ‘es invertible, ( — )~ = @ serfa compatible, lo que im-
plicariar( — |@) = 1.

En este caso, en el sistema de referencia R’ = { ; 7, ,} podemos escribir el movimiento
como

/ b 0 1 0
o) = () [) (o 6] 69
Y2 0 b, 0 —1/\y,
donde necesariamente b; # 0 porque r( — 2|B) = 2.
Como
rn - O—I‘OOO—I—r(—)
*|b, 0 2|b, 2

la expresion entre corchetes en (5.5) son las ecuaciones de una simetria con respecto a un eje
que tiene como vector director | (verelcasor( — )=1=r( — |8)).

Por tanto, (5.5) es la composicion de una simetria con una traslacién de vector b=b,,
que es paralelo a 7, : se trata de una imetria e li ante.

La descomposicidn de una simetria deslizante como una simetria y una traslacién no es tni-
ca; solo existe unicidad si el vector de traslacion es paralelo al eje de simetria y en este caso la
descomposicion de la simetria deslizante se dice an ni a.

En este caso I se tiene | | =] | = — 1 < 0 por lo que este movimiento es inver 0.
iro
Sir( — )=2=r( — |a) el movimiento posee un tnico punto fijo  que es la solucién
del sistema (5.4). En el sistema de referencia R”" = { ; 7|, .} ={ ;€,8} yaque esla

identidad, las ecuaciones del movimiento son de la forma

Yi\ _ [cosp —senq)/(y,

Y5 sen ¢ cos @ ) \Y,
con ¢ # 0y, por tanto, el movimiento es un giro € ng lo ¢ on entro . Observar que este
movimiento es ire toyaque| | =] | =cos’¢ + sen’p = 1> 0.
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A continuacién resumimos los resultados anteriores en el siguiente cuadro:

4 T rd—T) |r(d —TJ|A) Movimiento P' = A + T(P) )
1 0 0 Identidad
IT| >0 1 Traslacion
Simetria respecto 1 1 Simetria respecto de la recta de puntos fijos.
a una recta: 2 Simetria deslizante: composicion de simetria y
T <0 traslacion paralela al eje de simetria.
Giro o rotacién: 2 2 Giro en torno al punto fijo.
|T| >0
- J
i ral0.32
® ok ok

Para finalizar esta seccién daremos algunos ejemplos de determinacién de movimientos en
el plano. A la vez aprenderemos a encontrar los elementos geométricos de cada uno de ellos, es
decir, el vector de traslacion si se trata de una traslacion, el centro de giro y su dngulo si se trata
de un giro, la recta de simetria si se trata de una simetria, o la descomposicién candnica si se
trata de una simetria deslizante.

Para referencias futuras diremos que una bvarie a lineal L en un espacio afin es
invariante mediante una aplicacién afin  si (L) = L. En el plano, y dejando a un lado el
plano, las subvariedades lineales invariantes pueden ser puntos o rectas. Observar que en el
plano hay movimientos que no tienen puntos fijos, pero que poseen subvariedades lineales in-
variantes: ;cudles?

EJEMPLO 1. t iar el movimiento yae reine

(-6 )0

12 —J/32 1 3
Puestoque | — | = \// =—+-=1%#0,r( — )=2y se trata de un gi-
Sz | 44
. . . 1 \/5
ro. El dngulo de giro ¢ satisface cos ¢ = > senp = — By y tenemos entonces ¢ = —60°. El
punto fijo = ( ;, »)'es el centro de giro y satisface la ecuacién

Despejando se obtiene

(-5 30 s
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EJEMPLO J. t iar el movimiento yae reine

(9=6)+Co )0

Puest 20 rc—)=1 t (= 1) 202 rc— [)=1
esto e — = - = esto e( — = — =1
u qu 0 0) y pu qu 00 0/) ;

se trata, entonces, de una simetria. El eje de simetria es el conjunto de los puntos fijos y, por
tanto, tiene por ecuacion

(=6 ) = =

EJEMPLO K. t iar el movimiento yae reine

(=60 )0
=32 -1
—12 1432
o |):(1_£/2 1412/2 (1))

r( — | ) =2.Se trata de una simetria deslizante. Para calcular el eje de simetria procedemos
como sigue: si  es un punto del eje de simetria, su imagen ' pertenece también al eje de
simetriay ", la imagen de ', pertenece también al eje de simetria de manera que

1
Puestoque | — | = =1—-—-=0,r( — )= 1y puesto que

=7 7= + ()= = ()= ().

i ral0.33

Por tanto, ' es un autovector de  de autovalor 1y se tiene que
0=C =) H=C =)+ ()= )= =)+ =)

que es la ecuacién que satisface el eje de simetria.
En nuestro ejemplo:

RN R S
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3
1—\2/=(2—ﬁ) -
Las ecuaciones paramétricas del eje de simetria son

r:(1/2,0) + t(1,2 — /3).

El vector de la traslacién es 7 = ', donde es cualquier punto del eje de simetria; si toma-

mos = (1/2,0),
S OE W (TR Ry

Por tanto,
_ 1 31
S AUNERAY
<2 4 4>
* ES *
EJEMPLOL. nontrar, ieite, ngiro ellete =@2,00en "=(-1,1)y =41
en "=(0, —1).
Puesto que
. 2, 1), (1, —2
cos £ (, 7= &D AT
5
P’\ 0
} @,/ A } }
4Q P\
\
i ral0.34
del dibujo deducimos que
" — _3n
« )= 5

La ecuacién del giro toma la forma

(9=G) ()0
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Si existe un giro satisfaciendo las condiciones dadas se ha de tener

)= G (0 0)6)
()G (0 0)6)

. . . a . . .
Si estas dos ecuaciones producen el mismo valor de < > existe el giro buscado; asi es en este
a

caso y se tiene = . Por tanto,
a 3
1 _ (1 n 0 1 Y
5 3 -1 0/\ ,

Nota. Este problema también puede resolverse imponiendo

f— 4 [cose Tseng
sen @ cos @

f_ 4 (08¢ —seng
sen ¢ cos @
y calculando y ¢ para que las cuatro ecuaciones anteriores sean compatibles.

EJERCICIOS 10.5

1. Encontrar la expresion analitica de los siguientes movimientos:
a) Giro de centro (1, 0) y dngulo 37/4.

b) Simetria deslizante de eje paralelo a la recta 2 + Yy = 3 y que transforma (2, 1) en
(1, 0).

c) Giro de angulo n/3 que lleve (2, 1) en (1, 0).

d) La composicion de los movimientos de a) y b).

2. Estudiar los siguientes movimientos del plano, hallando su tipo, subvariedades invariantes
y elementos geométricos.

o L)-C0+% 0
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K 2<y> - <(1)> i (\/fiﬁ —@72) <y> '

c) 3= 2° 1Y 4= 1° 2.

3. Determinar todos los movimientos que transforman (1, 0) en (2, 1) y (0, 1) en (1, 0), indi-
cando sus elementos geométricos.

4. Averiguar todos los movimientos del plano que conmutan con la simetria de eje
-2y =1
5. Encontrar todos los movimientos del plano que conmutan con:
a) Traslacién de vector ~,

b) Giro de dngulo 7 y centro .

6. Probar que todo movimiento del plano es la composicién de tres simetrias si| | < 0y de
dos simetrias si| | > 0.

10.6. DESCRIPCION GEOMETRICA DE LOS MOVIMIENTOS

EN EL ESPACIO

El objetivo de esta seccion es realizar un estudio geométrico de los movimientos en el espacio
afin euclideo R* a partir de sus puntos fijos.

En lo que sigue llamaremos re le i n (en R*) a toda simetria respecto de un plano (ver
ejemplo E de la seccién 10.3). Si el plano de simetria es 7, escribiremos , para denotar esta
reflexion. Observar que .o , = Id. Los resultados siguientes los usaremos para describir geo-
métricamente los movimientos en R*> como composicién de a lo sumo cuatro reflexiones.

Lema 10.6.1

Sea  un movimiento de R® con al menos un punto fijo . Si € R? es tal que
"= ( )# ,entonces el plano que biseca ortogonalmente al segmento ' contiene

Demostracion. Sea el punto medio del segmento o y 7 el plano que biseca or-
togonalmente al segmento " (ver figura 10.35). Entonces enyn= +£ con
$£={veR*:5L }.Como

(,)=06C) (n=0,9
el tridngulo ‘es isodsceles. Luego la altura desde el vértice es el segmento . Por tanto

= + e +&%=n
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™

JT
P
A //
I /
| /
| /
! /

Hl
i ral0.35
Definicion 10.6.2
Una coleccion de n + 1 puntos { |, ..., p4q} €nun espacio afin A = (P, ) de dimensién
n se dice en posici n general si la coleccién de vectores { | 5, ..., | p+1} €S una base de

El siguiente resultado generaliza la Proposicion 10.2.5.

Proposicién 10.6.3

Sea una transformacion afin de un espacio afin A = (%, ) en si mismo con A de di-

mension N. Si |, 5, ..., p4; Son N+ 1 puntos de % en posicion general tales que
()= i parai=1,..,n+1,entonces es laidentidad en A.
Demostracion. Dado e€%®,como { | 5, ... | n+1) €Sbasede ,el vector | seex-

presa en esta base como
n+1
= Z o .
=2
Si es la aplicacidn lineal asociada a  se tiene
n+1

(i)=Y a ()

=2

Usamos la definiciéon de transformacién afin junto con el hecho de que |, 5, ..., . son
puntos fijos de para escribir

n+1

T (OO)=(pOH="CH=Ya« ()

=2

n+1 n+1

=Xe (DO)=X= 1 =

De aqui se deduce que ( )= ,porloque es la transformacion idendidad.
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4 N
Teorema 10.6.4
Sea  un movimiento de R®. Entonces,
1) es la composicion de a lo sumo cuatro reflexiones.
2) Si tiene un punto fijo ,entonces es la composicion de a lo sumo tres refle-
xiones respecto de planos que pasan por
(S %
Demostracion. 1). Sean ,, ,, 3, 4 cuatro puntos arbitrarios de R en posicién general.
Pongamos
i= (9, 1=1234
Si ;= ;,i=1,2,3, 4, por laProposicién 10.6.3 se tiene que es la identidad en
R* y por tanto composicién de dos reflexiones, a saber, = .o . donde , es la reflexién de
plano 7, para un plano 7 de R* cualquiera.
Si = ;,i=1,2,3y ,# 4, veremosque = ,pararelplano que contiene a

1, 2y 3. En efecto, si I' es el plano que biseca ortogonalmente al segmento , J, por el
Lema 10.6.1 se tiene que |, ,y sestanenI;luego I’ = n. Ademds, .o tienea |, ,, 3

y 4 como puntos fijos. Por la Proposicién 10.6.3, o =1Id, de donde se deduce
= 71 =

Supongamos que = |, 5= ,y 5# 3. SeaA el plano que biseca ortogonal-

mente al segmento 5 5. Tendriamos que ,° fija ;, ,y 3, puesporel Lema 10.6.1, |,

, € A. El movimiento ,° serfa un movimiento de uno de los dos casos anteriores. Luego,
A° seria la identidad o una reflexidn, y, por tanto,  seria composicién de a lo sumo dos
reflexiones.

Supongamos que ;= ;y 5# ,. SeaV el plano que biseca ortogonalmente al
segmento , 5. Tendriamos que yo fija ;y ,, pues €V porel Lema 10.6.1. El movi-
miento y© seria un movimiento del caso anterior. Por lo tanto,  seria la composicion de a
lo sumo tres reflexiones.

Supongamos que ;# ,i=1,2,3,4.Sean el plano que biseca ortogonalmente a
i 1- El movimiento o tiene un punto fijo, |, y por tanto, por el caso anterior seria com-
osicién de a lo sumo tres reflexiones. Luego  es composicién de a lo sumo cuatro reflexiones.

deal t £l L deal tro refl

2). Para demostrar 2) basta observar que si  tiene a  por punto fijo podemos tomar
= en la demostracion anterior y entonces nunca estariamos en el caso 5.

*k & *

EJEMPLO A. La traslacién ;de vector ¥ en el espacio es un movimiento. Veamos que puede
escribirse como composicién de dos reflexiones. Sea eR’y '= ()= +7.Sean el plano
perpendicular a v que pasa por y I el plano que biseca ortogonalmente al segmento '

Considerar el movimiento _z°o o . Si , , son tres puntos no alineados del plano 7,
los tres son fijos de este movimiento: por ejemplo,

00 )= 0 ()= ()= +D)= +T-T=

1

y lo mismo para 'y .Seaahora "= —7,de maneraque , , y " estdnen posicion
general. Entonces,

1"

oo (D= o ()= ()= —F=
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p // /
1 @ / r >0 P’
] V /

i ral0.36

Por la Proposicion 10.6.3, ;o o _ =1Id, de donde se deduce que ;= r° ,eslacompo-

D

sicién de dos reflexiones con respecto a planos perpendiculares a 7 a distancia [|v]]/2.

*k * *

Los movimientos en R* ya mencionados son las traslaciones, las reflexiones y los movi-
mientos helicoidales (véanse los ejemplos de la seccién 10.3), ademds de la identidad. Para los
siguientes resultados necesitamos introducir un nuevo movimiento. El giro o rota i n de dngulo
¢ respecto a una recta r en R* es un movimiento que lleva un punto € R* a un punto '€ R?
que se obtiene girando ¢ grados el punto en el plano © perpendicular a r que pasa por
teniendo como centro de giro la interseccion de la recta r y el plano = (figura 10.37). Denotare-

mos este movimiento por G, .
JT
Iz P
N
BI

A
T~

N~
[ ~

/D

A"

\/z/(>\\\ /
B 4 >

i ral0.37 iro de angulo ¢ alrededor de r.

Para que un giro quede completamente determinado necesitamos indicar el sentido de giro.
Para ello pondremos una orienta i nen lare ta r mediante un vector ~ paralelo a r. El giro con
respecto a la recta r, orientada segin el vector ~, se hard en un sentido de tal manera que un
tornillo apuntando en el sentido de ~ avance al girarlo (ver figura 10.37).
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EJEMPLO B. Consideremos dos planos 7y A que se cortan en una recta r. Vamos a demos-
trar que ,© , esun giro con respecto a I'y dngulo 2, G, ,,, siendo « el dngulo que forman Ay
7 (ver figura 10.38).

i ral0.38

Todos los puntos de r quedan fijos tanto por ,°© A como por G, ,,. Luego, si 'y son dos
puntos distintos de r se tiene

7° A( )=Gr,2a( )
7° A( ):Gr,sz( )

Sea unpunto de Adistintode y .Como ,( )= '=G;,( )y €Asetiene
22 AC )= 20 ) =Gy ().
Sea emdistintode y .Si A( )= "=G; _,,( )setiene
22 A= )= =G ().

Los movimientos ,© Ay G, ,, coinciden en cuatro puntos en posicién general, a saber
, 'y ' PorlaProposicién 10.6.3, .o 5 = G, ,,.

- L N
Proposicion 10.6.5

Sea  un movimiento de R®. Entonces,

1) Si fija tres puntos de R* no alineados es una reflexién o la identidad. El plano
de reflexion contiene a los tres puntos fijos.
2) Si fija dos puntos distintos de R® es una rotacién con respecto a una recta, una

reflexion o la identidad.
. J

Demostracion. 1). Si hay al menos tres puntos fijos estamos en el caso 1 o en el caso 2 de
la demostracion del Teorema 10.6.4. En el primer caso se obtiene la identidad y en el segundo
una reflexion. En el caso 2 se ha probado que la reflexion es respecto al plano determinado por
los tres puntos fijos.
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2). Sean ,  dos puntos fijos distintos de . Todos los puntos de la recta r que pasa por
y son fijos para .Enefecto,como er,setiene = +a paraalgina e R. Usando
la definicién de transformacién afin y la Proposicién 10.2.2 se deduce:

()= (H)+a ( )= (H)+a () ()= +a =

Si  tiene al menos otro punto fijo que no esté en r, fijaria al menos tres puntos no alinea-
dos y por la parte 1) seria una reflexion o la identidad. Basta estudiar qué sucede cuando los
puntos de r son los Unicos puntos fijos de

Sea I' el plano perpendicular a r que pasapor .Tomar eI, # ,yescribir ( )=
(ver figura 10.39).

!

A
|
I
I
I
I
|
I
I
I
I
|
I
R
/ r
/
/
!
P /
I
ayi
H i
I
l : H/
r
i ral0.39
Por el Lema 10.6.1 el plano © que biseca ortogonalmente a " contiene a r. Ademds, ,°
tiene tres puntos fijos no alineados: , 'y . Este movimiento, ,° ,no puede ser la identi-
dad porque si lo fuera tendriamos = , y hemos supuesto que  solo tiene una recta de
puntos fijos. Por el apartado 1), .o = ,, con A el plano que contiene a , y .Luego
= 2% A

El resultado se deduce del ejemplo , puesto que se ha probado que ,° , = G, ,,, donde «

es el dngulo que forman A y 7.
*k * *

EJEMPLO C. Tratemos de determinar todos los movimientos en el espacio que dejan fijos los
puntos =(0,0,0)y =(0,0,1)yllevan =(1,0,0)en "= (0,1, 0).

Llamemos  a uno de tales movimientos. Como  no es la identidad porque # '/, el
apartado 2) de la Proposicién 10.6.5 nos dice que  es un giro con respecto a una recta o una
reflexion.
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Como y quedan fijos por , los puntos de la recta que los contiene, a saber
r-{ =0,y=0, =t},son todos puntos fijos de  (ver la demostracién de la Proposicion
10.6.5). Por el Lema 10.6.1 el plano 7 que biseca ortogonalmente al segmento ' contiene a I.
La ecuacion de este plano m es =Y. El movimiento .o deja fijos , y ,que son tres
puntos no alineados. Por el apartado 1) de la Proposicién 10.6.5, .o es la identidad o una
reflexion.

Si ,o =1d, = ,es una reflexién respecto al plano 7.

Si .o esuna reflex1on debe ser respecto al plano I' que contiene a los puntos , 'y
esdecirI': {y =0}.Portanto ,o = ry = _o r.Como Iy rforman un dngulo de 450
el ejemplo B nos dice que = G, gy es un giro de 90° respecto a la recta r.

Az
oe
JT
r
H!
P — -
/// y
45\~
Hf.-
x ¥
i ral0.40
* * *

El estudio geométrico realizado hasta aqui nos ha permitido demostrar un teorema de es-
tructura (parte 1) del Teorema 10.6.4) en el que se prueba que cualquier movimiento en R* es
composicion, a lo sumo, de cuatro reflexiones.

Hemos comenzado el estudio de los movimientos en el espacio a partir de la estructura de
sus puntos fijos:

i) Siun movimiento en R’ tiene cuatro puntos fijos en posicién general, todos los pun-
tos de R® son fijos para y es la identidad (Proposicién 10.6.3).

ii) Si el conjunto de puntos fijos de  es un plano 7w,  es una reflexién con respecto al
plano 7 (parte 1) de la Proposicién 10.6.5).

iii) Si el conjunto de puntos fijos de  es una recta r, la demostracién de la parte 2) de la
Proposicion 10.6.5 prueba que  es la composicion de dos reflexiones con respecto a planos
que contienen a r. Este movimiento es también un giro con respecto a la recta r con angulo
doble del que forman los planos. Si el dngulo de giro es 180° este movimiento recibe el nombre
de imetria a ial porque cada punto se transforma en su simétrico respecto a la recta r (ver
figura 10.41). Se escribe , para denotar este movimiento.

iv) Si el conjunto de puntos fijos de  es un punto , se ha demostrado en el apartado 2)
del Teorema 10.6.4 que  es la composicion de a lo sumo tres reflexiones respecto de planos
que pasan por . La posicion relativa de estos tres planos determinara el tipo de movimiento.
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B / f
Cd i N
/ [
r / ’ ///;
/C'< / 0* i
5 )

i ralo4l imetraa ialdeeer.

Un ejemplo sencillo de un movimiento en R* que tiene un solo punto fijo es la imetria
entral con respecto a , , en el que cada punto se transforma en su simétrico respecto de
(ver figura 10.42).

i ral0.42 imetra con respecto al punto P.

Otro ejemplo de un movimiento en R* que tiene un solo punto fijoes = o Gy, ,» la com-
posicion de un giro de dngulo ¢ con respecto a una recta I con una reflexién respecto al plano
7, de manera que m y I se cortan en un punto. Cuando la recta r es perpendicular al plano 7 este
movimiento se llama imetria rotatoria (ver figura 10.43).

Observar que la simetria central o simetria con respecto a un punto es un caso particular de

una simetria rotatoria en la que el dngulo de giro es ¢ = 180°.

v) Si  no tiene puntos fijos solo hemos probado que es la composicién, a lo sumo, de
cuatro reflexiones.

La traslacion (ejemplo D de la seccién 10.3) y el movimiento helicoidal (ejemplo F de la
seccion 10.3) son ejemplos de movimientos en el espacio que no tienen puntos fijos. El movi-
miento helicoidal es la composicién de un giro con respecto a una recta I y una traslacion de
vector paralelo a r.

Otro movimiento en el espacio que no tiene puntos fijos es la composicion de una reflexion
con respecto a un plano © y una traslacién de vector v paralelo a ©. Este movimiento o
denotado abreviadamente por  ; se denomina imetria e li ante (ver figura 10.44).

Un estudio detallado de la composicion de cuatro reflexiones segun la posicion relativa de
los planos llevaria a una clasificacion de todos los movimientos en el espacio, de manera simi-

il
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| | IB/
| : 7
| |
| |
N
oo
" [ |
D CH
B!V
r AH
i ral0.43
T,
i
b _
i U
|

i ral0.44 imetr a deslizante.

lar a la que se enuncié en el Teorema 10.4.8 para R?. El estudio completo se sale fuera de los
contenidos de este texto; el lector puede consultarlo en G. E. Martin, «Transformation Geome-
try. An introduction to Symmetry». Springer-Verlag (1982).

En la seccién siguiente se dard una clasificacion de los movimientos en el espacio a partir
de la clasificacion de las aplicaciones ortogonales dada en el Teorema 8.6.2.

k * k

EJEMPLO D. Consideremos los planos 7, 7, y ;3 dados por

m:{ =0} , m:{y=0} , mp:{ +ty=1}L

Tratemos de identificar el movimiento = o _ o _ como alguno de los movimientos
conocidos de R*.
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La imagen de cualquier punto =(0, 0, ) del eje es ( )= '=(1, 1, ). Luego si
v=(1,1,0),

o ()= ()= —i=
Por tanto _j;o deja fijos todos los puntos del eje , y en particular deja fijos los puntos

=(0,0,0)y =(0,0,1). Considerar los puntos = (0, 1,0)y = (1,0, 0). Se tiene que
(ver figura 10.45)

g0 ()= = Ol )= 0 (D)= ()=

i ral0.45

Por el Lema 10.6.1 el plano I": { =y} que biseca ortogonalmente al segmento  contiene al
eje . Ademds el movimiento o ;o dejafijos , 'y
Se tiene que (ver figura 10.45):

r’e -s° ( )= r°e -s° 7r30 nzo n|( )= re -z° n_;o nz( ’): re -s° n_;( ,)=
=r° (=)=
Luego o ;o dejafijoslospuntos , , y que estdn en posicion general. Por el Lema

10.6.3, o ;o =1d, de donde se deduce

Como v = (1, 1, 0) es paralelo a I',  es una simetria deslizante con plano de simetria I" y

vector de traslacién .
Por el ejemplo A sabemos que ; puede escribirse como ;= ,° , donde A, =
={ +y=0}yA,={ +y=1}= n;sondos planos perpendiculares a v separados por una

distancia |[v]|/2 = \/5/2 Por tanto, también podemos escribir =, o 5 ©  (ver figura 10.46).
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Tl

T

i ral0.46 Imo imiento MdeleemploDesala ezM=S, 0S oS, M=S,0S,°S.

Sea A = (P, ) un espacio afin de dimensién m y sean |, 5, ..., , € P. Los pun-
tos 4, o .., p se dicen ainmente in e en iente en A si el conjunto de vectores
{1 2 .. 1 n} es linealmente independiente. Demostrar que si ;, 4, ..., p Son
puntos afinmente independientes en A, para todo = 2, ..., n el conjunto de vectores
{ e -5 S 1s e n} es linealmente independiente.

Sean , y tres puntos no alineados de R que son puntos fijos de un movimiento
Demostrar que todos los puntos del plano I" que contiene a los puntos , 'y son puntos
fijos de

Demostrar que la composicion de dos reflexiones con respecto a dos planos paralelos es
una traslacion.

Demostrar que un giro con respecto a una recta r es la composicién de dos reflexiones con
respecto a dos planos que tienen en comun la recta r.

Demostrar que la composicién de dos simetrias centrales es una traslacion.
Sea , una simetria axial de eje r y 4 una traslacién de vector & tal que @ es perpendicu-
larar.

a) Demostrar que z° | es una simetria axial de eje | que es la recta trasladada de r
mediante el vector a/2.

b) Demostrar que ,°© 5 es una simetria axial de eje |’ simétrico de | con respecto a r.
a) Demostrar que la composicién de dos simetrias axiales respecto de ejes secantes es
un giro.

b) Demostrar que la composicién de dos simetrias axiales respecto de ejes que se cru-
zan puede escribirse como la composicion de un giro y una traslacion.
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8. Determinar todos los movimientos en el espacio que dejan fijos los puntos = (1, 1, 1),
=1,0,00y =(-L10).

9. Determinar todos los movimientos en el espacio que dejan fijos los puntos = (1,1,0)y
=({,1,)yllevan =(1,0,1)en "=(0, 1, 1).

10. a) Demostrar que si # y I' son dos planos perpendiculares en el espacio,
2 r= r° o

b) Dar un ejemplo de dos planos @ y I, en el espacio, para los que la igualdad
<° r= r° ,no sea cierta.

11. Sean I'y:{ =0}, I'1:{ =1}, n5:{y=0}, n;:{y =1}, Ay:{ =0}, A;:{ =1} los
planos que contienen a las caras de un cubo de lado 1 en R*. Determinar qué movimientos
son las siguientes composiciones de reflexiones:

a) rIO ﬂlo Iy b) 1—lo ﬂlo A C) rl)o 7100 1—lo Lo

12. a) Demostrar que si 7, [" y A son tres planos en el espacio que son perpendiculares entre
si, ° ° A esuna simetria con respecto a un punto.

b) Sean n:{2 —y+ =3}, T:{ —y—3 =-2}, A:{ —2 =—1} tres planos
en R*. ;Qué tipo de movimiento es ,© o A?

10.7. CLASIFICACION DE LOS MOVIMIENTOS EN R?

El objetivo de esta seccién es obtener la clasificacién de los movimientos en el espacio R’.
Demostraremos que cualquier movimiento en el espacio es de uno de los siguientes tipos: la
identidad, una traslacién, una reflexién o simetria con respecto a un plano, una simetria desli-
zante, un giro con respecto a una recta, un movimiento helicoidal, o una simetria rotatoria.
Nuestra herramienta principal serd la clasificacion de las aplicaciones ortogonales dada en el
Teorema 8.6.2.

Sea® = { ;€, €, &)} un sistema de referencia ortonormal en el espacio afin euclideo R>.
Observar que en esta referencia  tiene como coordenadas (0, 0, 0). Segtin (2.1) la ecuacién
matricial de un movimiento  de R® en la referencia R se escribe

i
()= "=|2|=|a|+ | o= + - (7.1)
3 as 3
donde = [ + 6+ 6y = 18 + 46+ 8.
Como es un movimiento, por la Proposicién 10.3.4, es una matriz ortogonal, es decir
Y= ;= ' Porel Teorema 8.6.2 podemos escribir = Ycon € 5,5(R) ortogonal
y una de las siguientes matrices:
1 00 1 0 0
1 =({0 1 0], »=10 cosp —senop |, 0<¢@<2nr,
0 0 1 0 sengp cos@

(7.2)
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-1 0 0 -1 0 0
3 = 0 1 0], 4= 0 cosp —sengp|, 0<o<2m
0 0 1 0 senp cos¢o

Observar que si ponemos ¢ = men ,Yy 4, se obtienen las matrices

1 0 o0 -1 0 0
s={0 -1 0] y <= 0 -1 of, (7.3)
0 0 —1 0 0 —1

que junto con las anteriores nos proporcionan los seis tipos de matrices descritos al finalizar la
demostracion del Teorema 8.6.2. Observar también que si hubieramos permitido ¢ = 0en ,y

4 habriamos obtenido ;y ; respectivamente. El hecho de haberlas separado es porque estas
matrices dan movimientos de naturaleza diferente.

Sea = ( ;)i —1.2,3 y definimos
ﬁl = llél + 2162 + 31@3
~>2 = 12@1 + 2262 + 32@3 (7.4)
"3 = 1361 + 2362 + 33@3

los vectores cuyas coordenadas en la base {€,, €,, €3} son las columnas de . Como es
ortorgonal, R'={ ; 7|, 7,, T3} es un nuevo sistema de referencia ortonormal. Si

=Y 1t Y22t Yss, "=V 1 TYy,tYy;5senlabase {7, 5 3} tenemos
1 Y1 [ Yi
2= Y2 5= Ys |-
3 Y3 5 Y5

De (7.1) se deduce que las ecuaciones del movimiento  en %R’ son

Yi 1 a; Y1 b, Y1
()= "=|yy|= " 5]= Ya |+ ! Yol =|ba|+ | V2 (7.5)
Y3 3 a; Y3 by Y3

donde es una de las matrices de la lista (7.2) y

b, a,
b, |= '|a
bs a
Sea ,i=1,2,3,4, el movimiento cuyas ecuaciones en el sistema de referencia R’ son de la
forma
Y1 Y1
ily2 = ilY2 ) i=1,2, 3, 4. (7.6)
Y3 Y3

Sib=b,7, + by, + by73, de (7.5) deducimos que

i= B° i i=1,2,3,4, (7.7)
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por lo que hemos de estudiar esta composicion en cada uno de los cuatro casos que aparecen en
la lista (7.2).

dentidad traslaci n

En este caso

1 0 0
=10 1 0.
0 0 1
Sib=0, ;= ,eslaientia enR,ysib#0, ,= g0 ;= 5o;= pesunatrala
i nenR>.
iro mo imiento elicoidal
En este caso
1 0 0
=10 cosp —seno |.

0 sen¢gp cos@

Si b=0, de (7.7) y (7.6) se deduce que ,= , es un giro con respecto a la recta
=+ L(7)). Sea « el dngulo de giro en el sistema de referencia R = { ; &, €,, €;}. Como el
cambio de sistema de referencia de R a R’ se hace con una matriz ortogonal , que conserva el
producto escalar, se ha de tener cos « = cos ¢. Por tanto « = ¢ 6 « = 2m — ¢, lo que depende
de la orientacion de | y de la orientacion de los vectores de R’ con respecto a los de R (ver
seccion 8.6). Escribimos , = G, , para denotar este movimiento.

Si b # 0 escribamos

B="+7 con “elCy y Tel(t=L( 7,
de manera que ~ =b,”, y & = b, ", + by "3 por definicién de b. De (7.7) se obtiene
2= - 3°G,. (7.8)

Con la notacién anterior, se tiene el siguiente resultado:

Lema 10.7.1

La composicién ;°G, , es un giro con respecto a larectar = + L(7;), donde es el
punto cuyas coordenadas en el sistema de referencia %R’ son (0, ,, 3), solucion del siste-
ma de ecuaciones

0 0 0
by |+ 2| Y2 |=| Y2 (7.9)
by Y3 Y3

con incdgnitas Ys, Ys.
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Demostracion. El sistema (7.9) es igual a

0 0 0 0 0
0 1—coso sen @ Yo | =1by
0 —sengp 1—cose/\y; b

que tiene solucién unica ya que

l_
- cos ¢ ienq) — (1 — cos@)* +sen’ @ = 2(1 — cos @) # 0
sengp 1 —cosq

puesto que 0 < ¢ < 2m. Observar que °G, , tiene por ecuaciones (en R')

Yi 0 Y1
G Y2 =0 |+ 2| V2 (7.10)
Y3 by Y3

por lo que es un punto fijo de ;°G, , debido a (7.9).

SeaR” = { ;7|, 5, 3} el sistema de referencia ortonormal en el que solo se ha cambiado
el origen con respecto a R'. Si (|, ,, 3) son las coordenadas del punto en R”, es decir
= Tt et T, por la seccién 10.1 tenemos

1 Y1 0
2= Y2 = 2
3 Y3 3

Usando las ecuaciones del movimiento ;°G,, dadas en (7.10) se tiene

1 Y1 0 0 1 0 0 1
°Gial 2= 5G| Y2 = 2/ |=(b2]F 2| 2] F| 2| | 2]= 2| 2
3 Y3 3 by 3 3 3 3

debido a que (0, ,, 3) satisface (7.9). Por tanto, ;°G, , es un giro con respecto a la recta
r= + L(7)), que era lo que queriamos demostrar.

Se tiene entonces que

2= ”OGr,o:
donde r es la recta descrita en el Lema 10.7.1. Como —; es un vector directorde ry ~ = b, ,
,esun girosi ~ = 0o un movimiento eli oi al si ™ # 0.

Observacion. Si ¢ = n la matriz , se transforma en 5 de (7.3) y G, g0 €s una imetria
onre e toalare tar, denotada por ..

efle i n simetr a deslizante

En este caso

w
I
S O =
S = O
- o O
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Si b=0 de (7.7) y (7.6) se deduce que ;= 5 es la reflexién , con 7 el plano
+ L )
Si b # 0 escribamos

b=%+" con DBel(h 3 ., “eLl()=LCy 95
de manera que o = b, , + by "3 y ~ = b, ", por definicién de b. De (7.7) se obtiene
3= 5% -° o (7.11)

Con la notacién anterior, se tiene el siguiente resultado:

Lema 10.7.2

La composicion -o _ es una reflexion con respecto al plano A = + L(7,, 3), donde

b
es el punto cuyas coordenadas son (21, 0, 0 ) en el sistema de referencia R’'.

Demostracion. Las ecuaciones de -o _ en el sistema de referencia 9’ son

Y1 b, —1 0 0)\/y
—o Y. |=[0]+ 01 0]|Y2] (7.12)
Vs 0 0 0 1/)\ys

por lo que es un punto fijode -0 ,yaque

b1/2 bl *1 O O b1/2 b1/2
o | 0 |=]0][|+ 01 0 0 |=| 0
0 0 0 0 1 0 0
Sea R” ={ ;7;, 5 3} un nuevo sistema de referencia ortonormal en el que solo se ha cam-

biado el origen con respecto a R". Si (|, », 3) son las coordenadas del punto  en R”, es decir
= |+ 5, 5+ 373 porlasecciéon 10.1 tenemos

1 Y1 b,/2
2| =(Y2]—( O
3 Y3 0

Usando las ecuaciones del movimiento -o _ dadas en (7.12) se tiene

1 Yi b, /2 b, -1 00 1 b, /2 b,/2 1

o A al= - LlY2/—1 O |][=10])+| O 1 O N S O N e N N e
3 Vs 0 0 0 0 1 3 0 0 3

Por tanto, - _ es una simetria con respecto al plano A = + L(7,, "3}, que era lo que que-

riamos demostrar.

De (7.11) se deduce que
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donde A es el plano descrito en el Lema 10.7.2. Como © = b, ™, + b;"; es paralelo a A, 5 es
unarele i nsiv =0o0una imetria e li ante si o # 0.

imetr a rotatoria
En este caso

-1 0 0
4= 0 cosep —seng |.
0 senp coso

Podemos escribir
-1 0 0\/1 0 0

4 0 1 0]/0 cosep —seneo |, (7.13)
0 0 1/\0 senp coso

que es el producto de las matrices de una simetria con respecto a un plano y de un giro.
Sib=0en (7.7), 4= 4. De (7.6) y (7.13) se deduce que ,= ,= ,°G, (compo-
sicién de un giro y una reflexién) con t = + L(7,, 3) y llarecta + L(;). Como | es
perpendicular a @, , = , es, en este caso, una imetria rotatoria. El dngulo o puede ser
r 627w — ¢ segun la orientacién de | y del sistema de referencia R’ (ver caso II).
Sea b # 0. El sistema de ecuaciones

Yi b, —1 0 0 Yi
Yo |=1{by]+ 0 cosep —seno ||V, (7.14)
Vs b 0 senp cos@ Vs

tiene solucién unica ya que

2 0 0
0 1 —coso sen@ | =2[(1 — cos @)+ sen’p] =4(1 — cosp) #0
0 —sengp 1 —cose

por ser 0 < ¢ <2z La primera de las ecuaciones de (7.14) produce y, =b, -y, <

( 2 s 29 3 ;.

Con la notacidn anterior, se tiene el siguiente resultado:

Y, = El Sea

Lema 10.7.3

El movimiento 4= ;o ,°G;, es una simetria rotatoria con respecto a la recta
b
r= ,+L(,) yal plano A dado pory, = 51 en el sistema de referencia &'. El punto

tiene como coordenadas la solucion de (7.14) en el sistema de referencia R.
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Demostracion. Sea R’ = { ; 71, 2, 3} un nuevo sistema de referencia ortonormal en el
que solo se ha cambiado el origen con respecto a %R'". Si (|, ,, 3) son las coordenadas de un
punto enR”,esdecir , = |, + , ,+ 33 delasecciéon 10.1 sabemos que

1 Yi b,/2
2| = Y2 | — 2
3 Y3 3

Las ecuaciones del movimiento , = ;o oG, en el sistema de referencia R’ son

Y1 b, Y1
Al Y2 | = (b2 ]+ 4] V2
Y3 by Y3

El punto |, queda fijo por , debido a (7.14). Entonces en el sistema de referencia R”

1 Y1 b, /2 b, 1 b, /2 b, /2 1
al 2= 4| Y2 ] — 2 ={by )+ 4[| 2]+ 2 - 2 | T 4| 2
3 Y3 3 by 3 3 3 3

Por tanto, es la composicion de un giro con respecto a la recta con vector director —; que
4 1
asa por una simetria con respecto al plano determinado por los vectores ~, y 5 que pasa
0 2Y 3
por . Este plano es perpendicular a ', y pasa por ; luego, en el sistema de referencia R’ su
ecuacion es y, = b,/2.

Del Lema 10.7.3 se deduce que 4, = ,°G, ,. Como larecta r es perpendicular al plano A
porque los vectores ~;, ,, 5 son ortonormales, , es siempre una imetria rotatoria.

Observacion. Si ¢ = 7 la matriz , se transforma en 4 de (7.3) y el giro G, , es de 180°.
En este caso 4 es una imetria entral respecto al punto |,

k * *k

Podemos resumir el estudio de casos realizado para  en el siguiente resultado que nos da
una clasificacién de los movimientos en R>.

Teorema 10.7.4 (Clasificaci n de los mo imientos en R3)

Todo movimiento en R es o bien lai enti a ,ounatralai n, oun giro alre e or e

n e e, o un movimiento eli oi al (en estos casos | | =1 > 0y el movimiento se dice
ire t0), obienunarele i n,ouna imetria e li ante, o una imetria rotatoria (en estos
casos | | = —1 < 0y el movimiento se dice inver o).
* * k

El estudio de casos realizado en esta seccion para clasificar los movimientos en el espacio
puede usarse para determinar el movimiento conocidas sus ecuaciones en un sistema de referen-
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cia ortonormal. La informacién necesaria estd contenida en las matrices y  del Teorema
8.6.2 y los Lemas 10.7.1, 10.7.2 y 10.7.3. Damos varios ejemplos a continuacion.

EJEMPLO A. eterminar el movimiento ee aione

N\ /4 13 —2/3 —2/3\/,
Joo\2) \=253 —23  13/\,

aaenel itema ereerenia al eR® enota o orR.
Sea
13 —2/3 —2/3
=|-2/3 13 -2/3
—-2/3 —2/3 1/3

que es una matriz ortogonal. Su polinomio caracteristico es

73—4 =273 —2/3
=23 13-4 =23 |==2P+2+i-1=0G+D0U-1)3
—2/3 =23 13-124
por lo que sus autovalores son A, = — 1, 4, = 43 = 1 (doble). Esto nos indica que estamos en el
caso III, por lo que  es una simetria o una simetria deslizante.
Un autovector unitario ~; correspondiente al autovalor A, = — 1 tiene como componentes

una solucién normalizada no nula de

4/3 =2/3 —=2/3 1 0
—2/3 4/3  —=2/3 > =10
—2/3 =273 4/3 3 0

Podemos tomar

1 =%(l, 1, 1).

Para 4, = 13 = 1 las coordenadas de sus autovectores satisfacen

—-2/3 =213 =273 1 0
—=2/3 =213 =2/3 2 |=10).
—=2/3 =213 —=2/3 3 0

Como este sistema equivalea ; + , + ;= 0, elegimos
- = 1, —1,0) - = 1,1, —=2)
2 \/5 > 5 5 3 \/6 s Ly

para tener la referencia ortonormal
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La matriz  del cambio de base es

lo que produce

TN NI INE

ol- o]-[ivz —tz o |o]-[aval
RV

De acuerdo con (7.5) las ecuaciones de  en el sistema de referencia R’ son

v 6/\/3 —1 0 0\/y,

o |= 42+ 0 1 o]y
Y 0 0 0 1/\y;

0 6//3\ [—1 0 0\/y,
al 21+ o |+ o 1 0lfy.),
0 0 0 0 1/\ys

porloque esuna imetria e li ante.

Simeselplano +L( 7, 3), =—F%= yv=

4
——= ", se tiene
NG

6 _ )
— 1, es decir

1
Porel Lema 10.7.2, -o .= ,con A= + L(7,, ;) donde = > = 3

N |~

1 3
= \—ﬁ % (1,1, ) =(,1, 1) en R. Como ~, es perpendicular a A, la ecuacién del plano de

simetria es
1+ ot 3= 3.

El vector de traslacion es

4 1
t=—7=—7(, —1,00=(2, —2,0), enR.
NG
En resumen, es una simetria deslizante de plano A y vector de traslacion 7. El plano A y
el vector de traslaciéon o se han dibujado en la figura 10.47.
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i ral0.47

#* ok sk

EJEMPLO B. eterminar el movimiento ee aione

3

aoenel itema ereeren ia al eR® enota 0 or %.
Sea

que es una matriz ortogonal. Su polinomio caracteristico es

-1-4 0 0
0 2 1 |==0+ DA,
0 1 -2
por lo que sus autovalores son A, = 1, 4, = A3 = — 1 (doble). Esto nos indica que
1 0 0
=10 -1 0
0 0 -1

por lo que estamos en el caso II con ¢ = 180°. Hemos de determinar si ~ es un giro o un
movimiento helicoidal.

Los autovectores correspondientes a 4; = 1 satisfacen
-2 0 0\ / , 0
0 -1 Ll ».]=10/,
0 I -1 3 0
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por lo que podemos tomar

1
T =—70, 1, 1.
1 \/E
Los autovectores correspondientes a /, = A; = — | satifacen
0 0 0 | 0
0 1 1 > =101,
0 1 1 3 0
por lo que podemos tomar
“=(1,0,0) ﬁ—l(Olfl)
2 s Uy ) 3 \/5 s 1y .
Por tanto,
0 1 0
=1/y/2 0o 1/ /2
112 0 -1/ 2
En el sistema de referencia ortonormal R' = { ; 7|, 7, "5} las ecuaciones de  son
v, 1 10 0\/y N2\ 1 0 o Vi
y2 = t 1 + 0 - 1 0 y2 = 1 + O - 1 O y2

1/J/2 0 10  0\/y

o |+ 1 |+{o -1 olly,

0 112 0 0 —1/\y,

por lo que  es un movimiento eli oi al.

Por el Lema 10.7.1 el eje de giro es paralelo a L(";) y debe pasar por el punto  de coorde-
nadas (0, ,, 3) en %R’ que son solucién de

)+ Co 6= 2)

Comol —y,=Yy, <= Vy,= > y también

>

1 1
—F —VY3=Y; < Yy;=——,elpunto enla
\/E 3 3 3 2\/5

11 1
(100)+ ff(OI 1)=<2,4,—4>.

referencia R es
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Por tanto, el eje de giro es

11 1
r(5.2 =5 )+t 1, 1),
2 4 4

El vector de traslacion es, en la referencia R,

=A@ =lon)
\/5 1 \/5 \/5 s Lo s 2, 2 .
Observar que el vector de traslacion es paralelo a la recta r, como corresponde en un movi-
miento helicoidal.

EJEmMPLO C. eterminar el movimiento ee a ione

1 2 0 0 71 1
2 = 2 + 0 71 0 2
2

; 1 0 0/\,

aa enel itema ereeren ia al eR® enota 0 or .

Sea
0 0 -1
=10 -1 0],
1 0 0

que es una matriz ortogonal. Su polinomio caracteristico es

—A 0 -1
0 —1—-72 0|=—-(0+HA+1D,
1 0 —A
por lo que sus autovalores son 4, = — 1, 4, = i, /3 = —i. Esto nos indica que
—1 0 0
= 0 0 1
0 -1 0

3n . . .
por lo que estamos en el caso IV con ¢ = — con locual esuna imetria rotatoria.

Calculamos la matriz ~ para obtener el eje de giro y el plano de simetria. Los autovectores
correspondientes a 4, = — 1 satisfacen

1 0 0
00 o]l.,]=|0]
1 0 0
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por lo que podemos tomar

‘)1 = (0’ 1, 0),

que elegiremos también como orientacion del eje de giro. Los autovectores correspondientes a
A, = I satisfacen

| 0 - 1 1 O
0O —-1—1 0 »]1=101,
1 0 =1 3 0
de donde se deduce , =0, ; =i ;. Tomando
"2 = (_ 17 07 0) > ﬂ3 = (Os 07 1)’

que son las partes reales e imaginarias de (— 1, 0, i), se tiene

0O -1 0
=11 0 0f, | |=1
0 0 1
En el sistema de referencia ortonormal R’ = { ; 7, 7,, "3} las ecuaciones de  estdn des-
critas en (7.5) y son
Por el Lema 10.7.3,  es una simetria rotatoria, = ,°G, , con A el plano de ecuacién

Yy, = 1len R, es decir , =1 en R. El gje de giro tiene como vector director ~, y pasa por el
punto  cuyas coordenadas en R’ son solucién de (7.14), es decir:

yl 2 - 1 O O yl
y3 2 O - 1 O y3

Comoy, = 1,y, =0, y; = 2, las coordenadas de  en R son
0o=1(0,1,0) +2(0,0, 1) =(0, 1, 2).
Para hallar el angulo de giro « tomamos =(0, 1, 0) € Ay observamos que ( )=(2, 1, 2).

En la figura 10.48 se observa que con la orientacion elegida para r, esto es la del vector ~, se
tiene o = 270°.
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X3

M(Q)

X1

i ral0.48

En resumen, es una simetria rotatoria con respecto al plano A de ecuacién , = 1, eje de
giro
r: (0,1, 2) + 0, 1, 0)

y dngulo de giro 270° poniendo en r la orientacién de ~; = (0, 1, 0). El plano A y la recta r se
han dibujado en la figura 10.48.

Observa que si hubieramos elegido —; = (0, —1, 0) para orientar I el dngulo de giro
seria 90°.

10.8. ECUACIONES DE LOS MOVIMIENTOS EN R?

El Teorema 10.7.4 nos da una descripcién de cudles son los posibles movimientos en el
espacio. En esta seccidon mostraremos como hallar las ecuaciones de estos movimientos. Puesto
que las ecuaciones de una traslacién 5 son sencillas, a saber,

1 a; 1
al 2= (]| 2| » @a= &+ £+ 38,
3 a; 3

basta aprender a construir las ecuaciones de una reflexién con respecto a un plano y un giro con
respecto a un eje. El resto de los movimientos se obtiene como composicién de los tres ante-
riores.

Sea , la reflexién con respecto al plano 7 de ecuacién

n:a +thy+ =

dado en el sistema de referencia R = { ;&,, &, 6;} de R’

Se puede proceder hallando un vector unitario ~; perpendicular a = y completdndolo con
dos vectores ~,, ~; de manera que { ;, —,, 3} sea base ortonormal de R’. En el sistema de
referencia R = { ; 7|, 5, 3}, donde , es un punto de 7, las ecuaciones de , son (ver
figura 10.49)

0
olly | (8.1)
1
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i ral0.49

Las ecuaciones de , en el sistema de referencia % se obtienen cambiando de sistema de
referencia como se indic6 en la seccién 10.1.
Describiremos a continuacién un procedimiento geométrico para hallar las ecuaciones de
- Sea M un vector unitario perpendicular (o normal) a 7, es decir

1
n=——(@,bh, )

Jai+br+ 2

en el sistema de referencia 9R.

P
JT
n
o) i
P/
i ral0.50
La imagen, ', de un punto es de laforma '= — /n, donde 4 =2 ( , 7). Para calcular

( , m) tomamos  un punto cualquiera de m y observamos que

cos <)i(T, n) = g
I o |
Por tanto,

(.m=1 o lcosx( o .M=(, .M.

Asfi pues, las ecuaciones de la simetria estdn dadas por

= =2(, , M. (8.2)
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Para escribir (8.2) en el sistema de referencia & tomamos

0
={Yl, o= |Yo|ET
0

Un sencillo cdlculo permite llegar a la conclusion siguiente:

a @—b*— %P ba a
y|= 2 — 2 ab O*—a*— P b y
b 2“{‘ 2“{‘ 2 2+ 2“{‘ 2 ’
a+h a+h a b (2-a’—b*Hp

que es la expresion en coordenadas cartesianas de la simetria con respecto al plano 7.

EJEMPLO A. nontrarla e aione ela imetria onre etoal lano e aa or
0,1,1)ye ereni laralwve tor(2,1,1).

2 0
1 N
Si =|y|l,i=—F—(1]y o=|1],puestoque "= —2( , , NN tenemos:
Ve 1
) Vo)) Ve
) 2 —4/3 —2/3y—2/3 +4/3
=1y _8(2 +ty—-1+ —D|l|=|y—23 —-13y—-1/3 +2/3
1 -2/3 —13y—1/3 +2/3
4/3 —1/3 —=2/3 —2/3
=123+ —2/3 2/3 =13y
2/3 —-2/3 —1/3 2/3
* % *

Sea G, , un giro de dngulo ¢ con respecto a una recta r en R®, orientada segiin un vector
unitario v;. Se toman 0,, U5 tal que {U;, U,, U3} sea una base ortonormal de R* con v, X ¥y = 7,
(ver figura 10.51).

r

Sentido de giro

i ral0.51



Seccién 10.8. Ecuaciones de los movimientos en R2 493

Si 4 esun punto de la recta r, en el sistema de referencia R’ = { ; 0, U, U3} las ecuacio-
nes de G, , son
' 1 0 0 '
Gro|Y |=[0 cosp —seng ||y
' 0 seng cos ¢
(ver seccién 10.7). Las ecuaciones de G, , en el sistema de referencia R = { ; €, €, €} se
obtienen cambiando de sistema de referencia como se indic6 en la seccién 10.1.

Nota Si hubieramos elegido una base ortonormal de R® de la forma {7, @,, @;} con
@, X w3 = — 0, (orientacion distinta de la orientacién dada por {v,, 0,, U3}) las ecuaciones se-
rian

" 1 O O "
G, Y |=10 cosp seno [y’
" 0 —sengp cosq/\ "

(ver ejemplo A de la seccién 5.2).

EJEMPLOB. allarla e aione elgiro e nglo ° onre e toalare tarorienta
aegno=(,1,00y e aa or =(0,0,0).

1
Tomamos v, = —= (1, 1, 0) y 93 = (0, 0, 1); elegimos v, de manera que {?,, v,, U3} sea base
2

ortonormal de R* con

.-
T, =0, X% =0 0
11

1 1
l_
SINCING

X3V

X2

i ral0.52
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Con respecto al sistema de referencia { ; v;, U,, U3} (ver figura 10.52) las ecuaciones de
Gy 900 SON

Yi L0 0)\/y
Vo l=10 0 —1]1Y,] (8.3)
Y3 0 1 0/\y;

A continuacion cambiamos del sistema de referencia { ; v;, U5, U3} al sistema de referencia

{ ;86,86,8}:si = €, + ,6, + ;6;setiene

1
(€, +8) tY,—=(—€ +8&) T VY&

NG

161 T 28+ 383 = Y0 T Y0, + Y303 =

1
Y1 z
Por tanto,

N (IN2 12 0\ gy y, INCIR NS
=112 V2 o] = (v ]= | —1N2 1NV2 o) L)
3 0 0 1/ \Y3 Y3 0 0 1 3
Similarmente,
yi N2 12 0\
v |=| 12 12 of 4]
Ys 0 0 1 3

Sustituyendo estos resultados en (8.3) y realizando el calculo correspondiente se tiene:

WE R O o o[ INE N 0
= -12 12 o [0 0 —1||-1/2 1/2 of
0 o 1/ W0 1 0 0 0 1/\3
12 12 14/2 1
12 12 —12]] 2
12 120 3

*k * *

WS NS =~

0

EJEMPLOC. allarla e aione ela omoiin elgiro e ng lo onre etoa

laretar (0,0,1)+1t0,1,1) onlatralain ewve torv=(l,1,0).
1
Sea %/:{ N 519 62’ 63} con :(01 0’ 1)9 61 == (Os 19 1)9 53:(19 Oa O) y

NG

Ty =0, X0, =—= (0, — 1, 1.

NG
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Las ecuaciones del giro de dngulo 180° en torno a r (no hace falta indicar la orientacién en r
por ser el giro de 180°) en el sistema de referencia R’ son

% Y1 1 0 0\ /i
Y2 | = Grigoe| Y2 | =0 —1 Oy |
Y3 Y 0 0 —1/\y;
A continuacién pasamos al sistema de referencia { ; €, €,, €3}: si = €, + 6, + 3€;

=V,0; + Y,U, + Y305 se tiene

1 0 0 1y1

. |=11 —1/2 oy |-
s \1f 12 0/ Vs

Por tanto, en el sistema de referencia { ; €, €,, ;} tenemos

NS

,] 0 o N/, o o/ 0 0 1 |
=112 —12 offo -1 of1/2 —1fy2 0 )
o2 a2 o/ 0 SV A a2 o) s
0 o —1\fo N2 IN2\/ N /o1 0 o\ /,
=12 12 o |lo 12 12 o]=] 0 0 1]l
1IV2 12 o/\t o 0 /\3 0 107\

Para pasar ahora al sistema de referencia { ; €, 6,, €;} trasladamos = ( |, 5 3) V¥
"=(1, 5 4 mediante el vector (0, 0, 1) para obtener

/ 0 -1.0 0 . 0 -1 0 0\/,
l=(o]l+| 0 0 1 o=l =1+ o o 1] ,]
; 1 01 0/\ ;-1 1 01 0/\,
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Al hacer la composicién con 5, donde v = (1, 1, 0) se tiene que si = ;°G, g0,
1 1 1 -1 0 0\/,
=1 5]=10]+ 0 0 1 ’
3 5 1 0 1 0/\ ;

que son las ecuaciones buscadas.

Observacion. Al mismo resultado se habria llegado si observamos que ;°G, ool )

= 4+ (), donde
-1 0 O
= 0 0 1
01 0
yaque (€)= —8€,, (&) =8z (€;) =F§, (verfigura 10.53)y calculamos teniendo en cuen-
ta que
0 0 1
5°Gr 1800 ) = 5°Gris00| 0| = 5|0 [=]1
1 1 1

10.9. MOVIMIENTOS EN R3 Y PUNTOS FIJOS

En la seccién 10.7 se ha mostrado cémo identificar un movimiento en R* a partir de sus
ecuaciones y como determinar sus elementos geométricos (recta y angulo de giro, plano de si-
metria y vector de traslacion). Para ello se hizo uso de la forma de Jordan real de la matriz
ortogonal asociada a un movimiento

En esta seccién vamos a mostrar como se identifica un movimiento  en R® y cémo se
determinan sus elementos geométricos a partir del estudio de sus puntos fijos y de sus subvarie-
dades invariantes.

Recordar que un movimiento  en R tiene por ecuaciones

1 a, 1
()= 2| =(a ]t 2=+ 9.1
3 a 3
en un sistema de referencia R = { ; €, €, €3} en el que T = 8+ .6+ 163,
= a,6; + a,6, + 8363, y es una matriz ortogonal de orden 3.
Unpunto esun nto iode si ()= ,esdecir

Por el teorema de Rouché-Frobenius (Teorema 1.2.4) para estudiar el sistema de ecuaciones
(9.2) basta conocer el rango de — ,r( — ),yelrangode ( — | ), r( — | ), donde
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( — | )eslamatriz — alaque se ha afiadido la columna (a;, a,, a;)". Como se ha afadido
solo una columna y la matriz — es de orden 3, las posibilidades que tenemos se describen en
el siguiente cuadro:

4 R
Caso rd—T) |rd—T|A)
0
I 0
1
1
I 1
2
2
111 2
3
v 3 3
\§ J
i ral0.54
r —T)=
Sir( — )=0,setiene = .Sir(— | )=0,el movimiento es la identidad; si
r( — | ) =1, el movimiento es una traslacion de vector a = a,€, + a,€, + a;6; # 0.
Para estudiar el resto de los casos escribamos = Y (ver Teorema 8.6.2) con € M5 5(R)
ortogonal y una de las matrices
1 0 0 1 0 0
1 =({0 1 0], »=10 cosp —sene |, 0<o¢p<2n,
0 0 1 0 senp coso
9.3)
-1 0 O —1 0 0
5 = 01 0}, 4= 0 cosp —sengp|, 0<¢@<2m
0 0 1 0 sengp coso

En la seccién 10.7 se ha probado que en el sistema de referencia ortonormal
R ={ ;7\, 2 3}, donde las coordenadas de =, =1, 2, 3, en la base {€,, €,, €;} son los
elementos de la columna de la matriz , el movimiento  dado en (9.1) se escribe

b, Yi b, a
()=|by|+ |y2|= + -, confb,|= "a] (9.4)
bs Y3 bs as
Puestoque — = ( — ) 'y el rango de una aplicacién no depende de la base elegida

para representarla,

rc— )=r( — ). 9.5)
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El resultado siguiente muestra que también se cumple r( — | )=r( — | ).
Lema 10.9.1
Si e, (R y = “lcon , e, (R)y invertible, r( | )=r( | ) con
=@p,.,a)y =

Demostracion. Sea =r( | ),0< <n.Si =0, y sonnulosytambién y . As{

pues, consideremos 1 < < n.Como esun vector columna, r( )= o6r( )= —1.

Sir( )= =r(| ), elsistemadeecuaciones - = ,con =( ,.., ," escompatible.
Puesto que es invertible, el sistema de ecuaciones - = , = (Y, ..., Y, es compatible.
Luego, ' - = ~! estambién compatible. Por tanto, - = es compatible, de donde
sededucer( | )=r()=r( )= ,puestoque Yy son matrices equivalentes.

El razonamiento en el caso r( ) = — 1 es similar, teniendo en cuenta que ahora el sistema
de ecuaciones - = es incompatible.

Observacion 1 . .2. De la clasificacién de los movimientos en R* dada en el Teorema
10.7.4 podemos concluir lo siguiente:

i) r( — )=0=r( — | )< eslaidentidad.
i) r( — )=1=r( — | )<= esunareflexion (que es el tnico movimiento con un
plano de puntos fijos).
iii) r( — )=2=r( — | )<  esun giro (que es el inico movimiento con una rec-
ta de puntos fijos).
iv) r( — )=3=r( — | ) <  esuna simetria rotatoria (que es el inico movimien-

to con un solo punto fijo).

Estudiamos a continuacion los casos II, III y IV de la tabla de la figura 10.54.

r —T)=
Comor( — )=r( — )y j;eslatnica matriz de la lista (9.3) que satisface r( — ) =1,
la ecuacién del movimiento  en el sistema de referencia R’ = { ; 7, 75, 3} es
Yi b, —1 0 0)\/y,
()= Yo |=|ba] + 0O 1 Of{y|= + 5. 9.6)
Y3 bs 0 0 1/\y;
Sir( — | ) =1, por la parte ii) de la observacion 10.9.2, es una reflexién con respecto
a un plano 7. El plano 7 es el plano de puntos fijos, por lo que es la solucién del sistema
(=) =
Sir( — | )=2,porel Lema 109.1con = — ,r( — 3| )=2.Como
2 0 0Ofb,

2=r1( — 4 )=r[0 0 o0lb,|,
0 0 0|b,
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se ha de tener o = b,™, + by 75 # 0. Escribir

Yi 0 b, Yi Yi
Vo= (b |+ O |+ 3|V2]= 50 "|V2
Y3 bs 0 VE Y3
Como
2 0 O0|b, 2 00
rfo 0 0|0 |=1=r{0 O O
0 0 0|0 0 0 0
el movimiento ' es una reflexion (parte ii) de la observacion 10.9.2). Puestoque = ;o0 'y
¥ es un vector paralelo al plano de simetria t = + L(";, ,), es una simetria deslizante.
4 I\
Lema 10.9.2
Sea ( )= + - unasimetriadeslizante, = ;o ,,en R3.
a) El plano de simetria A de  es el conjunto de puntos de R que satisfacen
(=) —(= ) =
b) Si €A, el vector de traslacion de esv =  ( ).
G J
Demostracion. La parte b) es sencilla. Para demostrar a) observar que los puntos  del
plano de simetria deben satisfacer ‘= ' “con ‘= (), "= ( '). Entonces,
— _ = + A _ — (*7),
por lo que "~ 7 es un autovector de  de autovalor 1. Por tanto ( — )(*7) =0 y como puntos
de R’ se tiene
=( =)+ - = H)=C—) (= )P,
que es lo que queriamos demostrar.
r —T)=
Como r( — )=r( — )=21vy , es la Unica matriz de la lista (9.3) que satisface
r( — ) =2, laecuacién del movimiento  en el sistema de referencia R = { ; 7, 5, 3} es
Yi b, 1 0 0 Yi
()= Vo l=[by|+{0 cosp —seno]||Y,|= + ,- . 9.7)
Y3 b 0 sengp cosq@ / \Y3
Sir( — | ) =2, porla parte iii) de la observacién 10.9.2, es un giro con respecto a una

recta r. La recta r tiene todos sus puntos fijos, por lo que es la soluciéon del sistema
(=) =
Sir( — | )=3,porel Lema 10.9.1 con = — setiene que, r( — ,| )= 3. Como
0 0 0 b,
3=r( — ,| )=r[{0 1—coseo seng |b,
0 —sengp 1 —cosql|bs
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se ha de tener ~ = b,”, # 0. Escribir

Yi b, 0 Yi Yi
Yo =10 | +[b]+ 2|y2|= -0 "|Yy2 ]
VE 0 bs Y3 Y3
Como
0 0 0 0 0 0 0
rfo0 1 —cose seng |b,|=2=r{0 1—cose sen @
0 —sengp 1 —cosp|b; 0 —sengp 1 —cose
el movimiento ’es un giro (parte iii) de la observacién 10.9.2). Puestoque = -o 'y es
un vector paralelo al eje de giro, r = + L(7;), es un movimiento helicoidal.
- N
Lema 10.9.3
Sea ()= + - unmovimiento helicoidal, = -°G, , en R.
a) El eje de giro r de es el conjunto de punto de R’ que satisfacen
(=) —(— ) =
b) El dngulo de giro ¢ satisface 1 + 2 cos ¢ = traza( ) con traza( ) = suma de los
elementos de la diagonal principal de
c) Si (er, elvector de traslacionde esv =  ( ().
AN /
Demostracion. a) Si es un punto del eje de giro, = ' 7 con ‘= (),
"= (). Entonces,
A7 r— 4 L _ — (ﬁ)’
por lo que es un autovector de  de autovalor 1. Por tanto ( — )(_ /) = 0 y como puntos
de R’ se tiene
=(— )+ - —H)=C—) —(— )
b) Puesto que
1 0 0
' = ,=(0 cosp —seng

0 sen¢p cos@

y la traza de una matriz no varia al hacer cambios de base (ver ejercicio 7 al final de esta sec-
cién), traza ( ) =traza ( ,) = 1 + 2cos ¢.
c) Esta parte es evidente.

r —T)=
Eneste casor( — | )=3=r( — )y, por la parte iv) de la observacién 10.9.2, es
una simetria rotatoria, = A°Gy,. EI punto fijo , de es la solucién del sistema
( — )- = . Los elementos geométricos de este movimiento se determinan usando el si-

guiente resultado:
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4 N
Lema 10.9.4
Sea ()= + una simetria rotatoria, = A°G o €N R3.
a) El eje de giro2 r de es el conjunto de puntos de R® que satisfacen
(+): +(2=) = .
b) El dngulo de giro ¢ satisface —1 + 2cos ¢ = traza( ) con traza( ) = suma de
los elementos de la diagonal principal de
¢) Elplano A es perpendicular al eje de giro r y pasa por el punto fijo  solucién de
\ — ) = J
Demostracion. a) Si  es un punto del eje de giro, '=— ' " con ‘= (),
"= (). Entonces
*7:_///: r_r— + . _ _ L= (*7)
porloque ’esunautovector de de autovalor —1. Portanto ( + )( ') = O puntos de R3
se tiene

b) Puesto que

=(+ ) +

0

)=+ ) H 7))
0 0
CoOS(p —sen¢@
sen®  Ccos @

y la traza de una matriz no varia al hacer cambios de base (ver ejercicio 7 al final de esta seccion),
traza( ) =traza( 4) = —1 + 2cos ¢.
c) Esta parte es evidente por definicion de simetria rotatoria.

*

& *

Para usar en los ejercicios que siguen es conveniente resumir algunos de los resultados anterio-
res, lo que se hace en el cuadro de la figura 10.55.

/ T rd—T) |rd—T|A) Movimiento P = A + T(P) \
1 0 0 Identidad
17| =1 1 Traslacion
Simetria respecto 1 1 Simetria respecto a un plano de puntos fijos.
a un plano: 2 Simetria deslizante: composicién de simetria y
IT|=—1 traslacion paralela al plano de simetria.
Giro o rotacion: 2 2 Giro en torno a un eje de puntos fijos.
7| =1 3 Movimiento helicoidal: composicién de giro y
traslacion paralela al eje de giro.
Simetria o Giro: 3 3 Simetria rotatoria: composiciéon de un giro y
7| =—1 una simetria; el eje de giro y el plano de
\ simetria son perpendiculares. /

Recordar que una

formacion afin  si

i
*

ra 10.55
* %

bvarie a lineal L en un espacio afin es invariante mediante una trans-

(L) = L. En el espacio, ademds de R3, las subvariedades lineales inva-
riantes pueden ser puntos, rectas o planos. Observar que en el espacio hay movimientos que no
tienen puntos fijos, pero poseen subvariedades invariantes: ;cudles?
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EJEMPLO A. t iar el mo imiento ee a ione

-2 00 -1
()= 0]+ 0 1 0
-2 -1 0 0

Como

y puesto que

10 1]-2
(= 1)H)={0 00 0], rC— [)=1
10 1/-2

el movimiento  es una imetria.
El plano de simetria es el conjunto de puntos fijos que satisfacen

-2 00 -1 -2 -
y|= 0]+ 0 1 01ly|= 0]+ y |
-2 -1 0 0 =2 —
Se trata del plano + = —2, que ha sido dibujado en la figura 10.56.

z

n=(1,0,1)

W/

(=1,0,=1)
i ral0.56

Todas las rectas perpendiculares al plano de simetria son rectas invariantes; estas rectas tie-
nen por ecuaciones paramétricas

(’y’ )=( 1> 2» 3)+t(],0,1),teR,

con ( |, », 3)unpunto cualquiera del plano + = —2.
*k & *

EJEMPLO B. t iar el mo imiento a o or

12 12 14/2
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Como
12 12 —1l/2 12 —12 -1,/2
(- )=r|—-12 112 1/ﬁ =rlo o 0o |=2
12 -2 0 0 2
y

12 12 —1l/2)0\ (12 -2 —1l2

0
(C— |)=rl-12 12 1f/2lo]={0 o0 0 |o]=2
V2 12 1 2 0 0 2 2

el movimiento  es un giro. Los puntos  del eje de giro satisfacen

12 -1z —1l/2

0
(— ) = = [—-12 122 12 |ly]=1{o]
V2 —12 1 2
Este sistema tiene como soluciones =1, —y = ./2. El eje de giro es

Ly, )=0(/20,1)+t1,1,0),teR

Para hallar el dngulo de giro ¢ se usa el Lema 10.9.3: 1 + 2cos ¢ = traza( ) = 1. Por
tanto, cos ¢ = 0.

Si elegimos ~ = (1, 1, 0) como orientacién de r, como el punto = (0, 0, 0) se transforma
en = (0,0, 2) mediante  se tiene ¢ = 90° (ver figura 10.57). Si hubieramos elegido —~
como orientacion de r, el dngulo de giro seria 270°.

7: plano perpendicular
a r que pasa por O.
Su ecuacion es x+y=0.

7

i ral0.57
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EJEMPLO C.  eterminar lo elemento geom tri 0 el mo imiento a o or

1 1 _1 0 0 1
=10+ 0 0 1 5 .
3 1 0O 1 0 3
Como
2 0 0 20 0
rc— )=r|0 1 —-1]=r(f0O 1 —-1]=2
0 -1 1 0 0 0
y
2 0 0|1 2 0 0[1
r(c— | )=r{0 1 —10f=r{0 1 —-1|0|=3
0o -1 1|1 0 0 0[1

el movimiento  es un movimiento eli oi al. Hemos de determinar el eje de giro, el dngulo de
giro y el vector de traslacidn (paralelo al eje de giro).

Por el Lema 10.9.3 los puntos = ( |, ,, 3)'del eje de giro satisfacen

0 2 0 0\/1 2 0 0\*/, 2 4 0 0\/,
0l=(0 I —1]{0]—{0 1 -1 »]=1-1]—10 2 =2 2
0 0 -1 1/ \1 0 -1 1 3 1 0 -2 2/ \ ;3

Por tanto, las ecuaciones del eje de giro son

! 2 2,=—-1
1= 5 2 3
. . 1 1
Un punto  de este eje de giroes (= > 0, > y puesto que
1 -1 0 0\/12 1 —1/2 1/2
o= (o=(0]+ 0 0 1)1 0 |=(0f+]| 122 |=(1/2],
1 0 1 0/\1/2 1 0 1

el vector de traslacion de este movimiento helicoidal es

0

o o=112].
12
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Observar que las ecuaciones del eje de giro pueden escribirse de la forma

y que el vector de traslaciéon |, ( es paralelo al eje de giro.
Para el dngulo de giro ¢, el apartado b) del Lema 10.9.3 produce 1+2cos ¢ =traza( )= —1.
Por tanto cos ¢ = — 1, por lo que el dngulo de giro es 180°.

EJEMPLO D. t iar el mo imiento ege a ione

! 1 o 1/2 1 1
y =11 "3 I —12 INIRNAR
! 0 1 1 —1/2
Puesto que
2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3]1
- =|2/3 2/3 2/3 e (— | )=12/3 2/3 2/3|1],

2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3|0
setiene que r( — )=1yr( — | )=2.El movimiento es una simetria deslizante. He-
mos de determinar el plano de simetria y el vector de traslacion.

Por el Lema 10.9.2, los puntos = (, Y, )t del plano de simetria A satisfacen
0 2/3 2/3 2/3\ /1 2/3 2/3 2/3\? 4 1 +y+
0(=(2/3 2/3 2/3|11]|—1(2/3 2/3 2/3]||y]|= 3 1]— 3 +y+
0 2/3 2/3 2/3/\0 2/3 2/3 2/3 1 +y+
Por tanto, +y+ =1 es la ecuacion del plano de simetria A. Para encontrar el vector de
traslacion tomamos = (1, 1, —1) € A, con lo cual tenemos
1 2~ 1/2 1 1 1 1 o[~ 12 4/3
o=11 3 1 —12 1 Lf=|1]—=2|—-12]= 4/3 .
0 1 1 —1/2/\—1 0 5/2 —-5/3
El vector de traslacion a es
4/3 1 1/3 | 1
a= o= 4/3 | — 1= 1/3 == 1.
-5/3 -1 —2/3 -2

El plano A es una subvariedad invariante de este movimiento. Las subvariedades lineales
invariantes de dimension 1 de este movimiento son todas las rectas contenidas en el plano A

1
que tienen a a = 3 (1, 1, —2) como vector director.

*k * *
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EJEMPLO E. t iar el mo imiento

2 0 0 -1
yl={(2|+[0 -1 0]y
2 1 0 0
Puesto que
1 0 1 1 0 1
rc — )=r{f 0 2 0f|=rl0 2 0|=3
-1 0 1 0 0 2

Se trata de una simetria rotatoria con plano de simetria A perpendicular al eje de giro r. El
punto de interseccion del plano de simetria y del eje de giro es el punto fijo  de esta transfor-
macién. Las coordenadas de |, satisfacen

2 0 0 -1
yl={|2|+]0 —1 0ly
2 1 0 0
Por tanto,
=2
y=2-y,
=2+
de donde deducimos que (= (0, 1, 2).
Segin el Lema 10.9.4, los puntos = ( ,y, )" del eje de giro satisfacen
0 1 0 —1\/2 0 0 -1\ /1 0 0 0 -2 —0
0f[=(0 O off2(+110 -1 Of—-({0 1 0 yl=l0]+| O :{_2}.
0 10 1/\2 1 0 0 0 0 1 4 -2

El eje de giro es

r:(0,0,2)+t0,1,0),teR.

Como el plano de simetria ha de ser perpendicular al eje de giro y pasar por el punto fijo
0o =1(0,1,2), suecuaciénesy = 1.

La parte b) del Lema 10.9.4 nos da —1 + 2cos ¢ = traza( ) = — 1. Por tanto cos ¢ = 0.

Si orientamos I segin el vector ~— = (0, 1, 0), tomando = (0, 1,0)setiene ( o = (2,1,2)

y se observa en la figura 10.58 que el angulo de giro es 270°. Si hubieramos elegido —~ para
orientar r el angulo de giro seria 90°.
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7: plano perpendicular

a r que pasa por Q.
Su ecuacién es y =1.

i ral0.58

EJERCICIOS (Secciones 10.8 y 10.9)

1. Hallar la expresion analitica de los siguientes movimientos en el espacio:
a) Simetria respecto al plano3 —y +2 =1.

b) Movimiento helicoidal respecto al eje {A(1, —1, 0); 1 € R} con un giro de 180° y
vector de traslacién v = (2, —2, 0).

¢) Giro cuyo eje pasa por (1, 1, 0) y (0, 0, 1) y que envia (0, 1, 0) en (1, 1, 1).
d) Composicion de los movimientos a) y b).

2. Estudiar los siguientes movimientos en el espacio, hallando su tipo, subvariedades inva-
riantes y elementos geométricos:

: 12 2k 1/2

Q) ly|={-1]+|V22 0 V22 ||y |
0 12 22 1p
1 01 0
b) Slyl=(1]+ 00 —1]ly]|
0 1.0 0
2\ /0 0 -1
c) Ayl=(1]+[0 1 0y
0 10 0
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3.
4.

Hallar los movimientos del espacio que conmutan con la simetria respecto del plano = 0.

Dado el movimiento helicoidal

2 0 1 0
yl=[1]|+ 00 —1(lyl
0 -1 0 0

hallar su descomposicién canénica como composicion de un giro con una traslacién de
vector paralelo al eje de giro.

a) Dados los planos paralelos 7, y 7, de ecuaciones n;: +y=1ym,: +Yy=4, en-
contrar las ecuaciones del movimiento = o . Demostrar que  es una trasla-
cién y encontrar su vector de traslacion.

b) Demostrar que para cualesquiera dos planos paralelos 7; y m, en R>, = _o _es
una traslacion; encontrar el vector de traslacion.

a) Dados los planos @, y m, de ecuaciones #,;: =1y m,: +Yy— =2, encontrar las
ecuaciones de = , o . Demostrar que  €s un giro con respecto a un €je y en-

o

contrar el eje y el angulo de giro.
b) (Qué relacion existe entre el eje del giro  y los planos 7, y 7,?
c) (Qué relacion existe entre el dngulo de giro de  y el dngulo que forman 7, y 7,?

Sean , € ;. ;(IK) con | | #0. Demostrar que si = ' , traza () =traza ().

[ gerenia:si (1) =—2A"+a,/* —a, .+ a, es el polinomio caracteristico de , de-
mostrar que a, = traza ( ); utilizar a continuaciéon que (4) es invariante mediante un
cambio de base].
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11.1. DEFINICIONES

Un oble ono re to en R® es la figura que engendra una recta g al girar alrededor de una recta
que la corta. La recta se denomina € € el 0no y las distintas posiciones de g, generatri e
el ono; el punto de interseccion del eje con una cualquiera de las generatrices del cono se
denomina v rti e (ver figura 11.1).
Toda figura (plana) que se obtiene como interseccion de un doble cono recto con un plano
se denominauna € i n nia.
Segtin las distintas posiciones del plano las secciones cénicas, o simplemente  ni a , reci-
ben nombres diferentes, que se dan a continuacién (ver figura 11.2).

a) El plano y el eje del cono forman entre si un dngulo superior al dngulo que forman el
eje del cono y una cualquiera de las generatrices.

al) Siel plano es perpendicular al eje del cono, y no pasa por el vértice, la cénica se
denomina una ir neren ia. En el caso especial de que el plano pase por el vér-
tice se obtiene n  nto.

h

“ g
, Eje
Vértice \ Generatrices
i ralll
I | |
S/
<=\, ,
|
i i i
al) Circunferencia a2) Elipse b) Pardbola ¢) Hipérbola

i rall2
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a2) Si el plano no es perpendicular al eje del cono, la cénica resultante se denomina
eli e, salvo en el caso especial en que el plano pase por el vértice, en cuyo caso
se obtiene un  nto.

b) Siel plano es paralelo a una cualquiera de las generatrices la conica se denomina ar
bola, excepto si el plano pasa por el vértice, en cuyo caso se obtiene una re ta, tangente
al cono.

c) Si el angulo que forman el plano y el eje de giro es inferior al dangulo que forman el eje
y una cualquiera de las generatrices, la conica se denomina i rbola, salvo en el caso
especial en que el plano pase por el vértice, en cuyo caso se obtienen 0 reta e e

ortan.

Los casos especiales que aparecen en los casos anteriores se denominan € ione  ni a

egenera a . De ellos N0 nos ocuparemos aqui por haber sido estudiados anteriormente.

La primera persona que estudid las secciones cénicas fue Menaechmus de Grecia, como
consecuencia de su interés en el problema de construir con regla y compds un cubo de volumen
doble al de un cierto cubo dado; esto sucedi6 en el siglo 1V antes de Cristo. En el mismo siglo el
gedmetra Euclides escribié cuatro libros sobre las secciones cénicas, de los cuales ninguno se
conserva actualmente.

El primer tratado escrito que se conserva sobre las secciones conicas es debido a Apolonio
de Perga; en sus ocho libros, de los cuales se conservan solo los siete primeros, Apolonio fue el
primero en estudiar las propiedades geométricas de las secciones conicas. Varias de estas pro-
piedades geométricas serdn estudiadas en las secciones siguientes.

11.2. LA CIRCUNFERENCIA Y ALGUNAS DE SUS PROPIEDADES

En el caso de la circunferencia la distancia del vértice del cono  a un punto cualquiera de la
circunferencia es constante; como es fijo, donde es el punto de interseccién del plano y el
eje del cono (figura 11.3), se tiene que

i rall3

es constante para todo de la circunferencia. Tenemos entonces
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. L N\
Proposicion 11.2.1
Una ir neren iaes el conjunto de puntos de un plano cuya distancia a un punto fijo
, llamado entro, es constante. Esta constante se denomina ra io e la ir neren ia.
/
/ . N
Proposicion 11.2.2
Sean y dos puntos de un plano. Un punto  del plano pertenece a la circunferencia en
laque y son diametralmente opuestos siy solo si los vectores y  son perpendi-
culares.
A J
Demostracion. Sea r el radio de la circunferencia y ~ su centro. Se tiene (figura 11.4):
P= IP=C ., H=C + . + )=
=C ., )+C . H+C ., H+(C ., )=
=-r+(C , )= , )+( , )=
rHC - )+, )=
=-r+C L )+ C . )=
=-r+2f+( , H)=r+(C , )
Esto es equivalente a (a, %) = 0, lo cual demuestra el resultado.
‘ P
’ i
B
i rall4
L N
Proposicion 11.2.3
Consideremos una circunferencia de centro y un punto exterior aella. Si 'y ’son
los puntos de tangencia de las tangentes a la circunferencia que pasan por — se tiene que
I =1 'll. Ademas, es perpendiculara  ,y  ’es perpendicular a '
AN /
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Demostracion. Sea r el radio de la circunferencia y ~ un vector unitario en la direccién de

" .Paral=| | se tiene que
2 1 N2 — - 2 — -2 —
r=1 =1+ =l A7
=2+ O+ )
Si consideramos la ecuaciénen 4, 22+ 24( , )+ || ||> — r> = 0, esta ha de tener una solu-
cién tdnicamente, ya que es tangente a la circunferencia, y esta solucién es 4 = |. La

ecuacién de segundo grado tiene solucidn dnica si y solo si

C .= r-r (1.1)
y esta solucion es
I =2==C".7 (1.2)
Si ¥ es un vector unitario en la direccién de el mismo razonamiento anterior produce
C or=1 IP-r (1.3)
y
I h==C "9 (1.4)
De (1.1), (1.2), (1.3) y (1.4) se deduce que | || = || ’||. Ademds, de (1.1) y (1.2) obtene-
mos | =1 |I>— | |I*y, por tanto, el tridngulo satisface el teorema de Pitdgoras.
Esto prueba que tiene un angulo recto en . Un razonamiento andlogo prueba que '

tiene un angulo recto en . Esto demuestra la proposicion.

11.3. LAELIPSE Y LA HIPERBOLA

Proposicion 11.3.1

Una eli e es el lugar geométrico de los puntos de un plano cuya suma de las
distancias a dos puntos fijos distintos, llamados 00, | y , es constante
(' 1+ 1 2l = constante).

Demostracion. Sea =« el plano que determina la elipse. Considerar las dos esferas tangen-

tes al cono y al plano como muestra la figura 11.5. Estas esferas tocan al plano n en los puntos

1Y ».Sea unpuntodelaelipsey , los puntos de tangencia de la generatriz del cono

que pasa por con cada una de las esferas. Aplicando la Proposicion 11.2.3 en los planos que
contienen a los puntos , ,, 'y , ;, se obtiene:

Iat=1
Ialb=1

Como || |+ | = LJ, que es fija, se tiene que

I 4+ 2l = LIl = constante.
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Si dibujamos la elipse en un sistema de coordenadas cartesianas, como en la figura 11.6, el
eje que contiene a los focos se denomina e € rin i al y el eje perpendicular al eje principal que
pasa por el punto medio del segmento | , se denomina ee € n ario. Los puntos de inter-
seccion de la elipse con los ejes se denominan v rti e . El punto medio entre los focos se deno-
mina entro.

Sia,by son las distancias indicadas en la figura 11.6, la cantidad 2 se denomina i tan

ia 0 al, a se denomina emiee rin i al y b se denomina emiee e n ario. Al cociente
&= /a,entre y a,seledenominae entrii a ycomoa> ,setienequeO<ée<1enel
caso de la elipse.

A4,, 4,, B, B, son vértices
i rallé6
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Lema 11.3.2

Para todo punto de una elipse se tiene que | | + | »l = 2a.

Demostracion. Utilizando la definicién de elipse | ;|| + || ,| = constante; si en lugar
de ponemos ;y ,,se obtiene

Il + ol = constante = | 5 ] + [ 2 .

Por tanto,

o alb e+ 2l =122l 12l 12 ol
11

= || , ,]. Utilizando este

de aqui deducimos 2 || | = 2| » »l oequivalentemente, || ; |

resultado se tiene

Il 1 2 = constante = || | +[| 4 ofl =

=l 2o+ 1 2d=112=2a

Del lema 11.3.2 se deduce que || ; || = a. Aplicando el teorema de Pitdgoras al tridngulo
. tenemos a> = | , ,|*=Db?+ ?de donde se deduce

b=\/a2— 2=\/a2—82a2=a 1 — &

Observacion. La elipse es simétrica respecto a su centro :si ' es el simétrico de  res-
pecto al centro , los tridngulos ; ,y , ' ;| son congruentes.

* * *

Proposicion 11.3.3

Una i rbola es el lugar geométrico de los puntos de un plano cuya diferencia de
distancias a dos puntos fijos distintos, ;y ,,llamados 0 0 , es constante en valor abso-

Iuto (|| 4l = I 2ll| = constante).

Demostracion. Considerar las dos esferas tangentes al cono y al plano = como muestra la
figura 11.7. Sea  un punto de la hipérbolay , los puntos de tangencia de la generatriz del
cono que pasa por con cada una de las esferas. Aplicando la Proposicién 11.2.3 en los planos
que contienen a los puntos , ;, 'y , ,, se obtiene

[

Como || | — | =L || =] L|| = constante, se ticne que

Ialh=1 ol =1

I 1l = 2l = constante.

En la figura 11.8 se ha dibujado una hipérbola en un sistema de coordenadas cartesianas de
manera que el e e rin i al contiene a los focos |, ,yelee e n arioes perpendicular al
eje principal y divide al segmento | , en dos partes iguales. Los demds elementos de la hipér-
bola reciben los mismos nombres que en el caso de la elipse y estdn sefialados en la figura 11.8.

Una demostracién andloga a la del Lema 11.3.2 prueba que

=1l =2a 3.1
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Veértice

F>

i rall?

Para una hipérbola la e entri i a se define de nuevo como ¢ = /a pero ahora se tiene
> a, y, por tanto, ¢ > 1. Por analogia con el caso de la elipse definimos b como

b — 2 a2
es decir, el cateto de un tridngulo rectingulo que tiene a como la hipotenusa y a a como el

otro cateto. Entonces
b= a% —a’=a/ée — 1.

Observacion. La hipérbola es simétrica respecto a su centro : si ' es el simétrico de
(en la figura 11.8) respecto al centro , los tridngulos |, ,y , ' | son congruentes.

El cociente b/a tiene un significado geométrico que estd relacionado con las a intota de la
hipérbola. Recordamos que se denominan a intota de la hipérbola (en general de una curva
plana) a las rectas que se acercan a la hipérbola (curva) en el infinito. Demostraremos que:

la reta e aan orel entro ela i rbolay tienen (a, b) o (a, —b) omo ve tor
ire tor ona intota ela i rbola.

Sea el centro de la hipérbola. Veamos cudl es la posicion limite de las rectas de la
figura 11.9.a) donde es un punto que se aleja infinitamente del centro moviéndose sobre la
hipérbola. Sean |, ,los puntos sobre la recta limite que se muestran en la figura 11.9.b) y que
son la posicion limite de los puntos | , , de la figura 11.9.a). Probaremos que

| 1 oll =2a.
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Cip f
C
N\
\ a \
F2‘\
Cop

»

(&)

i rall9a i rallo.

Se tiene que

- = — 2 2 2 2
I o =1 =1y, |||—|\/H2H—sz, ”_\/HIH_H]L 7.

Observar que || , , [[=1 | | || por igualdad de tridngulos. Escribimos = I I,
y =| | y a=1,, =14 | para simplificar la notacién. Observar que
lima =| , .|l =1 | il <oo.Como esunpunto de la hipérbola se tiene | — Yy | = 2a.
— 0
Supongamos que —Yy =2a(elcaso —Yy = —2a se haria de manera andloga). Entonces
. : 1
lim =lim —=—

Sw Yy w2 —2a 2’

1
lim y = lim ————=—. (3.2)
oty —w2at+2y 2
Por tanto
[ I N e SV A +y
= lim ———— = lim = lim .
2a R o0 -y N N e
a2
Dividiendo ambos miembros entre  + Yy , usando (3.2) y observando que lim ﬁ =0
se deduce o Y
I D S
2a J1/A+ J1/4
- a 1
Por tanto, || ;|| = a (ver figura 11.9.b)). En el tridngulo | ; se tiene coso = — = —y, por
&
tanto,

tgoc=i4/secza—1=i4/£2—1=i2.
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11.4. NUEVA DEFINICION DE LAS SECCIONES CONICAS:

LA ELIPSE, LA HIPERBOLA Y LA PARABOLA

s T N
Proposicion 11.4.1
Dada una coénica no degenerada existe siempre un punto , llamado 0 0, una recta I,
llamada ire tri (ambos en el plano de la cénica) y un nimero ¢ > 0, llamado e entri i
a , tal que todo punto de la cénica satisface

I =& (,D.

Sie <1 setiene una eli e, si &> 1 se tiene una i rbolay si e =1 se tiene una a
r bola.
\ J

En la figura 11.10 se representan cénicas con el mismo foco y la misma directriz |, pero
variando la excentricidad.

3
i rall.lo
De acuerdo con la Proposicion 11.4.1 podemos decirqueuna nia e oo , iretri ly
e entri i a &> 0 es el conjunto de todos los puntos de un plano que verifican
I I=eC.D.

Demostracion. Sea 7 el plano que contiene a la cénica. Considerar la esfera inscrita en
el cono y tangente al plano w como en la figura 11.11. Sea el punto de tangencia de la esfera
y el plano 7 y sea 7’ el plano que contiene a la circunferencia de tangencia de la esfera y del
cono. Sea | la recta interseccion de los planos 7 y n’. Con la notacién de la figura 11.11 se
tiene que

=1
debido a la Proposicion 11.2.3.
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14

i rall.ll

Sea eltalque (,)= (, )=| |.Setiene

I _ 1 F_ 1 [ll/eosa _cosy

I llfeosy  cosa

i ralll2

setiene | || =¢| | =¢ (,]).

cosy
Con ¢ =

cos o

En el caso de la elipse, 7y > oy, por tanto, cos y < cos o; se tiene, pues, que ¢ < 1. Siy = «,

& = 1y se tiene una pardbola. Siy < o, ¢ = (cos y)/(cos ) > 1 y se tiene una hipérbola. Obser-
var que y y o son constantes.

* 0ok ok

Los elementos principales de elipses e hipérbolas se han descrito en la seccién 11.3 (ver
figuras 11.6 y 11.8). Para las pardbolas tenemos los siguientes (ver figura 11.13): ademads del
00 yla iretri l,elee rin i al es una recta perpendicular a la directriz que pasa por el
foco, el v rti e, , es la interseccion del eje principal con la pardbola y el ee e n ario es



520

Capitulo 11.  Secciones cénicas

Eje secundario

F Eje principal

V = Vértice F = Foco | = Directriz

i rall.l3

perpendicular al eje principal pasando por el vértice . Observarque2 ( , )= ( ,l),yaque
por ser un punto de la pardbola se tiene ( , )= ( ,1).

Observacion. La parabola es simétrica respecto a su eje principal: si  es un punto de la
pardbola, su simétrico ', respecto al eje principal es también un punto de la pardbola ya que
[ =1 'llyel segmento ' es paralelo a la directriz.

k * *k

La siguiente proposicion nos proporciona la situacion geométrica de las directrices de elip-
ses e hipérbolas con respecto a sus ejes.

Proposicion 11.4.2

Las directrices de una elipse o una hipérbola son las rectas paralelas al eje secundario a
2

a
distancia — (ver figura 11.14).

Demostracion. Tomamos como definicién de elipse y de hipérbola la que se obtiene de
las Proposiciones 11.3.1 y 11.3.3 respectivamente. Sea | una de las rectas paralelas al eje secun-
dario a distancia a*/ (ver figura 11.14). Haremos el razonamiento para la elipse con | la recta
que queda a la izquierda del eje secundario (el resto de los casos tienen una demostracion simi-

lar). Vamos a demostrar que para cualquier punto  de la elipse se tiene | | || = a (..

Sea la distancia con signo de al eje secundario e Yy la distancia de  al eje principal de la
elipse. El signo de es positivo si  estd a la derecha del eje secundario y negativo si estd a la
izquierda. Con la notacién de la figura 11.14.a) se tiene

I 1P=C+ P+y |, 1P=( = P+y
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az/c —
az/c}»
x Jp
/’,»” :“y(d,o)
(a, 0) FiT¢ c\
/ l
a) Elipse b) Hipérbola
i ralll4d
Por tanto
2 2 _
Iy IF=1 2 017=4
Como
—_— —_—— - — _ -
o F=1 2 m=d o T2 DA =12 D=2adl « [ =1 2 D
tenemos que
_ =7 —
e =12 | a
Combinando esta igualdad con | ; || + | » || = a Obtenemos
=a-+- , =a—— . 4.1
[ a 2l a (4.1)
Por tanto,
2 2
a a a — a ——
(.h=—+ ==+ l-a==1 .1

lo que prueba el resultado deseado.

Nota. En la seccién 11.3 hemos llamado excentricidad de una elipse y de una hipérbola a
¢ = /a. La demostracién anterior prueba que el cociente constante | | ||/ ( , 1) que aparece
en la Proposicion 11.4.1 es /a, lo que justifica el nombre de excentricidad usado en esta Propo-
sicién.

k % k

Damos a continuacion algunas propiedades mds de las elipses, las hipérbolas y las pard-

bolas.

Proposiciéon 11.4.3

La tangente y la normal a una elipse en un punto de ella misma son las bisectrices de
las rectas que unen el punto  con los focos.
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Demostracion. Dados los focos |, ,y un punto de una elipse, sea | una bisectriz de
las rectas ;y ,, como indica la figura 11.15. Sea el simétrico de , con respecto a la
recta |.

|
Normal

Tangente

i rallls

Basta demostrar que cualquier otro punto  de | estd en el exterior de la elipse, puesto que
entonces la recta | solo toca a la elipse en el punto y es la tangente. De la figura 11.15 deduci-
mos que

I b =10 T 2l =1 <l 1l

en donde la ultima desigualdad es debida a la desigualdad triangular. Entonces

[+ I+ 1 " .l >2ay ’estdsiempre fuera de la elipse, que era lo que queriamos demostrar.
La otra bisectriz es precisamente la normal a la elipse en el punto

La Proposicion 11.4.3 expresa una propiedad de las elipses que puede considerarse como
«el secreto del saléon ovalado» (ver ento on enta, M. de Guzman, Editorial Nivola,
2008). En un salon en forma de elipse, el sonido emitido por una persona colocada en uno de
sus focos | se refleja en sus paredes pasando siempre por el otro foco ,, de manera que un
sonido en | puede ser perfectamente audible en , e irreconocible en cualquier otra parte del
salén.

i rall.lé

Para la hipérbola se tiene una proposicion semejante a la 11.4.3, que se deja como ejer-
cicio.
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Proposicion 11.4.4

La tangente y la normal a una hipérbola en un punto de ella misma son las bisectrices
de las rectas que unen con cada uno de los focos.

Para la tangente y la normal a una pardbola se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 11.4.5

La tangente y la normal a una pardbola en un punto  son las bisectrices de la normal a la
directriz por y la recta que une con el foco

Demostracion. Sea | la directriz de la pardbola. Sea la recta paralela al eje de la pardbola
que pasa por  (ver figura 11.17).

Tangente
/ 7
I P
P
s A S
,
Normal
V F F
i rall.l7v
Si r es una bisectriz de lasrectas 'y ,y ' es cualquier otro punto de r, de la figura 11.17 se
deduce o o
o= > chn,

donde es el simétrico de respecto de r. Por tanto, ' estd en el exterior de la pardbola.

La Proposicién 11.4.5 expresa la propiedad de los espejos parabdlicos de que todo rayo de luz
procedente del infinito se refleja en su superficie interior pasando por el foco (ver figura 11.18).
Reciprocamente, cualquier punto de luz situado en el foco de un espejo parabélico (de revolu-
cioén) produce un haz de rayos paralelos. Los faros de los coches tienen una forma que se apro-
xima a la de los espejos parabdlicos.
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\

PN

N

/

\
\
N

~
i rall.ls

EJERCICIOS (Secciones 11.2, 11.3y 11.4)

<

1. La figura muestra lo que ocurre si fijamos un vértice ;, un foco ; de una elipse y varia-
mos ¢ (excentricidad). Hallar, en funcién de ¢(0 < ¢ < 1), la posicion del centro, del otro
vértice y la longitud del semieje b.

"
®
="/

2. La misma pregunta que en el problema anterior para una familia de hipérbolas, 1 < ¢ < o,
calculando la posicién de las asintotas.

3. Dada una circunferencia de centro y radio r y un punto exterior a ella, se considera

cualquier recta que pase por Yy corte a la circunferencia como en la figura adjunta. De-
2 _ 2
=1 1==r.

(N

mostrar que |

"Il se denomina oten ia del punto respecto de la circunferencia

ota. ||
dada. El ejercicio 3 demuestra que | | || | no depende de la recta
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11.5. ECUACIONES DE LAS CONICAS

Es conocido que la ecuacién de una circunferencia de centro el origen y radio r es
24yt =1r% (5.1)
mientras que si su centro estd en el punto = ( ;, ,) su ecuacion es

(= Pry- =r

\J

(e (r—erf=r

x24y2=r2

i rall.l9

Tratemos de hallar ahora la ecuacién de una elipse de semieje principal (0 mayor) a y con
focos situados en los puntos ( ,0)y (— , 0) con a > . Utilizando el Lema 11.3.2 tenemos

2a=|" I+ L=+ = P+Y¥+J(+ P+Y

A

\
(0,0)

?-l_ﬁ:l

i rall.20

Poniendo la primera de las raices en el primer término y elevando al cuadrado se tiene

48+ 2+2 4+ Ay -da/( + YAy = -2 4 P4y

que una vez simplificado nos permite obtener

a+ =a/( + P+y.
Elevando de nuevo al cuadrado se obtiene

at+2 a’+ 2?2=a’’+2a +a’’+aly
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Teniendo en cuenta que b> = a*> — * obtenemos
a2b2 — b2 2 + a2y2’
que puede escribirse de la forma

S+ 5=1 (5.2)

Si la elipse tiene su centro en el punto ( ;, ,)y sus ejes son paralelos a los ejes coordenados
su ecuacion es

i rall2l

Para hallar la ecuacién de una hipérbola de semieje mayor a y focos en los puntos (— ,0) y
( , 0) se procede como en el caso anterior, mediante la utilizacién de la Proposicion 11.3.3 y la
formula (3.1). Se tiene:

+2a=| - =+ P+y¥—J( - P+y

(¢, 0)=F,

x2 2
2 ;p=l
i rall22

Por tanto,

4> +4d4a/( + P HY H(+ VY HY=( - P Hy,

que simplificando nos permite obtener

a2+ =7Fa/( + P+
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Elevando de nuevo al cuadrado y teniendo en cuenta que b*> = * — a* se obtiene

2 2

a

527

(5.3)

Si la hipérbola tiene su centro en el punto ( |, ,)y sus ejes son paralelos a los ejes coorde-

nados su ecuacidn es

i rall.z23
* * £
2 2
Observacion. Si la elipse tiene los focos en el eje  , su ecuacién es 2 + b2 =1 con
2 2
a > b, y si se trata de una hipérbola su ecuacion es 2 1 =1.

k % k

La ecuacién de una pardbola de directriz = — 2 y foco en el punto (5 O> es, segin la

Proposicién 11.4.1,

N |

2
= <2> Ty = (D=

P=(x,y)

\ 4
\/

y2=2px
i rall24
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Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene

y'=2 . (5.4)
Algunos casos mds, con sus ecuaciones, se dan en las figuras siguientes.
A A
A / [
[ F
L) r
2’ 7 | (¢ c) ®
s > —q e ——-
0 >
2 / | %
1 > l
2 : \
y2=—2px (y=c) =2p(x—cy) x2=2py

i rall2s

Las ecuaciones (5.1), (5.2), (5.3) y (5.4) reciben el nombre de orma an ni a de la cénica
correspondiente y es conveniente observar que cuando la ecuacidn de una cénica estd en forma
canonica el eje principal coincide con el eje

Casos mds complicados se presentan cuando los ejes de la conica no son paralelos a los ejes
coordenados; para familiarizar al lector con las ecuaciones de tales objetos damos algunos
ejemplos, advirtiéndole que conviene intentar su realizacion antes de mirar la solucion.

EJEMPLOA. nontrarlae ain ela ar bola e o o(\/E, ﬁ)y ire tri y=—.Si
= (,Y) es un punto de la pardbola se ha de tener

H%||=\/( — /P - S = (Ly=- )=| Yl

P=(x,y) ’
lx+y| 4 .

‘/7 7

.. F=02.V2)

i rall26

Elevando al cuadrado se obtiene

22 242+ -y 242 =(2+2y+ )2,
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o bien
2ry-2y—4/2 42y +8=0.

* ok ok

EJEMPLOB. nontrarlae ain elaeli e e oo (0,1)y(—1,2)y emiee mayor
a= \/E Si = (,Y)es un punto de la elipse se tiene

2/2=JC + 1P+ —22+./( =07 +(y— 1%

\J

i rall.27

Elevando al cuadrado y simplificando adecuadamente se obtiene

8+2 —dy+1+4—4/2/( +1)P+@y-27=-2y+1

o bien

—y+6=22/( + 1)+ -27
Elevando de nuevo al cuadrado se obtiene
2HyP4+36-2y+12 —12y=8(2+2 +1+y*—4y+4),
que es equivalente a
T2+7y+2y+4 —20y—4=0.

*k & *

EJEMPLOC. nontrarlae ain ela i rbola e iretri 2 —y+3=0, ooenel
nto3, —1)ye entriia ¢=3.

JO=3+y+12=] |=3(,H=3



530

Capitulo 11.  Secciones cénicas

i rall.2s

es la ecuacién pedida. Elevando al cuadrado obtenemos

2 2 9 2 2
—6 FOHY FYFI= @Y HI—dy+ 12 — 6y,

luego
31 2+4y* —36 y + 138 — 64y + 31 = 0.

*k & *

EJEMPLOD. nontrarlae ain ela ar bola e o o(1,5) yuv rti e(2,2).La ire tri
es una recta perpendicular al eje de la pardbola (este eje pasa por el foco y el vértice) y cuya
distancia del vértice coincide con la distancia del vértice al foco. El eje de la pardbola tiene por
ecuacion

5—-2
y—2=§ —2),

o bien

\P\

Mﬁz
/

i rall29
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Una recta perpendicular a esta tendrd por ecuacién

. —3y=;
determinamos imponiendo que

(,h=[ | =/12+3=10,

por tanto:
2-3.2— |
JIo0o=——F+— ; 10=|-4—- 1] ; =—14, =6.
< 10
Las posibles directrices son — 3y = —14, — 3y = 6; la primera de estas rectas pasa por
el punto (1, 5) y, por tanto, no puede ser la directriz; concluimos que — 3y = 6 es la directriz

de la pardbola. La ecuacion de la pardbola es, por tanto,

=Ry = (=2
J10
Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene
10(2—2 +1+y" —10y+25 = 249 +36—-6y— 12 + 36y,
o bien
92+y*+6y—8 — 136y +224 =0.
¥ % %

Observar que cuando el eje de la seccidn conica estd girado con respecto a los ejes coorde-
nados, en la ecuacién de la cénica siempre aparece un término de la forma Y. Este término no
aparece si los ejes de la conica son paralelos a los ejes coordenados.

EJERCICIOS 11.5

1. Considerar la elipse y la circunferencia que se indican en la figura adjunta. Si por cualquier
punto del eje se traza una paralela al eje que corta a la elipse en el punto y ala

. . " a
circunferencia en ', demostrar que ——- = —.

1 b

VA

o s @ 0) x

2 2
P

P Al
a2 b?
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2. Escribir las ecuaciones de las pardbolas de foco (2, —1), que pasan por (2, 2) y tienen el
eje en la direccidén del eje

3. Escribir la ecuacién de la hipérbola con un foco en (2, —1) y asintotas = 0,3 — 4y = 0.
4. Escribir la ecuacién de la elipse con vértices (— 1, 2) y (=7, 2), y eje secundario 2b = 2.
5. Escribir la ecuacién de la hipérbola con asintotasy = +2 — 1y un foco en (3, —1).

6. Escribir la ecuacion de la elipse con un vértice en (— 1, 1), centro en (3, — 1) y excentrici-
dad 1/2.

11.6. DETERMINACION DE LAS CONICAS

Hemos visto en los ejemplos de la seccién precedente que las ecuaciones de las conicas que alli
se obtuvieron vienen dadas mediante polinomios de segundo grado en dos variables. Esto es
cierto para cualquier cénica y para demostrarlo utilizaremos el hecho de que toda cénica no
degenerada es el lugar geométrico de los puntos  que satisfacen | | =¢ ( , 1), donde es
el foco y | la directriz (ver seccion 11.4). Sea = (,, ,)yl:a +by+ =0.Laigualdad
| I =¢ (., se transforma en

la +by+ |

— 2 — V2,

\/( 1) + (y 2) =é \/m

donde = ( ,Y). Elevando al cuadrado y multiplicando por a* + b? se obtiene
@+b)( — PH+@+b)y - =@ +tby+ )

Después de efectuar las operaciones indicadas en la férmula anterior y de agrupar los términos
adecuadamente se obtiene:

2+ P+ y+ 4+ y+ =0, (6.1)
donde
=a’+b’—¢a’, =a+b>—-¢b’, =-2¢ab
=-2,@+b)—2a, =-2,@+b) -2

—@ B R

La expresion (6.1) serd denominadae a i ngeneral e na ni ay por tanto toda cénica
tiene una ecuacion polindmica de segundo grado en dos variables.

Para determinar una circunferencia es necesario conocer tres puntos de ella. Para determinar
una conica es necesario conocer mas de tres puntos puesto que la ecuacion (6.1) posee seis
incégnitas , , , , y .Dividiendo entre una de ellas (no todas pueden ser nulas) se obtie-
ne una ecuacién con cinco coeficientes. Por ejemplo, si  # 0 se tiene

2+ /y2+ /y+ "4 /y+ /:0'
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En efecto, cinco es el nimero de puntos que se necesitan para determinar una cénica no degene-
rada. El primer matemadtico que prob6 este resultado fue Blaise Pascal. En 1639, a sus dieciséis
afios, B. Pascal (1623-1662) logré demostrar el siguiente teorema:

e

~

Teorema 11.6.1 (Teorema de Pascal)

Sean , 1 < < 6, seis puntos distintos de una cdnica arbitraria (una elipse en la figura
11.30 y una hipérbola en la figura 11.31). Considerar las rectas | que pasan por los puntos

, 41, 1 < <5ylglarecta que pasa por ¢ .Sean , = 1,2, 3, los puntos de
interseccion de las rectas |, | , 5. Entonces, los puntos |, ,y 3 estdn situados sobre la
misma recta.

- /

Notas. 1. La recta que contiene a los puntos ;, ,y 3 del Teorema 11.6.1 se llama
re ta e a al de los puntos dados.
2. Si alguna de las parejas de rectas |, | 5, =1, 2, 3, son paralelas se considera que se

cortan en el infinito.

3. Dados seis puntos distintos y ordenados en el plano, diremos que forman un «hexdgo-
no». Entonces el teorema de Pascal (Teorema 11.6.1) dice que «todo hexdgono inscrito en una
cOnica tiene una recta de Pascal asociada».

i rall.30 i rall3l

El teorema de Pascal puede utilizarse para demostrar que cinco puntos son suficientes para
determinar una conica. En efecto, supongamos que conocemos cinco puntos de una cénica |,
2 3 aY s.Sean || larecta que pasa por | ,y l,larecta que pasa por 4, 5. Sea el
punto de interseccién de |, y l,. Se observa que, por el Teorema 11.6.1, es un punto de todas
las rectas de Pascal de los hexdgonos inscritos en la conica con |, ,, 4, s cuatro de sus
vértices. Para cada recta | que pasa por sean y los puntos de corte de las rectas , 5y
5 4 con la recta |, respectivamente. Sea | el punto de interseccién de las rectas 5
y 1
El hexdgono , ., 3 4, 5. | tiene por recta de Pascal a I, luego | es un punto de la
cénica. Por tanto, variando | se obtienen todos los puntos de la cénica.
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i rall32

No se conserva la demostracién de B. Pascal del Teorema 11.6.1. Se sabe que la hizo por-
que se conserva un escrito de G. W. Leibniz alabando la demostracion de B. Pascal del teorema
del «hexdgono». Una demostracién del Teorema 11.6.1 para una circunferencia puede verse en
el libro Geometry revi ite (H. S. M. Coxeter, S. L. Greitzer, MAA, 1967) en donde se usa el
teorema de Menelao y pudiera ser similar a la que disefié B. Pascal.

La forma actual de demostrar el teorema de Pascal usa geometria proyectiva. Esto reduce el
caso general del Teorema 11.6.1 a un caso tan especial que resulta trivial. También puede de-
mostrarse el teorema de Pascal utilizando el «principio de dualidad» que puede enunciarse en
este contexto diciendo que si se intercambian «puntos» por «rectas», «cortar dos rectas» por
«unir dos puntos» y «puntos de la cénica» por «tangentes a la conica» todo teorema cierto se
convierte en otro teorema cierto. Con la ayuda de este principio, Ch. J. Brianchon (1785-1864)
demostré en 1806 el teorema de Pascal. La demostracion de Brianchon se encuentra elegante-
mente expuesta en el libro irar y ver, de M. de Guzman (Editorial Nivola, 2004).

Otra demostracién del teorema de Pascal puede verse en nvitation to geometry (Z. A. Mel-
zak, John Wiley & Sons, 1983), en donde se combina la geometria y el dlgebra para conseguir
el resultado.

11.7. DETERMINACION DEL TIPO DE UNA CONICA

Lae aingeneral e na niaen una referencia ortonormal, que se obtuvo en (6.1), se
escribe de la forma

ay *tapytayy +ta +ayt+a=0, (7.1)

donde los coeficientes son nimeros reales.
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Nos preguntamos ahora si toda ecuacién de la forma (7.1) representa una cénica y en caso
de que la represente de qué tipo de cOnica se trata. La observacion fundamental se hizo ya en la
seccion 11.5 y es que las cOnicas que tienen sus ejes paralelos a los ejes coordenados no poseen
el término Yy, y que los términos en y en y pueden ficilmente eliminarse mediante tras-
laciones.

Los términos a,, > + a,, Y + a,,Y* se denominan arte rin i al e (7.1) y pueden escri-
birse de la forma

2
ay “tapytany’=(,y) <aa;/12 a;z/ ><y> R <y> 7
1 2

como puede comprobarse facilmente.

Para eliminar el término Y en (7.2) procedemos de la siguiente manera: la matriz s una
matriz (real) simétrica; en el Capitulo 8 se demostré que puede diagonalizarse mediante un
cambio de base ortonormal y que sus autovalores son reales. Sea  la matriz de cambio de base;
puesto que  transforma una base ortonormal (la candnica) en otra base ortonormal debe ser
una matriz ortogonal; como las tinicas matrices ortogonales en R? son las de los giros y las
simetrias, si imponemos, ademads, que la nueva base conserve la orientacién, debe ser la ma-
triz de un giro.

Si ( 1, Y;) son las nuevas coordenadas se tiene

) ()

y puesto que '= ~'(yaque es ortogonal) (7.2) puede escribirse de la forma

_ —1 1) _ 210 1\ _, 2 2
.y <y>—( 1 Y1) <Y1> ( 17y1)<0 12><y1> A1t Yy

donde A, y 4, son los autovalores de . Hemos logrado, pues, eliminar el término Yy mediante
un giro de los ejes coordenados que los sitda en las direcciones de los ejes de la conica, dadas
por los autovectores de

La ecuacién (7.1) se transforma ahora en

T+ Lyl +b,  +by, +bh=0. (7.3)

Antes de realizar ejemplos pasamos a estudiar los posibles casos que pueden presentarse
en (7.3).
0=\ |= 2412, >0.

En este caso los autovalores 4;, 4, tienen el mismo signo y siempre podemos suponer que
son positivos en (7.3) cambiando de signo si es necesario y 4; < 4,. Puesto que (7.3) puede
escribirse de la forma

A +ﬁ2+z y+&2—b%—b—§+b=0
U2, UM 2a,)  4n 4, ’
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la traslacién dada por

b,
2o
b,
+
Y2 =Y 2,
transforma la cénica en
BERN R
a1/
bi | b3
donde = i + L b. Como en (7.3) podemos suponer que A, > 4, > 0, hemos de tener
1 &)
1/A, = 1/2, y, por tanto, la ecuacion anterior es la de una elipse con los focos en el eje  , si
> 0.
Si = 0 se obtiene un punto y si < 0 la ecuacién (7.3) no tiene solucién en R>.
Y, A
X2
i ralls33

En este caso la cénica se dice que es de ti o eli ti o.
o= 1= Mh4 <O.

En este caso 4, y 4, tienen distinto signo y, por tanto, siempre podemos tomar A, > 0,
A, < 0. Mediante una traslacién como en el caso I, la ecuacion (7.3) se transforma en

A %4‘ /12)/%:

Si  # 0, se tiene una hipérbola no degenerada; si = 0, se tiene
Y= = P 2

y la hipérbola degenera en un par de rectas de pendiente + /%, que pasan por ( », Y,)=(0, 0).
2
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e

N/ |
y,

i rall34

En este caso la conica se dice que es de ti o i erb li o.
o=\ |=44=0.

En este caso siempre podemos tomar A, = 0, 4, # 0 (observad que los dos autovalores no
pueden ser nulos a la vez, ya que entonces = 0). Por tanto, mediante un giro adecuado, (7.3)
se transforma en

yi+b,  + by, +b=0. (7.4)

Si b, # 0 la ecuacién (7.4) puede escribirse de la forma

y +&2+b +£— b =0
2\ Y 2, "\' b, 44,b,)

y, por tanto, la traslacién

b B
2= T T anh,
b,

)’2=y1“'gL2

. iy 1 2

nos permite escribir y3 = — PR que representa a una parabola no degenerada con el foco en
%)
la direccion de ,, que es la dada por el autovector correspondiente a 4, = 0.
Y2 Y2
X X3
b1)'2 <0 bl)”Z >0
i rall35

Si b, = 0, la ecuacién (7.4) puede escribirse de la forma

P (PR A VPR
2\Y1 7o, 45,




538 Capitulo 11.  Secciones cénicas

y, por tanto, la traslacién

2= 1
Y2=Y1 2,
> b3
la transforma en y; = — —,donde =b——-—.Si ——>0,y,= + | — — representa dos
As 47, As As
rectas paralelas, si — — = 0 se obtiene un punto, y si — P < 0 se obtiene el conjunto vacio
2 o)

en R?. Estos casos corresponden a cénicas degeneradas.

\/

i rall.36

En este caso la cOnica se dice de ti 0 arab li o.

k * *

A continuacién realizamos varios ejemplos en los que dada una ecuacién polinémica de
segundo grado en dos variables, tratamos de identificarla y de encontrar sus elementos geomé-
tricos: ejes, focos, vértices, asintotas, centro y directriz. De ahora en adelante cada vez que pi-
damoset iar na e i n nia,nos referiremos a encontrar todos sus elementos geométri-
cos, asi como indicar su tipo y escribirla en forma candnica.

EJEMPLO A. t jarla e in nia3?—2y+3y*+2 —4y+1=0. Puesto que

3 -1 . ..
= <_ | 3) | | =8> 0y, por tanto, es una cénica de ti 0 eli ti 0. Los autovalores de

son las soluciones de la ecuacion

0= ‘=(3—,1)2—1=12—6;L+8=(,1—4)u—2);

3—-4 -1
-1 3—-1

podemos elegir A, = 2, 1, = 4 para que tengamos A; < /,.
Tratamos ahora de encontrar los nuevos ejes de manera que el término —2 Yy desaparezca.

Para ello calcularemos:
1 —1 0
= @ =
-1 1)\y 0 Y.
-1 -1 0
= @ e .
-1 —1/\y 0 y

Ker( —2):

Ker( —4):
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X1
1

Ker(4-21)

Ker(4—-41)
i rall.37

Elegimos estos ejes como nuevo sistema de coordenadas, de manera que la matriz ~ del

cambio de base es
s

1 1 -1 1
yaque ;| =|—=,—= ], 2 =|—=,—= ). Observar que es la matriz de un giro de 45° con
1 <ﬁ ﬁ) : < ﬁ)

(- )6 G

1 1
:ﬁ( 1Y y:ﬁ( 1ty

Sustituyendo en la ecuaciéon dada se obtiene

o bien

3 2 3 2
5(1_)/1) — (1 =y 1+Y1)+5( Hy)T+

1 1
2\%( 1—)’1)_4%( 1 ty)+1=0,
que simplificando se transforma en

6

2
2?+4y%—ﬁ l—ﬁy1+1:0.
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Puesto que esta igualdad puede escribirse de la forma

S T
zﬁ 4\/5 8 8 ’
la traslacion
_ 1
2= 1*;
3

3
nos permite escribir 2 3 + 4y3 = 3 o bien

R (A
3/16  3/32 ’
que es la ecuacién candnica de una eli e; cuyos semiejes son a = i b= 3—2
Si  es el centro de la elipse, las coordenadas de  en el sistema de referencia { ; |, )}

son

(vria)

Por tanto, las coordenadas de  en el sistema de referencia { ; €, €,} son

LT 0 S v S

El eje principal es paralelo a Ker( — 2 )y, por tanto, es

5

1w

ya que pasa por . El eje secundario es paralelo a Ker( — 4 )y pasa por ; por tanto, su
ecuacion es

Finalmente,
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=

o \

. . 1 —1
EJEMPLOB. t iarla nia >—2y+y*+4 —6y+1=0.Puesto que =< >

| |=1—1=0y, por tanto, es una cénica de tipo arab li 0. Como

1-2 -1
‘ == —1=1-22+2-1=2-2]

-1 1-4

los autovalores de son 4, = 0, 4, = 2.

Ker( —0)=Ker( ):

bl ~(° —y. Tomar = —— (1,1
—1 1 y - 0 had _y omar 1_\/5(’ )

Ker( —2):
-1 -1 0 T _ 1 (—1.1)
= =< = -V =—=(—11).
1)y 0 y omar 5 ﬁ
Considerando como nueva base { |, ",}, que estd girada 45° con respecto a la base candni-

ca, el cambio de coordenadas es

-0 )
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o bien

Sustituyendo estos valores de

0- 7+2y7 +

o bien

i rall39

1

1
\/5( YD yzﬁ( 1ty

ey en la ecuacién dada obtenemos

4

\/5(1_)’1)

6
— ity =0
2

NG

10

2
2_ = -
2yl \/5 1 \/E

y, +1=0.

Completando cuadrados obtenemos

s B

con lo cual la traslacion

la transforma en 2y; —

2
7

NG

VRN
8

2 1 2

5
Yz—yl—z\—ﬁ

» = 0. Se trata, pues, de una pardbola cuya forma candnica es

2

1
Y2=ﬁ 2-
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A
1
2V2
— F _
o z
i rall.40
T 5 1 1
enemos que 2 =—— < =—F.
\/E 2\/5
, , J2 252 5 ,
El vértice de la pardbola en el sistema ( |, ;) es {—— — ———, ——|; en el sistema de

referencia canonico su vértice es
<> 11 =1\ (22— 2528 <1/2—25/8—5/4> <—31/8>
y) J2\1 1 5/2,/2 1/2 — 25/8 + 5/4 —11/8/)
El eje principal pasa por el vértice y tiene ~; como vector director; por tanto,

PEEE I
YyrTg = Ty T YT Ty

El eje secundario pasa también por el vértice y tiene , como vector director; por tanto,
N 11 N 31 21
—_— = — —_ <= = — —_ .
A 8 y 4

del vértice, en el eje principal; como el eje principal estd inclinado

1
El foco esta a distancia
4ﬁ

45° con respecto al eje se tiene

31 1 11

1
=| ——+—=cos45°, — — + ——=sen45° | =
< 8 4.2 8 4.2 )

31 1 111 30 10 155
=-=+s,—=+z)=-= ——=|=(—-——=.5)
( 8§ 8 8 8) < 8 8> ( 4 4)
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Puesto que la directriz ha de ser paralela al eje secundario, su ecuacion serd de la forma
+y+ =0, donde

——= ( , directriz) =

NG

21 22 11
1 ’ 42 ‘ 4 4 4 2
— = | - — PN <>
4 8 121 _20_,
4 4 4

11
Larecta +y+ > = 0 es la directriz, ya que larecta + Yy + 5 = 0 corta al eje principal en

+y+5: 15
s =—— y=—

5
4 4

y, por tanto, pasa por el foco.

11.8. INVARIANTES DE LAS CONICAS Y REDUCCION
A SU FORMA CANONICA

Una ecuacion de segundo grado en las variables ey es de la forma

a,’+a,y+ta,y+a +ay+a=0,
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que también podemos escribir como

a;;  ap/2 a2
(,y. D{an/2 an a2|fy|=C.y.1D [y|=0, (8.1
a,/2 a2 a 1 1

lo que puede comprobarse ficilmente. Las ecuaciones anteriores reciben el nombre de  rva
e eg hogra o.

Definicion 11.8.1

Se denominan in ariantes de una curva de segundo grado a cualquier expresién formada por
los coeficientes de su ecuacién que no varia al cambiar de un sistema de coordenadas a otro
mediante un giro o una traslacion.

Ve N\
Teorema 11.8.2

Son invariantes de la curva de segundo grado dada en (8.1) los siguientes:

a; ap/2 a2
s A=lap/2 a, a2,
a,2 a/2 a

_(an  ap/2 b = a,/2
o ("’112/2 ) > Y - <a2/2>

la ecuacion (8.1) se escribe de la forma

a;;  ap/2

=a; +a , 0=
" 2 a2/2 Ay

Demostracion. Con

X X
(x, y, D y|=y DA[y|=0. (8.2)
1 1

En la seccién 10.1 se demostré que un cambio de referencia se escribe de la forma

<y> - <y> i < ;>

con € ,,,(R) matriz de cambio de base. Este cambio puede escribirse como

X x’
y|= Y
1 01 1/\1
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con = ( "). Como la matriz de un giro es ortogonal se ha de tener - '= . Sustituyendo
2

en (8.2) se tiene

c | o\la, | b\[C | p
0=y, D y'
o v a)\o ]| 1)
En consecuencia
C'AC | C'Ap + C'b x’
0=y, D '

p'A,C + b'C ‘ pAgp +b'p +p'b+a 1

Poniendo

podemos escribir

0=y, D

La demostracion del teorema se termina con las siguientes observaciones:

Puesto que
c' |0 C | p )
ATl =1l — A = |ClA[IC] = |A]
Pl o |1
se tiene que A = | | es invariante.
Puesto que = ', se tiene que 6(i)=| b= l=1 vy =AY =] o—4]=
= O(/l). Pero
W lag A ap2 ,
=" 2/ =2 =@ Fap) it (@8, —ap/4) =17 —traza( )i +]
0 apf2 anp—4
y andlogamente (1) = J? — traza( ()4 + | {|. Como ambos polinomios son iguales
se ha de tener traza( ) = traza( ¢) = y| ¢l =] o = . Portanto, y J también son
invariantes.
k % k

Con la ayuda de los invariantes puede darse una clasificacion de las conicas y hallar facil-
mente su forma canénica. Consideremos la conica dada por (8.1).
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Sié = 4,4, > 0 estamos en el caso de la seccion 11.7 por lo que una forma candnica es

P4, = (8.3)
Como
A0 0
A=10 4, O0|=—-4d =-§,
0 0 -—
A
se tiene = — 5 Si A # 0, para que (8.3) tenga solucion, A debe tener distinto signo que /4, y

/s, €s decir signo (A) # signo (4, + 4,) o, equivalentemente, A- < 0, donde = 4, + 4,, con
lo cual (8.3) es la ecuacion de una eli e. Cuando A- > 0, (8.3) no tiene soluciones reales. Si
A=0, =0ycomo 4,y 4, deben tener el mismo signo por ser d > 0, se tiene un  nto.

Sio = 4,4, <0estamos en el caso  de la seccion 11.7 por lo que una forma candnica es
de nuevo como en (8.3), con 4, y 4, de signo distinto ya que 6 = 4,4, < 0. De nuevo, como

A=—0 setiene = — 5 Si A # 0, (8.3) siempre tiene solucién, y representa una i rbola.
Si A = 0 (8.3) corresponde a un par de rectas secantes de ecuaciones
_ + - /11
- As

Si 6 = 0 estamos en el caso de la seccion 11.7. Podemos tener

o 2+b =0 , b#0 (8.4)

[eN

b T+ =0 (8.5)

como formas candnicas de (8.1). Para (8.4)

0 0 b2 0 e
A=|0 =—ly—=— —
, 0 g ;70
b2 0 0

A A
con =4, #0.Portanto A #0yb =+ |—4 —. Observar que —4 — = b” es siempre posi-
s

tivo en este caso y (8.4) representa una ar bola.

Para (8.5),
0O 0 O
A=|0 4, 0/=0
0 0

y aunque no puede determinarse con los invariantes que tenemos, sabemos que la ecuacion
(8.5) representa dos re ta o bien aralela , o bien oin i ente (cuando hay solucién). Cada
uno de estos casos puede distinguirse factorizando (8.1) (ver ejemplos B y C).
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[ RESUMEN ]
r
CURVAS DE SEGUNDO GRADO O CONICAS
a”xz + apxy + a22y2 +ax+tayta=0
[ INVARIANTES ]
a ) ay  ap/2 a2
s=a; tap, 0=|A]= 4 1}2 ;2 . A=lap/2 ay a2
12 2 a2 a2 a
[ AUTOVALORES ]
pAN=1A—M|=22—5I+0 , 5=+l 6=2N1l.
.
r
CLASIFICACION DE LAS CONICAS SEGUN SUS INVARIANTES
0>0 )
Elipse
A A s < O
5?50 ;u|X2+22Y2+5:0
A#0 0<0 Hipérbola
5 —4A .
0=0 LY =+ X Pardbola
s
0>0 Un punto
5#0 WX+ L,Y2=0
5<0 Par de rectas
A=0 secantes
5=0 LY +c=0 Rectgs paralelas' o coincidentes
L (si hay soluciones reales)
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EJEMPLOA. e ira orma anniala nia ?+2y—y*—6 +4y—3=0.

1 1 -3 1 1 -3

1 1
5=‘] _]‘=—2 ; A= 1 -1 2[=10 =2 5/=24—-25=—-1#0.
-3 2 -3 0 5 —12
Por ser 6 = —2 < 0 se trata de una curva de tipo hiperbdlico y por ser A # 0 se trata de una

conica no degenerada: una hipérbola.
Los autovalores de su parte principal son:

=—(1-D1+DH-1=-1+2-1=7-2
1 —-1-4

=2 0= 2

la forma candnica de la hipérbola es ﬁ 2 \/Eyg = ,donde A=—-0 = = —

—1 1
=——=- 5 Por tanto, tenemos

‘1—2 1 ’
0= .

-2
2 2 1
\/5 2~ \/Eyz 75
o bien
2 2
2 Y2
+ = 1.
1 1 !
2./2 22
Haciendo , = ,y, = setiene
2 2
— =1
1 1

y, por tanto, se trata de una hipérbola equildtera, es decir,a = b = (‘\‘/g)* L

EJEMPLOB. e ira orma annia(ie oible)la nia

Z+3y+2y7+2 +5y—-3=0.

o 1 32 1 1 32 1
2= ¢ A=Ppro2 sei=lo -4 1 =0

-]
1 52 =3 0 1 —4

T)
= 2 —_
32 2 ‘

Se trata de una conica de tipo hiperbdlico degenerada: dos rectas que se cortan. Para encontrar
estas dos rectas consideramos Y fija y resolvemos la ecuacion de la cénica para :

2+ @By +2) +Qy*+5y—3)=0,
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-3y 24 O+ 12y +4 -8y 20y + 12

2
-2y -6
oy 2+ o8y t16 y-2+4y-4 /S o V73
- - T\ —dy+2
2 2 N2

Por tanto,
243y 427 +2 +5y—3=( +y+3)( +2y— 1.

*0 ok ok

EJEMPLO C. eterminarelti o ela ra >+4y+4y>—2 —4y—3=0yre irla
a orma anniaie oible

- 12 -1 12 -1
5=‘2 4‘=4—4=0 , A=| 2 4 —2/=| 0 0 0/=0.
-1 -2 =3] |-1 -2 -3

Se trata de una curva de tipo parabdlico degenerada: dos rectas paralelas, coincidentes o un
punto. Procediendo como en el ejemplo B, se obtiene:

PHA4y+4Ay -2 —dy-3=( +2y-3)( +2y+1)

y se trata, por tanto, de dos rectas paralelas.

11.9. DETERMINACION DEL CENTRO Y DE LOS EJES

PRINCIPALES DE UNA CONICA CON CENTRO

Supongamos que
(.y)=a, *+a, y+apy*+a +ay+a=0 ©.1)

representa una conica no degenerada (es decir, A # 0) y que tiene centro (es decir, es una elipse
o una hipérbola y, por tanto J # 0). Las definiciones de A y J se dieron en el Teorema 11.8.2.
En la seccién 11.8 se ha descrito un método para obtener la forma candnica de una cénica
sin necesidad de realizar un giro y una traslacion; este método es rdpido en cuanto a la obten-
cion de la forma candnica, pero no permite calcular los ejes de la conica. En esta seccion ex-
pondremos un nuevo método para calcular los ejes de una cdénica con centro.
Sabemos que los vectores directores de los ejes son los autovectores de la matriz

_ < an 312/2>
ap/2  axn
y son, por tanto, facilmente calculables. Conocidos los vectores directores, los ejes quedan de-

terminados si encontramos el entro de la conica, por el cual necesariamente deben pasar los
ejes. Supongamos que su centro es («, f§); entonces la traslacion

<y> B <y:> ! (2) 02
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debe transformar (9.1) en una cénica que no posee términos en ' ni en Y. La traslacién (9.2)
sustituida en (9.1) produce

con

an( Y +an’y Fany)Y+b +bhy+b=0

b, =2a,,a +a,p+a ,

Observar que

b, =a,,a +2a,f + a,

0 0
|:)l = 8_ (O(’ ﬁ) B b2 = a_y (OC, ﬁ)

Por tanto (o, ff) es solucién del sistema

0

2a,, tapy+a =0

Observar que este sistema tiene una solucion tnica, puesto que

ap

ap

*k * *

=40 #0.

ela

’

b= (x p).

rbola eleem lo

EJEmMPLO C. eterminar el entro, lo ee yla a intota
lae inll8 *+2y—y*—6 +4y—3=0.
Sabemos que 4, = \/5, Ay =— \/5 y que la hipérbola puede escribirse de la forma

2 2
2 Y5
LS —
1 1 !

NN

en un sistema de coordenadas en la direccién de los nuevos ejes y que se corten en su centro.
Observar que Y, es el eje principal, mientras que , es el eje secundario.

Y, A ,
A\ /4
A\ Z
N 2
N /
AN /
\\/{/
7 |\ X2
/ AN
/. N
Y7 \
7 N
Vs \§
S \N

i rall42
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Un autovector correspondiente a 4, = \/5 es:

(L = o e e

1

Un autovector correspondiente a 4, = — \/5 es:
1+ \/5 1 0
= 1+./2) +y=0 ; H=(1,—-1-./2).
(0 () 6) = e o s
La pendiente del eje principal es ,=—1— \/5 y la pendiente del eje secundario es

El centro de la hipérbola es la solucién del sistema

0
—=2 +2y—6=0
3 y
¢ _ 2 —2y+4=0
oy 4
1 5 . o
De aqui se deduce que =5 y = 3 La ecuacién del eje principal es, por tanto,

y§=(1+ﬁ)< %)

y la ecuacién del eje secundario es

y-2=(-1+ 2)( %)

La gréfica de esta hipérbola se representa en la figura 11.43.

=Y

i rall43
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Puesto que se trata de una hipérbola equildtera sus asintotas son las bisectrices de sus ejes
y, por tanto, forman un dngulo de 45° con ellos. Si y y ¢ son los dngulos de la figura 11.43 se
tiene que

tg(y +9)=

tey +te d 2 2/2+2
gy g_f:fz G

I—tgygs 2- /2

que es la pendiente de una de las asintotas; su ecuacion es
5 1

-——=01+/2 - =

y=5=0+2) < 2)

La otra asintota es perpendicular a esta y, por tanto, su ecuacién es

5 1

-——=01-2 - =

y=S=0-y2 < 2)

Observacion. Las asintotas de una hipérbola también pueden hallarse mediante procedi-

1
mientos de cdlculo; basta observar que las asintotas deben ser de la forma y — 5= m< - 5)

(ya que pasan por el centro de la hipérbola) y que deben satisfacer

2 44+ /42+16+16 +42-24 — 12

2 1+./2

I = lim =
— 0 m
+

3

|
N3
SERY)

Por tanto, m =1 + /2, que es el mismo resultado que habiamos obtenido anteriormente.

k * *k

11.10. DETERMINACION DEL VERTICE Y DEL EJE
DE UNA PARABOLA

Supongamos que la ecuacién
(,y)=a,, *+a,y+any +a, +ay+a=0 (10.1)

determina una parabola, es decir A # 0, 6 = 0. El eje de la pardbola tiene como vector director
cualquier autovector correspondiente a A, = 0; si ; es la pendiente de este eje, solo es necesa-
rio conocer el vértice de la pardbola para determinar su ecuacion.

Para determinar el vértice observamos que el eje secundario es tangente a la pardbola en el
vértice (ver figura 11.44). Derivando implicitamente en la ecuacién (10.1), la pendiente de la
tangente a la pardbola satisface

9 .9 4
0 TayY TV
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X2

i rall4a4
Por tanto, el vértice ha de verificar
. =— M (10.2)
i a0 Joy
Como el vértice debe estar en la pardbola ha de satisfacer
(,y)=0. (10.3)

Las ecuaciones (10.2) y (10.3) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas que
permite determinar el vértice.

EJEMPLOA. eterminarel v rtieyelee ela arbola >—2y+y*+4 —6y+1=0
(ejemplo B de la seccién 11.7).

I -1

) son A; =0,

Puede comprobarse que 0 =0 y A # 0 y los autovalores de <

A, = 2. Un autovector correspondiente a 4, = 0 es

()G - o

y por tanto la pendiente del eje de la pardbola es | = 1. Derivando implicitamente en la ecua-
cién de la pardbola obtenemos

2 —2y+4)+ (=2 +2y—06)y =0.

Como la pendiente de la tangente a la pardbola en el vértice es — — = — 1, se tiene
1

2 —2yt+4
- ==1 = 2 —2y+4=-2 +2y—6
-2 +2y—6

2 —2y+5=0. (10.4)
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El vértice es la interseccidn de la pardbola con la recta =Yy — 5; por tanto
) 2 My 4yt 4 > 6y +1=0
y > y 2 yry y 5 y =0,
11 31 . . 31 11 .
de donde se deduce que y = — R =— 3 El eje pasa por el vértice [ — FR) y tiene

pendiente 1, con lo cual es la recta dada en (10.4).

EJERCICIOS (Secciones 11.7, 11.8, 11.9y11.10)

En los siguientes ejercicios hacer un estudio lo mds detallado posible de las siguientes coni-
cas (es decir, indicar el tipo, forma candnica y elementos geométricos de la cénica y hacer un
esquema).

1. *+y*+2y—7 —5y+7=0.
2. 2 —2%+y*+4y—1=0.

3. 24y’ +4 —4y—2y=5.

4. 224y +2y+2 +1=0.

5. 82+ 17y*+12y—8 — 16y =38.
6. +4y+4y—6 —12y+9=0.
7. ?—y*+2 +6y=13.

8. 22— y+2 +5y—-3=0.
9. *—vy'+ —1=0.

10. Sy +52—1—-8y+4 —2y=0.
11. y*—4y+4 +42—-2y+3=0.

12. Reducir la cénica 3 >+ 3y* —2 y + 18 + 10y + 19 = 0 a su forma canénica. Hallar
los ejes, el centro y los focos de la cénica correspondiente y dibujarla.

13. Indicar el tipo y poner en forma candnica la cénica > +y>*+2y —7 —5y+7=0.

14. Demostrar que las ecuaciones siguientes representan hipérbolas y encontrar sus asintotas:
a) ‘H+4y+yr=1.
b) 112—24y+4y*+6 +8y=—15.
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15. Demostrar que las ecuaciones siguientes representan pardbolas y encontrar su eje y su
vértice:

a) 16 2—24y+9y*—30 —40y =0.
b) 16 2—24y+9y*—30 — 40y =>5.

16. Clasificar, para distintos valores de los parametros o, ff («, 5 € R), las conicas de ecuacion

a2 +2y+toay+ @+ p( +y)+1=0.

11.11. HACES DE CONICAS

En la seccién 11.6, a partir del teorema de Pascal (11.6.1) se demostré que cinco puntos de
un plano son suficientes para determinar una cénica. Dados los cinco puntos, la construccién
dada en la seccion 11.6 basada en el teorema de Pascal va proporcionando, uno a uno, los pun-
tos de la cénica que determinan.

En esta seccidn, se utilizardn los llamados a € e ni @ como herramienta para encon-
trar la ecuacién de la conica que determinan cinco puntos dados o, mds en general, las cénicas
que satisfacen una serie de condiciones geométricas dadas.

Para ello, recordamos primero el caso de las rectas en un plano. Es claro que existen infini-
tas rectas que pasan por un punto fijado en un plano y, entre ellas, solo una pasa ademas por
otro punto  distinto de

Por ejemplo, si = (3, 2), la ecuacion

y—2=m( —3), meR,

describe el haz de rectas por y se obtiene «combinando» la ecuacion de la recta horizontal por

(y —2 =0) con la de la recta vertical por ( — 3 = 0). (Larecta vertical — 3 = 0 corres-
ponde al caso en que la pendiente m se hace infinitamente grande).

Dado otro punto  distinto de , por ejemplo = (4, 5), hay una tnica recta del haz de

rectas por que, ademds, pasa por , puesto que la condicidén «pasar por equivale a la

ecuacion lineal en la incégnita m dada por
5—2=m¢ —3),

que determina un Unico valor de m, en este caso, m = 3. Asi, larectay — 2 =3( — 3), es
decir, y =3 — 7 es la iinica que pasa por los puntos fijados y (ver figura 11.45).

En general, por dos puntos distintos de un plano pasa una tnica recta, puesto que la ecua-
cién de una recta en un plano,

+ y+ =0

tiene 3 coeficientes reales, no todos nulos, con lo cual, dividiendo por uno de ellos distinto de
cero, la ecuacion depende de dos pardmetros reales. Pasar por dos puntos distintos de un plano
impone dos condiciones lineales independientes en esos dos pardmetros y, por tanto, los deter-
mina de manera Unica.

Andlogamente, en el caso de las cénicas, la ecuacién de una cénica depende de cinco para-
metros reales (tiene seis coeficientes reales no todos nulos, luego dividiendo por uno de ellos
distinto de cero, depende solo de cinco parametros reales).
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i rall4s

Sucede entonces que, dados cinco puntos, pasar por ellos impone cinco condiciones lineales
en los pardmetros de la conica, que son linealmente independientes si los puntos estdn en posi-
cién general y, por tanto, los determina de manera tnica.

Para encontrar la conica que efectivamente pasa por los cinco puntos dados, se pueden con-
siderar primero cuatro de ellos que dardn lugar a un haz de cénicas dependiente de un parame-
tro real y, después, imponer a las conicas del haz que pasen por el «quinto» punto, lo cual deter-
minard de manera unica el valor del pardmetro.

El haz de cénicas que cumple las cuatro primeras condiciones se construye facilmente com-
binando las ecuaciones de dos conicas del haz, |y ,, que cumplan las condiciones pedidas
(tal como ocurria al combinar las rectas horizontal y vertical por un punto para escribir la
ecuacion de un haz de rectas por ).

Asi,si | =0y , = 0denotan dos cénicas que cumplen las cuatro condiciones considera-
das, se tiene que

1 + 2 - 0 N S R,
es la ecuacion del haz de conicas buscado. (La cénica , = 0 corresponde a un valor de infi-

nitamente grande). En la prictica, se prefieren cénicas |y , degeneradas (parejas de rectas
distintas o coincidentes) por la comodidad al escribir sus ecuaciones.

EJEMPLO A. eterminarla  nia e aan orlo no =, —1), =(-1,0),
=(1,3y =(—2,3). nontrar,entreella,la nia nia e aem , aa or
= (0, 0).

Se construye primero el haz de cénicas que pasan por los cuatro primeros puntos dados,
cuya ecuacion es:

=0 e R,
con ;y ,conicas pasando por los cuatro puntos.
Se puede tomar como | la pareja de rectas r;, ;, con r;:3 +y+ 3 =0, la recta por
=(—1,0)y =(-2,3),y ;: —1=0,larectapor = (1, —1)y = (1, 3). Es decir,

13 +y+3)( —1)=0.
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S1
I S S $2
1 2 3
L _ 29 A
TN
i rall4é6

Se puede tomar como , la pareja de rectas r,, ,, con I,: + 2y + 1 =0, la recta por
=, -1)y =(—-1,0),y ,:y—3=0,larectapor =(1,3)y = (—2,3). Esto es
i +2y+ Dy —3)=0.

De esta forma, la ecuacion del haz de cénicas por los puntos = (1, —1), =(—1,0),
=(1,3)y =(—2,3) (ver figura 11.46) es

B +y+3)( - D+ ( +2y+D(y—3)=0 , eR
o también
3242y +( +1)y—-3 -G +DHy—-B3+3)=0 , eR (11.1)

Observar que existe otra posibilidad para las cnicas |y », a saber, la pareja de rectas I,

con r larectapor =(—1,0)y =(I,3), de ecuacién 2y —3 —3 =0y la recta por
=(l, -1y =(—2,3),cuyaecuaciénes 3y +4 —1=0.

Entre todas las cénicas de (11.1), la que pasa por = (0, 0) corresponde al valor de que se
obtiene sustituyendo =Yy = 0 en la ecuacion anterior, es decir, = — 1. Por tanto su ecua-
cion es

32243 +4y=0.
Completando cuadrados en esta ecuacion, se obtiene

(y— 1y O+ 127
5/8 512

que corresponde a una hipérbola con centro en el punto (—1/2, 1), con ejes paralelos a los ejes
coordenados (en esta hipérbola, el eje principal, que contiene a los focos, es la recta vertical
5 5

=—-1/2)yl iej -, =
/2) y los semiejes son 2\ 12
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i rall47 C nica uepasaporlospuntos =(1 —-1) =(-1 ) =(@13)
=(=23 =( )

*k & *k

En los siguientes ejemplos, una de las condiciones impuestas a las cOnicas consiste en fijar
la recta tangente en un punto.

En estos casos, geométricamente, el punto de tangencia se considera como la posicion limi-
te de una pareja de puntos de la conica que se aproximan hasta coincidir en el punto de tangen-
cia. Por ello, una cénica que cumple la condicién impuesta puede ser una pareja de rectas for-
mada por la recta tangente y otra recta apropiada, segun el resto de las condiciones.

EJEMPLO B. eterminarla nia e aan or =(1, —1), =(—1,0), =(1,3),
tangenteen = (1,3)e laretay=3,yaem aan or =(0,0).
En este caso, para construir el haz de cénicas que cumplen las cuatro primeras condiciones,
se puede tomar como ; la pareja de rectas r;, ; con I la recta que pasapor =(—1,0)y

= (1, 3), cuya ecuaciones 2y —3 —3 =0,y ;larectapor = (1, —1)y =(1,3),de
ecuacion  — 1 = 0 (ver figura 11.48). As{

112y =3 =3)( —1)=0
es una pareja de rectas que se cortanen = (1, 3).
La cénica , se toma como la pareja de rectas r,, , con I,: + 2y + 1 =0 la recta por

={, -1y =(-1,0),y ,:y—3=0, es decir la tangente que se ha fijado en el punto
= (1, 3) (ver figura 11.48). Asi

2 (+F2y+ Dy —3)=0.
El haz de cénicas que cumplen las cuatro primeras condiciones tiene por ecuacion
Qy—-3 =3)( -+ ( +2y+1H(y—-3)=0 , R (11.2)

Ahora, se impone la condicién de pasar por = (0, 0) a las coénicas del haz (11.2), lo que
implica = 1.
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Entonces, la tnica conica que cumple las cinco condiciones dadas es la que se obtiene para
=1, es decir, la de ecuacién

—324+2+3y—3 —7y=0. (11.3)

Podemos determinar qué tipo de conica representa (11.3) usando sus invariantes. Tenemos

-3 32 =32
-3 32
A= 32 2 —7R2\=48#0 , o= =-9<0,
32 2
—-3/2 —7)2 0
por lo que se trata de una hipérbola segtin el cuadro de la seccién 11.9.
54
C
=3
5] y
i rall49 C nica uepasaporlospuntos =(11) =(-1 ) =(123)

sutangente en eslarecta =3 tambiénpasapor =( ).
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EJEMPLO D. eterminar la nia yatangenteenel nto =(—1,0)e lareta
+2y+1=0, latangente enel nto =(,3)e laretay=23,yaem aan or
= (0, 0).

En este ejemplo, para escribir la ecuacion del haz de cénicas que satisfacen las condiciones
de tangencia dadas, se puede tomar como ;| la pareja de tangentes fijada (ver figura 11.50).
Asi,
O T2y + D(y—3)=0.

>
>

1 2 3
, I X+2y+1=0
/
_2_
,3_
i ralls0

Como coénica , se considera la recta que une los puntos de tangencia contada dos veces
(como caso limite de la pareja de rectas r y , con I una recta por dos puntos, uno en cada
tangente fijada, y otra de dichas rectas). De esta forma

212y =3 =37 =0.
El haz de cénicas tiene por ecuacion
( +2y+Dy—3)+ Qy—-3 —3*=0 , €R. (11.4)

Imponiendo que el punto = (0, 0) pertenezca a las cénicas del haz, se obtiene = 1/3,y
por consiguiente la tinica cénica que satisface las condiciones del enunciado es

2 10 2
3P+ Y -3y+3 —9y=0 (11.5)

Podemos determinar qué tipo de conica representa (11.5) usando sus invariantes. Tenemos
3 =32 3/2

A=|-3/2 103 -92|=-48<0 |, 5=‘
32 —9/2 0

>
4

3 =32 31
—3/2  10/3
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10

Como =3+ 3 = 3 se tiene A- < 0, por lo que (11.5) es la ecuaciéon de una elipse (ver
figura 11.51).

EJERCICIOS (SECCION 11.11)

C
-25 -2 -15 -1 50 05 1 15 2 25

05 N XTy+1=0

i rall5l C nicacu atangenteenA=(—1 )esx+2y+1= cu atangente
enB=(1 3)esy=3 pasaporC=( ).

>
>

1. a) Determinar las cénicas que pasan por los puntos = (5,0), =(,4), =(2,2),
= (8, 2).
b) Entre ellas, encontrar la que ademads pasa por el origen.
2. a) Determinar las conicas cuya tangente en = (1, 1) eslarectay = y que pasan por
=G, 1D, =@G,0.
b) Entre ellas, encontrar la que ademas pasa por = (1, 0).
3. Hallar la cénica cuyas tangentes en = (0, 0) y = (2, 1) son respectivamente las rectas
y+ =0, —2=0,queademds pasapor = (1,0).
4. Hallar las cénicas que son de tipo parabdlicao y tienenen = (0, 0) tangentey + =0,y
en = (2,1)tangente = 2.
5. Determinar las cénicas cuya tangente en = (0, 1) es una recta horizontal, su tangente en
= (—1, 0) es vertical y son de tipo eliptico.
6. Determinar las cénicas no degeneradas del haz de cénicas por =(—1,0)y = (1, 0),
cuya tangente en = (0, 1) es horizontal.
Biografia

polonio de erga naci6 en Perga (actualmente en Turquia) en el afio 262 a. de C. y muri6 en

Alejandria (Egipto) alrededor del afio 190 a. de C. Entre sus contempordneos era conocido co-
mo «El Gran Gedmetra». Su tratado  ni a (sobre las secciones cénicas) es uno de los mas
impresionantes trabajos cientificos de las civilizaciones antiguas. Muchos de sus escritos se han



Secciéon 11.11. Haces de cénicas 563

perdido, aunque algunos de sus titulos y un breve resumen de su contenido se conservan debido
a otros escritores, especialmente Pappus de Alejandria.

En su juventud, Apolonio estudié en Alejandria, el centro del saber cientifico en su época,
bajo discipulos de Euclides y mds tarde enseiid en la universidad de la misma ciudad. Visitd
Pérgamo, capital del reino heleno en la provincia de Anatolia, con motivo de la apertura de una
universidad y una biblioteca similares a las de Alejandria. Fue en Pérgamo donde escribié la
primera edicién de las  ni a .

Los cuatro primeros libros de las  ni @ han llegado hasta nosotros en su lengua original
(griego) y los tres siguientes traducidos al drabe. El libro octavo se ha perdido. El grado de
originalidad de las  ni a puede juzgarse por el prefacio del tratado. De acuerdo con Apolo-
nio los libros del 1 al 4 contienen un desarrollo sistemético de las principales propiedades de las
conicas, muchas de las cuales eran conocidas por Euclides y Maneachmus. El resto de los libros
conocidos son originales y se refieren a investigaciones sobre un problema particular.

Uno de los trabajos de Apolonio, obre e e o0, cuya existencia es conocida a través de
otros escritores de la antiguedad, demuestra que los rayos paralelos que se reflejan en un espejo
esférico no pasan por el centro de la esfera, como se crefa antes, y estudia las propiedades de los
espejos parabdlicos. En otro de sus trabajos, Im to or i 0, se asegura que Apolonio calculd
valores mds cercanos a w que 3% y 3;—?, que eran los calculados por Arquimedes.

laise ascal naci6 el 19 de junio de 1623 en Clermont-Ferrand (Francia) donde su padre
era magistrado. Su madre murié en 1626 y desde entonces su padre, que era también bastante
conocido como matemdtico, se dedicé a la educacion de sus hijos, Blaise y Jaqueline. Jaqueline
mostrd un talento precoz en el terreno literario y Blaise en el de las matemadticas. En 1640 pu-
blic6 un trabajo sobre las secciones cénicas, ai 0 rle oni e que despert6 la envidia de
personajes tan famosos como René Descartes (1596-1650), quien nunca pudo creer que aquel
trabajo fuera obra de un joven.

Su genio brill6 a gran altura en otros campos; asentd los fundamentos de la moderna teoria
del célculo de probabilidades, tal como se conoce actualmente; alrededor de 1646 comenzé a
interesarse por los principios de la hidrostdtica, la presién atmosférica y el vacio, realizando
experimentos que confirmaron las teorias de Galileo y Torricelli en estos campos.

En 1639 su padre fue nombrado administrador en Roven. Entre 1642 y 1644 B. Pascal pen-
s0 y construyd una maquina para ayudar a su padre en el cédlculo de los impuestos. Esta maqui-
na fue considerada por los contemporaneos de Pascal como su mayor legado para la posteridad;
de hecho, esta maquina puede ser considerada como el primer calculador digital.

Sin embargo, Pascal se hizo también famoso como filésofo de la religién y como escritor,
ocupando asi un lugar tnico en la historia del pensamiento. En 1646 Pascal comenz¢ a intere-
sarse por la religién, como consecuencia de una larga enfermedad de su padre. En 1654, des-
pués de una honda experiencia religiosa, que él llamé su «noche de fuego», decidié dedicarse
enteramente a una vida de oracién. Sus obras mds importantes en este aspecto son La  orte

rovin iale , de gran influencia en su tiempo, y sobre todo los fragmentos hallados a su muerte
de la gran obra que planeaba en forma de una «Apologia de la Religién Cristiana».
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Capitulo 12. Formas bilineales y cuadréticas

12.1. FORMAS BILINEALES Y CUADRATICAS

En el capitulo anterior hemos estudiado las curvas de segundo grado; la parte principal de estas
curvas puede escribirse de la forma
o= ()
y

donde es una matriz simétrica de orden 2; utilizando el producto escalar usual en R2, la ex-
presion anterior puede escribirse de la forma

o (6) )

con < > € R?. La generalizacién de la expresién (1.1) a R" puede escribirse de la forma

1 1
O=1{: | : (1.2)

n n

donde " =| : |eR"y es una matriz simétrica de orden n.

n
Las expresiones (1.1) y (1.2) son ejemplos de orma  a r ti a ; estas, a su vez, serdn

casos particulares de las formas bilineales.

Definicion 12.1.1  ( orma bilineal)

Sea un espacio vectorial sobre un cuerpo K (= R 6 C); una aplicaciéon : x — K tal que
(7, y) es lineal en la variable ~, dejando y fija, y (7, Y) es lineal en la segunda variable Y,
dejando ~ fija, recibe el nombre de forma bilineal.

De la Definicién 12.1.1 se deduce que es una forma bilineal si y solo si se satisfacen las
siguientes propiedades:

a) (1t Y= et (Y , 1 Ve

b) (@)=Y , cel",ye

o CYity)= ¥+ (WY » LY Y€

d C=pCy . pekK ye

EJEMPLO A. Si esun espacio vectorial de dimensién n sobre un cuerpo Ky {€,, ..., €,} es
una base de , la aplicaciéon : X — [K dada por

(ﬂ,y)z_z Y a iy,
i=1 =1
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n n
donde g e K, i, =1,.,n,7=) &€ ey=) y& e ,es unaforma bilineal, como
puede comprobarse facilmente. )

EJEMPLO B. En un espacio euclideo  con producto escalar (, ) la aplicaciéon : X —I[K
dada por

C=0C9.
es una forma bilineal, ya que el producto escalar es lineal en las variables ~ e Y. De forma mas
general, si & es una aplicacion lineal de  en , la aplicacion

oy =0y
es una forma bilineal.
k * %
Sea  una forma bilineal en un espacio vectorial y sea {€,, ..., §,} una base de ; si

n n

“=) &€ ey=) y€e ,deladefinicién de forma bilineal se deduce que
i=1 =1

C9 = (z iéi,zyé>=z Ty @)
i=1 =1 i=1 =1

Los escalares a8; = (€;, € ) forman una matriz cuadrada
ap 8 o Qg
_ |1 8 -t an (1.3)
an @8p o @m

que recibe el nombre de matri e la orma bilineal enlaba e {g, ..., €,}.

Nos preguntamos ahora cémo varia la matriz de una forma bilineal al cambiar de base.

Sea = (@), —1,..n la matriz de una forma bilineal ~ con respecto a la base {€,, ..., €,} y

= (b)), - .. nlamatrizde respectodelabase {7, .., n};si = ( ;)i — . neslamatriz
del cambio de base de la antigua a la nueva, es decir:

Gi= o€t et g,

tenemos que

b= ()= (& + -+ i€ (E+ -+ &)
n n n n
=Y i1 E.E)= ) A=) i(ZaII>-
=1 =1 =1 I1=1
n
La expresién Y, a; | es el término que ocupa el lugar ( , ) de la matriz y, por tanto, la

tiltima expresién de la derecha es el término que ocupa el lugar (i, ) de la matriz ‘(). Por

tanto,
— t

que es la expresion del ambio e ba e buscada.
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Puesto que  es una matriz no singular, es decir, | | # 0, el rango de la matriz ~ coincide
con el rango de la matriz ; a este rango se le denomina el rango e la orma bilineal y queda
probado, por tanto, que el rango de una forma bilineal no depende de la base elegida para repre-
sentar su matriz.

Definicién 12.1.2  ( orma bilineal simétrica)

Una forma bilineal en un espacio vectorial se dice im tri asi (7,y) = (Y, ) para todo
“ye

Si es una forma bilineal simétrica, (€;,€) = (€, €;)y, por tanto, la matriz de en cual-
quier base {€, ..., €,} es una matriz simétrica. Reciprocamente, si la matriz de una forma bili-
neal es simétrica en alguna base {€,, ..., €,}, la forma bilineal es simétrica ya que

(y’ﬁ)z_z aiyi =Z a'i Yi = (ﬂ’y)'

i, =1 i, =1

Definicion 12.1.3 ( orma bilineal antisimétrica)

Una forma bilineal en un espacio vectorial se dice anti im tri asi (7,y) =— (Y, ) para
todo ",y €

Si  es una forma bilineal antisimétrica, (€, €)= — (€, €;)y, por tanto, la matriz de en
cualquier base {€, ..., €,} satisface 8; = —a;; en particular a; = —a;;, i = 1, ..., n y, por tanto,

los elementos de la diagonal de la matriz de una forma bilineal antisimétrica deben ser nulos.
Por tanto, la matriz de  se escribe de la forma

0 dp Ay
_| 7@ 0 e g,
—Qn Ty 0

Las formas bilineales simétricas junto con las antisimétricas originan todas las formas bili-
neales posibles; el resultado se describe en la siguiente proposicion:

Proposiciéon 12.1.4

Toda forma bilineal puede ser representada como la suma de una forma bilineal simétrica
y una forma bilineal antisimétrica.

Demostracion. Sea (7, y) la forma bilineal; tomar (7, )= (, )+ Y, ) vy
)= (,Y) — (Y, 7). Sumando ambas expresiones se tiene que

D GD=2 Gy
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y, por tanto,
(ﬁﬁ)—1 (QQ)Jrl (Y]
)Y > O y , O y).
La demostracién se concluye observando que es una forma bilineal simétricay  es una for-
ma bilineal antisimétrica.

k * *

Una orma a r ti a en un espacio vectorial es toda aplicacion (7, 7) de en K
(R 6 C) que se obtiene sustituyendo y por ~ en una forma bilineal (7, y) sobre

EJEMPLO C. La expresion a 2 +a +a 2 es una forma cuadratica en Rz (a- € R) a
p 111 1212 22 2 i y
que si tomamos la forma bilineal

1 1
Y, ) = Yt zapn Yot san oy tan oY (1.4)
2 Yo 2 2

1 1
<< >,< >>:all%+31212+322%-
2 2

EJEMPLO D. Laexpresién a,; 1 + @y, 3+ as; 3+ a5 ; o+ a3 ; 3+ a8y , 3esuna for-
ma cuadratica en C* (a; € C) ya que basta tomar

se tiene que

1 Y1 1 1
sl Y2 = an Y1t & oY2 a3 3Ys +5312 1y2+§alz oY1 T
3 Y3
. . . .
—a —a —a —a S
5 &3 1Y3 5 i3 3Y1 5 823 2Y3 5 %23 3Y2
1 1
para obtener 2[5 2 :all%"'322%"'333%"'31212"‘31313"'32323‘
3 3
* k *
n
En general to ae rein ela orma d ) a ; en ne aiove torial eine na
1<
orma a r ti aya que basta tomar la forma bilineal
_ . . a; . a;
CY=Ya ity Y- vy+t>2X D=5 Vi (1.5)
i=1 =li< 2 =li< 2

[oN
(@}
=
[aN
a
|
I
™M=
o
<l
I
M=

Il
-
Il
—_

y €, para obtener que

n

.= Y &

=1i<
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n

Reciprocamente, to @ orma a r ti atiene nae rein elaorma ) ) b, ; en na
=li<
ierta ba e. En efecto, si (7, 7) proviene de la forma bilineal (7, y) de matriz

= ()i, —1...nenlabase {€, ..., €,} se tiene que

I
™M=
"o

n n
(4)3 ﬁ) = Z Z ai i 9 B
i=1 =1
Agrupando los términos ; y ; se tiene que

Co=) Y@ t+ta); =) Yb i,
i=1i< i=1i

que era lo que queriamos demostrar.

Toda forma bilineal determina una forma cuadratica (lo cual se deduce de la misma defini-
cién), pero una forma cuadratica puede ser determinada por varias formas bilineales. En efecto,

la forma bilineal
1 Y\ _ 1 %
| ) =a; Y1 t5an Y2t 580 Y1 T an oY
2 Yo 3 3

determina la forma cuadrética del ejemplo C, pero es diferente, en general, de la forma bilineal
dada en (1.4).
Sin embargo, i € one ela ormabilineal egenerala orma artiae imtri
a, la ormabilineal e a nivo amente etermina a. Para probar este resultado observar que

C+y, *y= CH+ .+ O+ .Y

por la definicién de forma bilineal; si  es simétrica tenemos
R S o o o o
,y)=5[(,y)+ (s )]=5[( +y, ty - )= Y, (1.6)

que prueba el resultado deseado.

Se denomina matri e na orma a r ti aenunabase {€, ..., €,} ala matriz de la forma
bilineal simétrica que la determina en la misma base {ey, ..., €,}. Como la forma bilineal dada
en (1.5) es simétrica y determina la forma cuadratica

CoO=> Ya i,
i<

deducimos del resultado sobre unicidad anteriormente demostrado que la matriz de la forma
cuadrdtica (7, ") en la base {€,, ..., €,} es

a; ap/2 e a2
app/2 Ay Q)2

aln/2 a2n/2 Ann
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12.2. FORMAS BILINEALES Y CUADRATICAS EN UN ESPACIO

EUCLIDEO
Hemos visto en el ejemplo B de la seccién anterior que si &{: —  es una aplicacidn lineal en
un espacio euclideo, la aplicacion : X — R dada por
oy = dy)

es una forma bilineal. De hecho, todas las formas bilineales en un espacio euclideo se obtienen
asi, como se muestra en la siguiente proposicion:

Proposicion 12.2.1

Sea : X — R una forma bilineal en un espacio euclideo con producto escalar ( , ).
Existe una aplicacion lineal {: — tal que (7,Y) = (7, Yy). Ademads, las matrices de
y & en una misma base ortonormal coinciden.

Demostracion. Si = (&;); -, es la matriz de la forma bilineal en una base orto-
normal {€,, ..., €,}, podemos escribir
n n n n
Y= Xa o . =) & . Y=Y VE.
i=1 =1 i=1 =1
Sea o la aplicacion lineal de  en  que tiene como matriz  en la base {€,, ..., €,}, es decir,

AE)=a, & + --- + a, €, Se tiene que
n

(*,sa<y>>=(z 5 w(zyé>)=z Sy @ AE))
=1 i=1 =1

i=1

n n
=2 ) VE. &+ - tagt - +ag)=
i=1 =1

>

Il
-

iy ai,

Il
—
Il
—-

donde la ultima igualdad se debe a que {€,, ..., €,} es una base ortonormal. Por tanto,
9 = (, A(Y)), que era lo que queriamos probar.

Teorema 12.2.2 (Reducci n de una forma cuadratica en un espacio eucl deo
a su forma can nica)

Dada una forma cuadrdtica (7, ) en un espacio euclideo  existen nimeros reales
Als - Ay ¥ Una base ortonormal {", ..., ,} de tal que para todo

se tiene que

CO=hithit o+,

n-

o /
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Demostracion. Segin sabemos de la seccién 12.1 (7, 7) determina univocamente una
forma bilineal simétrica (7, y); por la Proposicién 12.2.1, (7,y) = (7, A(y)), donde o es una
aplicacién lineal que tiene la misma matriz que (7, Y) en una base ortonormal; por tanto, la
matriz de s es simétrica en esta base. Por el Teorema 8.4.8, sabemos que toda matriz simétrica
es diagonalizable en una base ortonormal y, por tanto, existe una base ortonormal { ", ..., }
tal que

n n n
&d(”)=5ﬁ<z ﬁ>=z &ﬁ(ﬁ)=z AT
=1 =1 i=1
donde 4, =1, ..., n, son los autovalores de {. Por tanto,

C, () = (z ) r);

i=1 =1

)

29 2 ) 2
i/bi_ll 1+ A n
1

Il
g
g

~
2
|
Il

I M >

i=1 =1 i

Observacién. Los nimeros 4 son los autovalores de la matriz de (7, 7) y los ~ son auto-
vectores correspondientes a 4 .

Supongamos que una forma cuadratica (~, ~) puede escribirse de la forma
C,OH=>Ya’=a i+ +a, (2.1)

en una cierta base del lK-espacio vectorial en que estd definida, dondea e K, =1,2, ..., n.
La expresion (2.1) recibe el nombre de orma an ni a de la forma cuadratica (7, 7).

En el Teorema 12.2.2 que acabamos de demostrar se prueba que si una forma cuadrética
estd definida en un espacio euclideo, puede reducirse a su forma canénica en una base ortonor-
mal. Realizamos a continuacién algunos ejemplos.

EJEMPLOA. e irlaorma artia (,)= 7+ 3+ 2—4,,a na orma an
ni a (en R* me iante na ba e ortonormal.
La matrizde (7, )es

1 0 —2
= 0 1 01;
-2 0 1
sus autovalores son: 1, = 1, 1, = — 1, 1; = 3. Por tanto

- - _ 2 2 2
,)=1—32+t33
en una base { |, ,, 3} ortonormal formada por autovectores, donde " =", |+ , .+ 3 3.
k k 3k

La forma de reducir una forma cuadritica a una expresién del tipo @, 7 + --- + a, 2 no es
Unica si se permite realizar cambios de base que no sean ortonormales. Como ilustracién tomar
el ejemplo A; completando cuadrados con los términos 2 — 4 , ; se tiene

(ﬂ,ﬂ):(1_23)2+ %_3.%
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y, por tanto, el cambio de base Yy, = | — 2 3, Y, = ,, Y3 = 5 reduce la forma cuadrética del
ejemplo A a
yi Y~ 3ys.

Observar que este cambio de base no transforma una base ortonormal en otra base ortonormal.

EJEMPLOB. ¢ rlaorma artia aa or2y—2 onre etoa nabae
ortonormal e R*a na orma an ni a.

Escribiendo = | +Vy,,y= ; —VY,, = i, locual es un cambio de base ya que
1 1 0
I -1 0|=-2#0,
0 0 1
tenemos
2y =2 =20,y —Y) m200FY) =21 S22 - 2y
Completando cuadrados se tiene
2 2
2y-2 =2< 1—5) —2<y1+51>,
con lo cual el cambio de coordenadas , = | — 51, Yo=Y, + 51, , = | nos permite escribir

=23-2;

Si deseamos obtener de  una suma de cuadrados mediante un cambio de base ortogonal no
tenemos mds que calcular los autovalores de la matriz

01 -1
- 1 0 0
-1 0 0

que son 4, =0, 4, = \/5, Ay = —\/5; por tanto
= ﬁyz — \/5 2
en la base ortonormal {7, *,, "3} formada por autovectores de . Estos autovectores pueden ser
_ 1 1 1
== 0,1, 1), =2 (/2L 1), 5=2(/2, — 1, D).
ﬁ 2 2

Observaciéon. En los ejemplos anteriores se han utilizado dos métodos para reducir una
forma cuadratica a una forma candnica; uno de ellos estd basado en el cédlculo de autovalores de
la matriz de ; sobre el otro observamos que se basa en los siguientes hechos:
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a) Completar cuadrados si es posible (ver ejemplo A).

b) Sino existen cuadrados que se puedan completar (ver ejemplo B) es necesario hacer un
cambio de la formay = + ,y = — paraintroducirlos, y a continuacién com-
pletar cuadrados.

12.3. LEY DE INERCIA DE LAS FORMAS CUADRATICAS

En la seccién 12.2 hemos visto que toda forma cuadritica en un espacio euclideo de dimensién
finita puede escribirse de la forma

C,=a 1+ +a, . 3.1

en una cierta base, donde a € R, =1, 2, ..., n; la expresion (3.1) recibe el nombre de orma
an nia ela orma a r ti adada.

La forma candnica de una forma cuadritica no es tnica, puesto que depende de la forma de
obtenerla, segtin se ha observado en la seccidn 12.2. Sin embargo, el nimero de términos positi-
vos @ que aparece en (3.1) y el nimero de términos negativos de la misma expresién permane-
cen invariantes para una misma forma cuadratica. Este hecho puede observarse en los ejemplos
de la seccidn anterior. El enunciado preciso y la demostracion de este resultado se exponen a
continuacion.

4 N

Teorema 12.3.1 ( e de inercia de las formas cuadraticas)

Sea (7, ") una forma cuadrdtica en un espacio euclideo de dimensién n. Si (7, ) se
escribe de la forma

CH=ai+a i+ +anq (32)
en la base = {Ql, rees ﬂn}, cona eR,a #0, =1,2,.. m,ytambién se escribe de la
forma

() =byi +byy3 + -+ byy; (3.3)

en labase G={3Q,, ..., §,},conb #0,b e R, =1, 2, ..., r, se tiene que m=r =rango( )
y el nimero de coeficientes positivos y negativos de (3.2) y (3.3) coinciden. Y,

\

Demostracion. Escribamos, més explicitamente,

C)=o 3+ +a >—a 2 =~y 5 (3.4)
enlabase ,cona >0, =1,2,...,m,y
CO=Byi+ -+ BY =B oy — = Byr (3.5)

enlabase G,con f >0, =1,2,..,r. Hemos de demostrar que = ym=r.
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Sea el subespacio vectorial de  generado por los vectores |, ,,.., y ,elsubespacio
vectorial de  generado por los vectores § . i, ..., Jn. S1 suponemos que >  se tiene que

dim( ;) +dim( ;)= +®M— )>n=dim().

Puesto que dim( ) +dim( ,) =dim( ; + ,) +dim( ;n ,) (Proposicién 4.4.2) hemos
de tener ;N , #{0}.
Sea" e |»n ,y #0;puestoque € ;N ,podemos escribir
“=a ,+--+a , aeR =1,.., ,
y también
“=b g4 t--+bg, , beR, = +1,..,n.

Para el vector ~ las expresiones (3.4) y (3.5) producen
C)=wa’+--+aa’>0
ya que alguno de los a debe ser no nulo, y

C,H)=-p +1b2+1 o ﬂrb? <0

(observar que la dltima expresion puede ser cero ya que I puede ser menor que N).

En cualquier caso se llega a una contradicion, que se ha producido por el hecho de suponer
que > ; por tanto, <

Puesto que el papel que juegan las expresiones (3.4) y (3.5) en el razonamiento anterior es
simétrico, se deduce, de manera similar, la desigualdad < , con lo cual se tiene =

Laigualdad m = r = rango ( ) se debe a que el rango de una forma cuadritica es invariante
mediante cambios de base.

El ndmero de términos positivos que aparecen en una forma canénica de una forma cuadra-
tica (7, ) sellamain i e einer ia o itivo de la forma cuadritica y el nimero de términos
negativos, , recibe el nombre de in i e e iner ia negativo. La ignat ra de es el ndmero
| — |. Observar que + = rango( ).

EJEMPLO A. Tratemos de encontrar los indices de inercia de la forma cuadratica dada por
D= 12t 13+ 14+ 253t 541 34

El cambio de variable | =Y, +V,, 2 =Y, = VY2 3=VY3+ Vs 4 =VY3 — Y4 (jcomprobar que
es un cambio de base!) transforma la expresioén anterior en

Yi—Ya+ (Y YD Y+ Y)Y~ Ya) Y YDV YD) (Y Y)Y~ Yl
Yo Ya =Y Ya Ay Y Vi = 2y s — 3y ;.

Escribiendo | =Y, + 2Ys, 2=V, 3 =1VYi3, 4= VY4, que es de nuevo un cambio de base, se
tiene:

Por tanto, el indice de inercia positivo de es 1y su indice de inercia negativo es 3. Su signatu-
raes 2.
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Si una forma canédnica de la forma cuadratica (7, 7) es
) =aq %"'"'""a S W
cona eR,a >0, =1,2,..,r,el cambio de base dado por
Vi=Va neny =@ Y =AY =V Ve = e Yo =
nos permite escribir
CO=yit - +y =y -V,

que recibe el nombre de orma normal de la forma cuadratica dada. Observar que la forma nor-
mal de una forma cuadrética es una suma de cuadrados con coeficientes 1 6 — 1.

12.4. FORMAS CUADRATICAS DEFINIDAS.

PUNTOS CRITICOS DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

La teoria de las formas cuadraticas serd de gran ayuda para el estudio de las superficies de
segundo grado; sin embargo, también posee otras aplicaciones, entre las que se cuentan la de-
terminacion de puntos criticos de funciones de varias variables, que resulta util para resolver
problemas de optimizacidn.

Para facilitar el razonamiento utilizaremos una funcién de dos variables = ( ,Y), que
representa una superficie en R®. Recordamos al lector que una funcién suficientemente regu-
lar, posee un  nto riti 0 en ( , Y,) si y solo si

0 0
6_( oY) =0 , a_y( 0 Yo) = 0. 4.1

Ejemplos conocidos de puntos criticos son los m imo relativo , lo minimo relativo y lo
nto e illa, que se muestran geométricamente en los dibujos siguientes:

® [}
(xo, J’o) (x> ¥o)

X
Maximo relativo Minimo relativo Punto de silla

Deseamos encontrar una condicién que nos permita decidir entre todos los casos posibles de
puntos criticos. Para ello escribimos la férmula de Taylor de  alrededor del punto ( ¢, Y,) hasta
el término de orden 2 —estamos suponiendo que es lo suficientemente regular para que esto
sea posible—:
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0 0
(,y)= (o,yo)"‘[a(o,)’o)( - 0)+6y(0,)’0)(y_y0):|+

1 [ o ?
500 Y = 0 +F2 (oYU = ¥ —Yo) + =3 Co Y)Y — Yo | +
2, 82 0 JO 0 aay 0> JO 0 0. ayz 0> JO 0

+ 3( ’y)

donde ;( ,Y) es el término de error. Si ( , Yy) €s un punto critico de la férmula anterior
puede escribirse de la forma

1
Y= CoYo =5 € )+ 509, (4.2)

— — 2
R (S T

2 2

0
+2 87(3)/ (oYU = Y —Yo) T aT/g (0 YOUY — Yo)

donde

es una forma cuadrdtica que posee como matriz

2 2
52 (0 Yo) a—ay (0 Yo)
( 0> yO) = 62 az s

a—ay(o’ Yo) a_yz(o’ Yo)

que se denomina la matri e ianade en el punto ( ¢, Yo).

La funcién posee un m imo relativo en ( o, Yo) siy solosi (,Y) — ( o Yo) < 0 para
todo ( , y) en un entorno de ( o, Yo); de la igualdad (4.2) puede deducirse que si ( , ) <0,
paratodo no nulo, ( (, Yo) €s un maximo, ya que 5( ,Y) puede hacerse tan pequefio como se
quiera reduciendo el entorno alrededor de ( ¢, Y,). Esto sugiere la siguiente definicion:

Definicion 12.4.1

Una forma cuadritica (7, 7) se llama e ini a negativa si (7, 7) <0 para todo ~ # 0. Si
(", ) < Oparatodo~, sedice emi eini a negativa.

Si  posee un minimo relativo en ( , Y,) se ha de tener ( ,y) — ( o Yo) =0 para todo ( ,Y)
en un entorno de ( o, Yy); esto puede conseguirse en la igualdad (4.2) si se tiene ( , ) >0
para todo no nulo. Esto sugiere la siguiente definicion:

Definicion 12.4.2

Una forma cuadritica (7, 7) se llama eini a o itiva si (7, 7) > 0 para todo ~ # 0. Si
(", 7) =0 paratodo”, sedice emi eini a o itiva.
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Estos resultados quedan resumidos en el siguiente teorema:

Teorema 12.4.3 (Condici n suficiente para la e istencia de ma imos m nimos)

Sea :[R?— R una funcién suficientemente regular que posee un punto critico en ( o, Y,)
ysea la forma cuadritica en R* que tiene a

=<92 /62 & /o 8y>
ooy @ Joy (o Yo

a) Si es eini anegativa, poseeunm imo relativo en ( ¢, Yo).
b) Si es eini a o itiva, posee un minimo relativo en ( , Yo).

como matriz. Entonces,

/

Notas

1) En libros de cdlculo se demuestra que si  no es ni semidefinida positiva ni semidefini-
da negativa ( o, o) esun nto e illade

2) Un criterio andlogo al contenido en el Teorema 12.4.3 se tiene para funciones de n
variables.

Observaciones

1) Si (,)=(,"),donde (, ) representa el producto escalar en un espacio euclideo
, es una forma cuadrética definida positiva, ya que (7, ") > 0 para todo ~ # 0.
2) Si una forma cuadrdtica (7, 7) se escribe de la forma (7, 7)) = @, % + -+ a, ﬁ en
una cierta base, es definida positiva si y solo si todos los a son positivos y es definida negati-
va si y solo si todos los a son negativos.

Para poder aplicar el Teorema 12.4.3 es necesario poseer un criterio facilmente aplicable
que permita determinar si  es definida positiva o es definida negativa; una posibilidad es ha-
Ilar una forma candnica de y aplicar la observacion 2); otra la proporcionan los criterios de
Sylvester que exponemos a continuacion.

e N\
Proposicion 12.4.4 (Criterio de | ester para formas definidas positi as)

Sea (7, ') una forma cuadrdtica en un espacio euclideo de dimensiéon n con matriz
= (@ )i, —1,..n €n una cierta base. Si los menores principales de la matriz ~ son positi-
vos, es decir:

ajp 4 ap
>0,A; =18, 8y an|>0,..A,=]|>0,
dj3 Q3 dsg

a;; Qg

A=a,;>0A,=
dpp  Axp

la forma cuadratica (7, 7) es definida positiva.
AN /

Demostracion. Realizamos la demostracién por induccién en la dimensién del espacio
euclideo . Si  tiene dimension uno, la forma cuadritica puede escribirse de la forma
(,7)=a,, *cona, >0y, por tanto, la proposicién queda demostrada. Supongamos ahora
que el resultado es cierto para cualquier forma cuadratica con todos sus menores principales
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positivos en todo espacio euclideo de dimension inferior a my sea (7, ~) una forma cuadritica
en un espacio euclideo de dimensién m con todos sus menores principales positivos. Por ser
los m — 1 primeros menores principales positivos, la hipétesis de induccién nos permite dedu-
cir que la forma cuadrética

m—1m-1
= Z Z Q

i=1 =1

en el espacio euclideo ' generado por los m — 1 primeros vectores de una base de , es defini-

’

da positiva. Con un cambio de base adecuadoen ', (7', ) puede escribirse en forma candnica
(Teorema 12.2.2) con coeficientes positivos:

—r =N _ 7 12 2 1
=it o+l m, (4 >0).
Realizando este cambio de baseen 'y , = ,la forma cuadritica (7, ) se transforma en
— =\ 2 2 ror ’ ’ 2
.= j~1 1 +oe Tt j~m—1 m—1 + (blm I m +t bm—l,m m—1 m) + Anm m -

Completando cuadrados se obtiene:

b 2 b 2
(ﬁ’%):il<,l+ m /> ++iml<r’nl+ mo L ;n) +b;§’

25 " 22m—1
donde
b=a,, — i@ T bfz“;"m.
475 4750
Realizando el cambio de base:
Vi= i +%”: e Ym1 = et e Y=

(observar que el determinante de esta transformacién es 1) tenemos
Co) =21+ o+ dn—Ym—1 T bym.

Puesto que todos los 4 son positivos solo falta demostrar que b > 0; para esto observar que si
es la matriz del cambio de base de las coordenadas alasy se tiene:

Ay ) 0 & o A
‘. _ t . .
j'm*l . .
O b Am " mm
como se vio en la seccién 12.1, y, por tanto, A, ...-An_;-0 =1 YA | =] > Ay >0, de

donde se deduce que b > 0.
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EJEMPLO A. emotrar ela orma arti aenR?

=2?—-2y+y*+4 —6y +11°2

e eini a o itiva.
La matriz de es

2 -1 2
= -1 1 -3
2 -3 11
Puesto que
) 1 0 1 —4
A =2>0, A2=‘_1 1‘=1>0 y A= =]—-1 I —3/=1>0
0 -1 5

la forma cuadratica dada es definida positiva.

*k * *

El reciproco de la proposicion anterior también es cierto.

Proposicion 12.4.5

En las mismas condiciones que en la Proposicion 12.4.4, si (7, 7) es una forma cuadratica
definida positiva, todos los menores principales de la matriz = (&; ) son positivos.

m
Demostracion. Sea (7, )= > & ; laexpresion de la forma cuadritica , definida
i, =1
positiva, en una base {€, ..., €,} de . Paratodo 1 < < nla forma cuadritica

C”ﬁ)z Z a'i i
i, =1

definida en el subespacio vectorial = L{€, ..., € } de , es definida positiva. Un cambio de
base adecuado, de matriz , reduce a

V.y)=ayi+ - +ay , (@=>0)

y se tiene
a; 0 ay a
= t :
0 a a, a
por tanto,
O<a;-...-ap,=1| YA| |=] A,

de donde se deduce que A > 0, que era lo que queriamos demostrar.
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Para formas cuadraticas definidas negativas el criterio de Sylvester puede deducirse de las
proposiciones que acabamos de demostrar. Si (7, ) es definida negativa, (7, ) =— (7, )es
definida positiva; si = (8 );, =y, peslamatrizde (7,7), =(—8;); = _neslamatrizde

(7, 7) (en la misma base) y, por tanto,

~ ~ —a —a ~ ~
A=—-a;>0 ; Azz‘ ! Pl>0 5 - 5 Ai=[T]1>0.
—ap Tap
Puesto que
—a Tap v T
~ —a —a —a
A=| % 422 “l-(-naA
_a] _8.2 —a
se tiene el siguiente resultado:
4 N
Proposicion 12.4.6 (Criterio de | ester para formas cuadraticas definidas

negati as)

Sea (7, ') una forma cuadritica en un espacio euclideo de dimensiéon n con matriz
= (@ )i, —1,..n €n una cierta base. (~, ) es definida negativa si y solo si los menores

principales de la matriz ~ se alternan en signoy a,; < 0.
AN J

Nota. La demostracion que se ha dado de los criterios de Sylvester es vélida para espacios
euclideos puesto que se ha utilizado el teorema de reduccién a su forma candnica (Teorema
12.2.2). Sin embargo, puede demostrarse que los criterios siguen siendo vdlidos para formas
cuadrdticas definidas en espacios vectoriales sobre R, sin necesidad de un producto esca-
lar, puesto que hemos comentado que podemos encontrar una forma candénica completando
cuadrados.

EJEMPLOB. t iarlo nto ritio ela nin = (,y)=272+y*+ y—6 —5y.
Puesto que la solucién del sistema

¢ 4ty-6-0
o T TYTRT

¢ _ay+ —5-0
oy 7 B

y
es =1,y =2, el punto (1, 2) es un punto critico de ;en este punto la matriz hessiana de es
_ <4 1>
1 2
que es la matriz de una forma cuadratica definida positivayaque4 > 0y | | =7 > 0. Luego

posee un minimo relativo en (1, 2).
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En la seccién 8.1 se dio la definicién de producto escalar en un espacio vectorial y se de-
mostré que su matriz en cualquier base es simétrica con todos los elementos de la diagonal
principal positivos. No toda matriz que satisface estas condiciones define un producto escalar,
como ya se observo en la citada seccion.

Una oniinneeariay iiente ara e namatri im tri a etermine n ro to
e alare elaorma artiaaoiaaalamatri ea eini a o itiva. Este resultado
resulta evidente a la luz de las definiciones de producto escalar y de forma cuadratica definida
positiva.

EJEMPLO C. Queremos encontrar los valores de a para los cuales la forma cuadritica en R*
dada por

a

C)=C0n 2 |1
0

—_— Q) =
—_— = O
N =

define un producto escalar en R>.

Puesto que  ha de ser definida positiva hemos de tener

a1 a1l o0
a>0 , >0 vy 1 a 1]/>0.
1 a
0 1 1
De estas tres condiciones deducimos
a>0 , a—-1>0 y a’—a—1>0.

1+./5
Puesto que a*> — a — 1 = 0 tiene como soluciones a = Tf hemos de tener

1+./5
a>0 , a>1 obien a<—1 , a>2\[

1+./5
—

De todas estas condiciones deducimos a >

12.5. DIAGONALIZACION SIMULTANEA DE FORMAS

CUADRATICAS

En algunos problemas fisicos como, por ejemplo, los que aparecen al describir la dindmica de
sistemas de masas unidas mediante muelles, se presenta de manera natural el siguiente proble-
ma: dadas dos formas cuadraticas (7, )y (7, ") en R" encontrar una base en la cual ambas
formas pueden reducirse a una suma de cuadrados. Dadas dos formas cuadraticas cualesquiera
es posible que el problema no tenga solucién; sin embargo, si una de ellas es definida positiva
siempre puede encontrarse una base que diagonaliza a ambas formas cuadrdticas. La elegante
solucién de este problema se expone a continuacion.
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Supongamos que = (& );, —1...ny = ()i =1 . nsonlas matrices de las formas cuadra-

ticas (7, )y (7, "), respectivamente, con respecto a la base = {€,, ..., §,} de R" y que

(7, 7) es definida positiva. En la seccién 12.4 se ha observado que la aplicacién (,) de
R" x R" en R dada por

(ﬁ’ 7) = (ﬁ> y)s ﬁ’ y € Rn?
define un producto escalar en R". Sea R" el espacio euclideo R" con el producto escalar (,) .

Utilizando el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt (ver seccidn 8.2) puede encontrar-
se una base ortonormal

U= {ﬁl’ H2’ (A3 Hn}

en R" a partir de la base . Puestoque (75, )= (7 ) =0d,i, =1,2,..,n,lamatriz de
en la base U es la identidad y si  es la matriz del cambio de base de a U se tiene que

= t (5.1)
En esta nueva base U la matriz de es
=t 5.2)

Puesto que (7, ") es una forma cuadritica en el espacio euclideo R", el Teorema 12.2.2 nos
asegura la existencia de una base ortonormal

= {0y, Uss ..., Up}

n

en R" tal que si = ) ;7; se tiene que
i=1
C=Aithi+ -+ (5.3)
con 4 €R, =1,2,..,n. Puesto que es una base ortonormal en R" se tiene que
)= 1+ 3+ + 3 (5.4

n

donde ~ = Z iU;. Las igualdades (5.3) y (5.4) resuelven el problema de la diagonalizacion
i=1
simultdneade (7, )y (, ).
A continuacién mostramos con un ejemplo como se realiza este proceso en un caso par-
ticular.

EJEMPLO A. Deseamos diagonalizar simultineamente las formas cuadriticas en R* dadas
por

C)=—4,, y ()=1-2,,+4}

donde " = €, + ,6,.
La matrizde (7, ") en la base {€,, €,} es

(4
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y una sencilla aplicacion del criterio de Sylvester (seccién 12.4) nos permite deducir que (7, )
es definida positiva. Comenzamos encontrando una base U = {,, ~,} de R* que sea ortonor-
mal con respecto al producto escalar (7, y) = (7, ¥) determinado por . Conviene observar

que (LY)= Y1 — Y2~ 2Y1 T4 ,Y, donde

T= 6t 8, YEVYE T Y6

Puesto que
(€,€6) = (€E,€)=1,
podemos tomar |, = €;; ademds, @, = €, + 0&,, donde (,, ;) = 0; por tanto,
0= (a0, 1) =(€,€) TuE€,€) =—1+ua

de aqui deducimos que @, = €, + €,. Puesto que
1 1
(@, @y) = (W, ) = <<]>7 <]>> =1—-2+4=3,

1
= —=(6 t &)

NG

Lamatriz de (7, )enlabase U= {7}, ,}es

(3 )

tomamos

0= (o) lo) -
caman( 3 30 ()
y

o (10053

La forma cuadritica (7, ~) puede diagonalizarse por el procedimiento utilizado en la seccién
12.2. Puesto que

—J ~2//3
2/ /3 —43-4

—”2+i”—i—l(3/12+4z—4)
P33T .
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y la ecuacién 3% + 4/ — 4 = 0 tiene como soluciones

se tiene que

=

2
7, y) = -2y + gy%,
7. ) =yi + Y3,

dondey =vy,0, +y¥,0,y = {0, U,} es una base ortonormal con respecto a (,) .
Los vectores 0, y U, se encuentran calculando los subespacios invariantes correspondientes
alyy 4, Para 1, = —2 tenemos

(—27ﬁ —4%?2) @;) - (8) = 2y - \% y> =0.

Tomando y, = 1,y, = ﬁ, y

glzl'ﬁ1+\/§ﬁ2=él+(§1+§2),

N Gl

se tiene que

Tomamos

Para 4, = 3 tenemos

~2/3 —2//3 y1>_ 0 22
~2/\/3 —453-23 <y2 _<0> SN
Tomandoy]=\/§, Y= -1,y

1
§2=ﬁ1—3=ﬁ€1——(§1+§2),

NG
se tiene que

R ((ﬁl/%ﬁ)’ (ﬁ 1/%@) R
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Tomamos

NG

=6

3 3 3
%(él‘*‘éz)zéa_%éz-

Observar que la matriz del cambio de base que permite diagonalizar (7, )y (7, ) simul-

taneamente es
1 \ﬁ/3
12 —/36)

* 0 ok ok

El lector habrd observado que el proceso de diagonalizacidén simultdnea seguido en el ejem-
plo anterior resulta bastante complicado. Los comentarios que siguen estdn encaminados a sim-
plificar este proceso.

Es claro que si (7, ") es la forma cuadratica definida positiva, tenemos

VD =Yitys+ -+
en la base que diagonaliza a ambas formas cuadriticas a la vez. En esta misma base
V. V) = Y1 + AaYs + -+ Joyi
donde 4, /, ..., A son los autovalores de . Utilizando las igualdades (5.1) y (5.2) tenemos
= 20=1t =2 =l =2 =0 =

de donde se deduce que las soluciones de | — 4| =0 coinciden con las soluciones de
| —A|=0,yaque| |#0.
Asf pues, la resolucion de la ecuacion | — 4 | = 0 nos da la diagonalizacion simultanea.
Si queremos encontrar la base en la cual ambas formas cuadraticas se diagonalizan, obser-

vamosquede — A = Y — /1 ) se obtiene que las soluciones de

( —4) 1<Zyé>=6 = 1,2, ..,0,
=1

coinciden con las soluciones de

( —i)<2yé>=6 =1,2,..,n, (5.5)
=1

yaque| Y, | | # 0. Por tanto basta con ortonormalizar los vectores que se encuentran al resol-
ver (5.5).

En el ejemplo A tenemos
0 -2 I -1 -1 -2+ 4
0=| —1|= — - =47 = (A—2)
| | ‘(—2 0) <—1 4>‘ y—2+z 4y | T
=3)%+4) — 4,

que produce las soluciones 4, = —2, 4, = 3
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Para A, = —2,

( 2 _4><y1>=<0> o 2 =0 Y =2y, =1,

Puesto que
2\ [2 2\ [2
, = , =4—-4+4=4
(-6 = (66)
tomamos
v, = (1, 1/2).
Para 7, = =
ara 4, = 3

72/3 74/3 Y1 _ 0 B B N - o
<_4/3 _8/3><Y2>_<0> - Y~ =00 Y =2y, = -1

()= (CM(D)everen

(s

Observar que estos son los mismos resultados que los obtenidos en el ejemplo A.

tomamos

EJEMPLO B.  iagonali ar im It neamentela orma artia enR* aa or

=23+ 1o+ 13-2,3+2,,

CO=g 1+ 3 3H2ie2,,
on €
&+ .6+ 58+ 48,
Puesto que (7, ) es definida positiva tenemos

V.Y)=yi+y3+y;+yi

587
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Ademas
0 12 1/2 0 14 0 0 O
1/2 0 -1 1 01 0 1 1
- A= - =-—= 1D+ 3).
| =iz =1 o0 0] 001 o] g VEED
0 1 0o 2 01 0 2
Por tanto,

V.Y) =yi + Y5 +y3 — 3y;.

Se deja como ejercicio encontrar el cambio de base que diagonaliza simultdneamente ambas
formas cuadréticas. El resultado es

. 1 1 1 1\ /y,
' Y 1 0 —11|VY»
o L2 =120 12 —12]|ys
. 12 —12 —12  12] \y,

* 0ok ok

Observacion. Todos los resultados de esta seccion se extienden facilmente a espacios vec-
toriales de dimension finita y formas cuadriticas definidas sobre ellos.

EJERCICIOS CAPITULO 12

1. Encontrar la matriz de las siguientes formas cuadraticas en R" dadas con respecto a la base
canonica:

a (,)=27-3,,+45+6,; , n=3.
3

1
b COH=Y G-, =3t .ty n=3
i=1
00 CH=Yd-),

2. Sea (7,Y)una forma bilineal que tiene como expresion

LY =230 ot oaYs
con respecto a la base {7, =(1,0, 1), ,=(0,1,0), 5=, 1, —1)} en R*, donde
= ot 2ot 3 Y=Y Yty s
a) Encontrar la expresion de (7, ¥) con respecto a la base candnica.

b) Encontrar una forma bilineal simétrica y una forma bilineal antisimétrica  tales
que = + ,dando lasexpresionesde y con respecto ala base canénica de R>.

3. Sea una forma bilineal cuyo rango coincide con la dimensién del espacio vectorial en
el cual estd definida. Demostrar que para todo *, € , *(#0 existe J, € tal que

(ﬁOs y()) ?é 0



8.

10.

11.
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Encontrar una forma candnica de las siguientes formas cuadriticas:
a) 324+2°+ 2—-6y+4

b) y+2

) 9%—-3y*+6y+18 +12y.

Dar una forma candnica en una base ortonormal de las siguientes formas cuadraticas en R":
a) —2°7+y*+4y , n=2

by 22—-6y"—2%—-2 , n=3.

) *—-2y—2 -2 , n=3.

d ,,+ 34 , n=4

Para cada una de las formas cuadraticas siguientes encontrar una base ortonormal que la
reduzca a su forma candnica y escribir esta forma candnica:

a) 62+52+7%*—4y+4

b) 3y*+3%+4y+4 +2y.

) *+yP-2 +2y.

Encontrar la forma normal, los indices de inercia y la signatura de las siguientes formas
cuadraticas en R*:

a) ‘+y'+ TH+4y+2 +2y.

b) 2+5y —2y+2

) 47+y*+ 2—4y+4 —3y.

En el caso c) indicar también la transformacién que lleva la forma cuadrética dada en la

forma normal encontrada.

Determinar los valores de o para los cuales la forma cuadritica en R* dada por
24y + 200y + 2ay
es definida positiva.

Determinar los valores de B para los cuales la forma cuadritica en R* dada por
B2+2y+ py*+ B %+ 2t+ pt?es definida negativa.

Determinar la regién tridimensional en la cual la matriz de las derivadas parciales segun-
das de la funciéon (,y, )= 2+ 3y*+ y*> ? determina una forma cuadritica definida
positiva.

Encontrar los puntos de las superficies dadas en los cuales se alcanzan mdximos o mini-
mos relativos:

a (,y=*+y +2 +4

b) g(.y)=—*+82—y —dy

0 (,y="’-y+3y
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12. Sea =a, >+ a, Yy + a,Yy” una forma cuadritica en R* tal que
a a,,/2
11 12/ <0.
ap/2 Ay

Demostrar que  no es ni semidefinida positiva ni semidefinida negativa.

13. Determinar los valores de los pardmetros reales a y b para los cuales la forma cuadritica
cuya matriz se da a continuacién define un producto escalar en R*:

2 0 a a 2b 1
a) ([0 a 0 b) (2 5 0]
a 0 1 a 0 1

14. Diagonalizar simultineamente las formas cuadraticas

)= %‘*’26%‘*‘1012

y
)= 1+563+16  ».
Biografia
ames osep | ester (1814-1897) fue un matemadtico inglés que junto con Arthur Cayley

fundé la teoria de los invariantes algebraicos, es decir, combinaciones de los coeficientes de
una expresion algebraica que quedan invariantes mediante rotaciones y traslaciones de los ejes
coordenados.

En 1838 Sylvester consiguié un puesto como profesor de filosofia en University College
(Londres). En 1841 acept6 un cargo de profesor de matematicas en la Universidad de Virginia,
Charlottesville (EE.UU.), en el que solo estuvo tres meses. Cuatro afios mds tarde volvié a Lon-
dres como contable de una compafiia aseguradora, manteniendo su interés en matemadticas a
través de las clases privadas que impartia. Mds tarde trabajé como abogado, comenzando en
este periodo su relacion matemdtica con Cayley.

Desde 1855 hasta 1870 Sylvester fue profesor de matemadticas en la Academia Real Militar
en Woolwich (Inglaterra). Volvi6 a los Estados Unidos en 1876 para ser profesor de matemati-
cas en la Universidad John Hopkins en Baltimore (Maryland). Trabajando en esta Universidad
fund¢ la revista matemdtica meri an o rnalo at emati , introdujo los estudios de docto-
rado en las universidades de los Estados Unidos y contribuy6 enormemente al desarrollo de las
matemadticas en este pafs. En 1883 volvi¢ a Inglaterra como profesor de geometria en la Univer-
sidad de Oxford.

Sylvester fue principalmente un algebrista. Realizé trabajos brillantes en teoria de ndimeros,
principalmente en particiones (formas en que un nimero puede expresarse como suma de ente-
ros positivos) y andlisis diofantico (métodos para encontrar soluciones enteras de ecuaciones
algebraicas con coeficientes enteros).

Sylvester trabajaba por inspiracion y es dificil encontrar en sus trabajos una prueba correcta
para los moldes actuales. A pesar de que publicé cientos de articulos, solamente escribié un
libro de matematicas titulado reati e on Il ti n tion (1876). Sylvester publicé en 1870
un libro de versos.
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Introducciéon

La expresion analitica de las cénicas es una ecuacién polindmica de segundo grado en dos va-

riables. La generalizacion a tres variables produce una expresion de la forma
a, *t+ayy+taysi+a,yta; +asy +a +tayt+a +a=0

que recibe el nombre de  eriie e egn ogra oenR’o ri a.

A la luz de los resultados obtenidos en el capitulo anterior sobre formas cuadraticas clasifi-
caremos las superficies de segundo grado, de manera andloga a como se hizo con las cénicas.

En este capitulo trabajaremos en el espacio euclideo R* con el producto escalar usual y
toda expresion estard referida a una base ortonormal dada si no se menciona explicitamente otra

base.

13.1. CLASIFICACION DE LAS SUPERFICIES
DE SEGUNDO GRADO EN R3

Una eriie e eg n ogra oen R’ esunaexpresién de la forma

(.Y, )=a, “+ayy’ ta +a,yt+as +
+axy +ta +tayta; +a=0.

Los términos de orden dos determinan una forma cuadritica , en R?, cuya matriz es
a;  ap/2 a2
ap/2  an  ap/2|

a3/2 ap/2  as

(1.1)

Si escribimos = ( , Yy, )y llamamos L( ) =a, + a,y + a; a la parte lineal, (1.1) puede

escribirse de la forma
(, )Y+L()+a=0.

(1.2)

Nuestro objetivo inmediato es reconocer todos los tipos de superficies que puedan aparecer
en (1.1) al variar sus coeficientes. Puesto que ( , ) es una forma cuadrética en el espacio
euclideo R®, puede reducirse, en una base ortonormal {~,, *,, "3} a una suma de cuadrados

7 2 D) 2 2
Mt YTt s

donde Z,, /,, 45 son los autovalores de la matriz (4 € R) (ver Teorema 12.2.2). Observar que
la matriz del cambio de base es ortogonal ya que transforma una base ortonormal de R® en otra

base ortonormal. En esta nueva base (1.1) se reduce a

M 1H+ Ayi+ i3 1+by + by, +by +b=0.

(1.3)
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Pueden presentarse los siguientes a 0 :

I) Todos los /; son diferentes de cero.
II) Uno de los 4; es igual a cero.

III) Dos de los 4; son iguales a cero.

Como todos los 4; son distintos de cero, completando cuadrados en (1.3) obtenemos

, b\ b, \ bs \
A 1+ﬁ + 2 y1+§ + 7 1+§ =,
1 2 3

con lo cual la traslacién

bs

2= 1t
2;&3
permite escribir (1.3) de la forma

, 2 2 2 _

Moty + A 5=, (1.4)
que recibe el nombre de orma an nia e na eriie on entro. Larazén de esta termi-
nologia es la siguiente: se denomina entro e na  eri iealpunto = ( (Yo o) tal quesi

(o1 apYothy ot o) esun punto de la superficie, su simétrico respecto a , esto es,

(o= anYo =0y 0= 0

estd también en la superficie. Claramente, la superficie (1.4) tiene (= ( 5, Y5, ) = (0, 0, 0)
como centro.
Si  #0, dividiendo por , (1.4) se transforma en

2
+2=1, (1.5)

donde

se denominan emie e de la superficie.
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Excluyendo el caso en que todos los términos son negativos en (1.5), en el que la ecuacion
(1.5) no tiene ninguna solucion real y reordenando, si es necesario, se tienen las siguientes posi-

bilidades
2 2 2
2, Y2, 2
La) ¥+?+—2= 1.
2 2 2
2, Y2 2
Ib) ;4‘?——2: 1.
2 2 2
2 Y2 2
I.C) ? - ? Y 1
Ia) Al cort2ar por planos paralelos al plano , Y,, es decir , = se obtienen elipses
—+§ 1 — — siempre que 2— 2>0(Ge. | |<]|).
De manera similar al cortar por planos de la formay, = (6 , = ) se obtienen elipses

siempre que | | < |b| (| | < |a)).
La superficie recibe el nombre de eli  0i ey su grifica se muestra en la figura 13.1.

&)
)C2 2 ZZ
= §+%—1
- a C
hs =
| r-L AT
pr b
Y2
X2
i ral3.1 lipsoide.
I.b) Al cortar por planos de la forma , = se obtienen elipses de ecuaciones
2 2 2
2,2
S+5=1+-,
2 p? 2

ecuacion que posee soluciones para todo € R. Siy, = 0 se obtiene la hipérbola

—Z =1
2 2
de semiejes ay .Si , = 0 se obtiene la hipérbola
2 2
Y2 2
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de semiejes by . Esta superficie recibe el nombre de i erboloi e e na oa.

i ral3.2 iperboloidedeuna oa.

I.c) Al cortar por planos de la forma , = se obtienen las hipérbolas de ecuacién
22 2
> Y
2 o T

Cuando Yy, = 0 se obtiene la hipérbola

2 2
2 2
= £ = 1’
a2 2
de semiejes ay . Finalmente, si , = se obtiene
2 2 2
Y2 | 2
? + ) =—1+ ? ’

que representa una elipse siempre que —a” + ? > 0, es decir, | | > |a|. Esta superficie recibe
el nombre de i erboloi e e 0 oa.

N
py b (4

i ral3.3 iperboloide de dos oas.

Si =0, (1.4) se escribe de la forma A, 3 + A,y3 + 43 3 = 0; si todos los A son positivos o
todos son negativos, esta ecuacion solamente tiene como solucién el punto , =0, Yy, =0,
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> = 0. En el resto de los casos siempre podemos suponer que dos de ellos son positivos y uno
es negativo (si uno es positivo y el resto son negativos se cambia de signo a la ecuacién). Supo-
niendo que 4, > 0, 4, > 0y 43 < 0 y dividiendo por | 15| se obtiene

AAI 2 ’12 2_ 2
2 2= 2
[ 23] | 23

En los planos de ecuacién , = esta expresion produce elipses, salvo si = 0, en cuyo
caso se obtiene el punto , =0,y, =0, , = .Siy, =0 laecuacion se transforma en
21 2

2 _ 2 —
=3 = .= -

124] 2

2
[ 5]

| 21
que representa dos rectas de pendiente + m De manera similar, si , = 0 se obtienen dos
3

rectas de pendiente

;\42
A

+

La superficie que se obtiene en este caso se denomina 0no (figura 13.4).

2 2
Ly Y2_ o
K2

at b

i ral3.4 Cono.

Podemos suponer, por ejemplo, que 43 = 0; entonces, completando cuadrados en
e Yy, en la expresién (1.3) se obtiene

b, \* b, \?
A 1+E + A Y1+27L2 +by =
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La traslacion

LD
2T 1T
274
b,
Ya=Y1t 5
22,
27 1
transforma la superficie anterior en
I 24+ Lyi+ by, = (1.6)
A 2T AYs 32 . .
Pueden presentarse los siguientes casos:
ILa) by #0.
ILb) b;=0.
Il.a) Como by # 0, latraslacion ;= ,,Y3=Y,=V,, 3= — , + b transforma (1.6) en
3
2 2 _
A3t AYys =Dy,
o bien
2 2
3,9
+S+5= 5,
— a2 — b2 3
o _ /b L . .
una vez que se ha dividido por b;, donde a = m, yb= m Esencialmente la ecuacion
gl 5)
anterior tiene solo los siguientes casos:
2 2 2 2
g S4By 2%
a2 b2 3 a2 b2 3
(el caso en que ambos signos sean negativos es «equivalente» al caso a) si hacemos la simetria
3 = — 3y el caso en que el primero sea negativo y el segundo positivo es «equivalente» al
caso b) realizando la misma simetria).
En el caso a) los planos ; = producen una elipse siempre que > 0y un puntosi = 0;

si < 0no hay puntos en R® que satisfagan la ecuacién. Las elipses tienen por ecuacién

i
x -

oo

+

[\S]

a
Si y; = 0 se obtiene la pardbola

(consuejeeneleje ;) ysi ;=0 seobtiene otra pardbola con eje en 5, de ecuacion

y3 =D’
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La superficie que se obtiene se denomina araboloi e eli ti 0 y puede apreciarse en la figu-
ra 13.5.

2 2

LI
3

a v

i ral3.5 Paraboloide el ptico.

a
En el caso b), el plano ; = 0 produce las rectas ; = + — Y3, de pendiente + a; Si 3= ,

con > 0, se obtienen las hipérbolas
2

2
3
a> b
con eje principal en la direccién de 5; finalmente, si ;= con <0, se obtienen las hi-
pérbolas
2 2
3, Y3
-5 t5=- - >0
a> b ( )

cuyo eje principal estd en la direccion de Ys.

El plano y; = 0 produce la pardbola 3 = a’ ; que est4 dirigida en el sentido positivo de 4
mientras que el plano 5 = 0 produce la pardbola y3 = —b* ; que estd dirigida en el sentido
negativo de ;.

La superficie que se obtiene se denomina araboloi e i erb li 0y se representa en la fi-
gura 13.6.

2 2
X3 )3 .
ST 2T
a b

i ral3.6 Paraboloide iperb lico.
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IL.b) Sib; =0, la ecuacién (1.6) se escribe de la forma
/11 % + /,lvzyg =

Puesto que le falta una de las variables, ;, € imo elae ainrereenta na eriie
egenera a; de hecho con cualquier plano ;=  posee como interseccion la coénica
Jy 3+ J,y5 =y, por tanto, la superficie es una superficie ilin ri a que tiene a esta cénica
como base: se tiene entonces un ilin roeli tio, n ilinro ierblio, o lano e e
ortan 0 na re ta (que corresponden a las siguientes cénicas: elipse, hipérbola, dos rectas que
se cortan y un punto). Ver figuras 13.7 y 13.8.

S+ dyi=C

Cilindro
hiperbolico
Cilindro { Cilindro
eliptico } Parzab_ollco
i+ Lyi=C Aix3 = By,
i ral3.7
i ral3s8
* ok ok

Supongamos, por ejemplo, que 4, = 4; = 0, con lo cual (1.3) se transforma en

A]%+b11+b2y1+b3 1+b:0
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.z 1
La traslacién , = | + YR Y> =V, »= ;lareducea
1

34+ Dby,+Dby,+b =0. (1.7)

Sib, =b; =0seobtienen 0 lano aralelo itinto o n olo lano, o el conjunto vacio
dependiendo de los valores y los signos de 4, y b'.
Si al menos uno de los coeficientes b, 6 b; es no nulo realizamos la transformacién

27 3

y :b2Y3+b33
SRS
:b3Y3_b23

que es una transformacién ortogonal (;por qué?) de manera que (1.7) se escribe de la forma:
3+ b+ biys+b =0.

Con la traslacion

b/
4= 3 y4=y3+\/ﬁ s 47T 3

tenemos
2 _ _ 2 2
= Ya o, =— /by + b3,
que representa una pardbola con su eje en la direccién de y,; como estamos en R’ la superficie
esun ilin ro arab li o. (Ver figura 13.7).

Notas 1. Las ecuaciones que aparecen al lado de las figuras reciben el nombre de orma
an ni a de la superficie que representan.
2. Los paraboloides (figuras 13.5 y 13.6) no poseen entro, pero poseen un v rti € en el
origen cuando su ecuacién estd dada en la forma candnica.
3. Aparte de los elementos geométricos que se citan en 2, las superficies no degeneradas
poseen € e que se han dibujado convenientemente en las figuras.

EJEMPLOA. nontrarla orma annia ela eriie e egnograoenR’® aa or
3242y +3%2-2 —2 —4y—2 —5=0

inianola orre on ientetran orma i ngeom triayeboar rereentaingr ia
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La forma cuadritica 3 >+ 2y* + 3 > — 2 tiene como matriz

30 —1
= 2 0.
-1 0 3

Los autovalores de  son las soluciones de

0=| O 2—-2 0 [=CG—-AW2—-DHDB—-AH—-QRQ-AV=C-NEC—-LH3—1—1]

=Q-D)*—6.+8)=2-)A—2)(—4)

y, por tanto, tenemos A, = 4, 1, = 2, 43 = 2.
Para A, = 4 un autovector satisface las ecuaciones

-1 0 -1 0

o -2 olly|l=[o {+=0}-*—1(—101)
- _2 :0 5 1 — -~ s Uy .

-1 0 -1 0 y J2

Para A = 2 tenemos

1 0 -1 0
00 ollyl=[o] « =
-1 0 1 0

Con la transformacion

la superficie se reduce a
4%+2y%+2%2<—+—‘>4y12(—‘+—>5=0,
J2 U2 J2 2
o bien
2 2 2 4
47+21+27 -4y, ——#=  —5=0.

\/5 1

Completando cuadrados se obtiene

47 +2y, — 1) SV g
T+ 2(y, )+21ﬁ 8=0.
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Haciendo la traslacion

Yo=Yy, — 1

se obtiene
424253 4+23=38,
o bien
2 2 2
T PR
2 4 4

que es la forma candnica de la superficie dada. Deducimos de esta expresion que la superficie

dada es un elipsoide con semiejes \/5 2y 2. Sus ejes se encuentran en las direcciones de |,
y 3, respectivamente.
La transformacién que transforma la superficie dada en su forma candnica es

RINCR I TVC W

0
y|= 0 1 0 y,+1 .
V2 0 12\ 2+ 142

En el sistema de coordenadas ( ,, Y,, ») el centro es el punto (0, 0, 0); por tanto, el centro del
elipsoide es = (1/2, 1, 1/2), ya que

~1/2 0 1/2\/ o 1/2

y=0(1)0 1 =111
INCII S INCYANINEY RN T

Para hacer un esbozo de su representacion grafica podemos hallar su interseccién con algu-
nos planos paralelos a los planos coordenados. Para el plano = 1/2, que pasa por el centro del

elipsoide, se obtiene
1 2
3<—5>+2w—1f=&

que es una elipse. Para el plano = 1/2, que también pasa por el centro del elipsoide, se obtiene
5 1
2y —1)"+3 ) =7,

que también es una elipse. Ver su representacion grafica en la figura 13.9.
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= (12,1, 1/2)

i ral39

13.2. INVARIANTES DE LAS SUPERFICIES
DE SEGUNDO GRADO EN R3

El método descrito en la seccion anterior para determinar las superficies de segundo grado pue-
de resultar engorroso si los autovalores y autovectores no son sencillos de calcular. Al igual que
en las conicas, otra forma de estudiar las superficies de segundo grado es mediante la obtencién
de sus invariantes, permitiéndonos obtener su forma candnica sin necesidad de conocer la trans-
formacién que nos permite llegar a ella.

Para tratar de averiguar los invariantes de las superficies de segundo grado recordamos que
los invariantes de la cénica a,, +a,, y +any>+a, +ay+a=0son

a;;  ap/2 a2
A=la,/2 ay &2
a,/2 a/2 a

a;;  ap/2

=a;; ta, , 5=a 2 a
12 22

y que los nimeros y o son, salvo el signo, coeficientes del polinomio caracteristico de la ma-

triz
_ < a 312/2>,
ap/2 ay )
A a%Z 2
en efeCtO, O = | - /1 | = (8.11 - /L)(a.22 - )«) - 7 = /“L - (8.11 + azz);u + | |
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Una superficie de segundo grado en las variables ,Yy, es de la forma
(.Y, )=a,, *+apy +as +a,y+a; +asy +a +ay+a +a=0 (2.1)
que también podemos escribir como

a; ap/2 a2 a2

an,/2 a :/2 a,/2 —

(Ly, . p|/2 B @2 @2 Y g 22)
a;3/2 ay/2 A a3/2
a,/2 a2 a2 a 1 1

lo que puede comprobarse facilmente. Sea
a;;  ap/2 a2 a;/2
=lan/2 an a32| , b=|a2| , R (2.3)

a13/2 ap/2  asy as3/2

Con esta notacion, (2.2) se escribe de la forma

X’lA bX—X’lzIX—o 2.4
(’)bt a 1_(’) 1_ ()

El polinomio caracteristico de la matriz  es
a — 4 ap/2 a;3/2

| —Al=|ap/2 ap—4 ay/2
a;3/2 A3/2 Ay — A

Un célculo largo, pero sencillo, permite obtener
| _l|:_i3+1/12_2/1+5
con
1= a tay tas
a;  ap/2
an/2  ay
o=1|

a;; a2
a;3/2  as

Ay Q)2

(2.5)
/2 as

2:

Diremos que una expresion de los coeficientes de (2.1) es invariante si permanece fija me-
diante traslaciones y transformaciones ortogonales. (Observar que si  estd dada con respecto a
un sistema de referencia ortonormal, solamente se han utilizado transformaciones ortogonales y
traslaciones en la seccién 13.1 para reducirla a su forma candnica.)

Teorema 13.2.1

Son invariantes de la superficie de segundo grado dada en (2.1) las cantidades ;, ,, ¢
dadas en (2.5) asi como la cantidad A = | |.
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Demostracion. En la seccion 10.1 se demostré que un cambio de referencia se escribe de
la forma

’

1
y:y,+27

!

3

con € M5, 5(R) matriz de cambio de base. En nuestro caso  corresponde a una transforma-
cién ortogonal y, por tanto, ' = '= . Con la misma notacién que en (2.4) podemos

escribir
X\ _[(C | p\(X oo P
1 o] 1/\1 ’ P2 .

Ds

Sustituyendo en (2.4) se tiene

o [ CULONA BN C | p\(X
o= ()G (60
0=X"1 AT LB (X = (X", DA’ X
S DU T\ ) T & DA )

r_ t

En consecuencia

con

b= " + %
a=" +b + b+a

(ver la demostracion del Teorema 11.8.2).

Puesto que
_ C'|o0N\(C]|p _ _
A'|= A =|C"||A]|C| = |A],
A ‘(p,“)(()“ C'IAlICI= A
se tiene que A = | | es invariante.
De laigualdad '= ' se deduce

D=1"=21=1" —2'l=l —il= .

Por tanto, los coeficientes de (1) y (/) deben coincidir. Como algunos de estos coeficientes
son, salvo el signo, las cantidades ;, ,y J dadas en (2.5) para el polinomio caracteristico de
deducimos que estas cantidades son invariantes para la superficie (2.1).

*k * *
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A continuacién hacemos una clasificacion de las superficies de segundo grado en R?, tam-
bién llamadas ri a , atendiendo a sus invariantes. Estudiamos por separado cada uno de los
casos que aparecieron en la seccién 13.1.

Enel aso laforma candnica es
2 D] 2 .2 1
Ay s ALY+ A3 5= (A1 45 # 0).

Puesto que en esta ecuacion

A0 0 0
0 4, 0 0
A = = _/1 ;u A N
0 0 4 0 1273
0o 0 o0 -
se tiene que = — A/, /5; ademds
A0 0
0=10 4 0|=71l/
0 0 74

y, por tanto, la forma canénica de las cuddricas del Caso I es
2 2 > A
Aot AaYs A3 o+ 5 0. (2.6)

Si A #0 se obtienen eli oi e, ierboloie e na oao ierboloie e o oa
dependiendo de los signos de 4, 45, 43, Ay 0.
SiA=0seobtiene na eriie niao n nto.

k * k
Enel aso laforma candnica es de la forma
st Ays by, =, (Z14y # 0). (2.7)
Si by # 0 esta puede escribirse de la forma

) 2 2 _
A3t Aay3 by 3 =0.

Puesto que
A0 0 0
0 4, 0 0 b3
A = 2 = _}vlﬂuz _3
0 O 0 by2 4
0 0 by2 O
y
0 A 0 0
= + = lits,
2710 4 o ol o o M
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su forma candnica es

2 132 A
)\,1 3 + /L,2y3 i _4 - 3 = 0 (28)
2
2
Puesto que by # 0, A # 0; como — = — f < 0 se obtienen araboloi e eli tio o ierbli
2
0 dependiendo de los signos de 4; y 4,.
Si by = 0 la forma candnica es
Mt hys= (2.9)
por tanto, los invariantes son
A0 0 0
A 000 0 4, 0 0
=Mt 2=l #E0 , 6=]0 A 0/=0y A= 0 é o ol=°
0 0 0
0 0 0 -
A partir de ellos no podemos determinar la constante
En este caso se obtienen ilin ro eli tio, ierblio, o Ilano e e ortano na
re ta.
* * %
Enel aso laforma candnica es
J34+by,+by,+b =0 (2.10)

Si b, = b; = 0 se deduce facilmente que , =0, =0y A =0 (en este caso se tienen 0
lano aralelo itinto o n olo lano).
Si al menos uno de b, 6 b; es no nulo, la forma candnica es

Mi— y.=0 (2.11)
y también se tiene , =0, =0y A = 0 (en este caso se tiene un ilin ro arab li 0).
k * k

La clasificacion realizada no es completa, ya que no permite distinguir entre varias superfi-
cies que tienen iguales los invariantes que hemos estudiado. La seccién 13.4 contiene una clasi-
ficacién mds completa, incluyendo un cuadro con un resumen de los resultados.

EJEMPLOA. e irla eriie e egnograo *+y*+ >—4 —4y+2=0a
orma an niay eir tio e eriiere reenta

Tenemos
b= 10 -2 0 -2 0
0 1 0o -2
A= = 0 1 0—2| 1 0o -2
-2 0 1
-2 0 2 -2 0 2

=-2-402-4)=6+#0,



608 Capitulo 13. Superficies de segundo grado

1 0 =2
o=| 0 1 0l=1—-4=-3#0.
-2 0 1

Puesto que los autovalores de la matriz

1 0 -2
= 0 1 0
-2 0 1
son A4, = 1, 4, = — 1, 43 = 3 la forma canoénica es

P- 243 2%2-2=0,
2 2 2

o bien ) + 2—/3 = 1y, por tanto, se trata de un hiperboloide de una hoja.

~y

i ral3.10

EJEMPLOB. e irla riay’+4 +1=0a orma anniay eir tio e
eri iere re enta.

Tenemos
00 2 0
01 0 0 0.0 2
A= =—4#0 , =0 1 0|=—-4=+#£0,
2 0 0 0 7 7
2 00
0 0 0 1
y los autovalores de
0 0 2
={0 1 O
2 00
son A, =1, 4, =2, ;= —2. La forma canénica de esta superficie es

—4
2+2 2_2 2+_74=0,
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o bien
2 2
- 2 ——+—=],
12 12
y se trata, por tanto, de un hiperboloide de dos hojas.

AZ

~Y

i ral3.ll

13.3. DETERMINACION DE LOS ELEMENTOS GEOMETRICOS
DE ALGUNAS CUADRICAS

Para las superficies de segundo grado en las que al menos uno de los nimeros A 6 J es no nulo
se ha dado un procedimiento para obtener su forma canénica en la seccion anterior. A continua-
cién describimos procedimientos para encontrar algunos elementos geométricos de estas super-
ficies. Si 0 # O se trata de una ria on entro y se dard un procedimiento para calcular
éste; si 0 = 0 se tienen los araboloi e (o cuddricas sin centro) y entonces se dard un procedi-
miento para calcular su v rti e.

Sea

una superficie de segundo grado con A # 0y 6 # 0. La cuadrica anterior puede ser un elipsoi-
de, un hiperboloide de una hoja o de dos hojas. En estos casos hemos visto en la seccién 13.1
que la direccion de sus ejes esta dada por los autovectores correspondientes a los autovalores de

A
la matriz . Estas cuddricas tienen centro: si A, >+ A, >+ 13 >+ 5 = ( es su forma canéni-

cael centro esel (0,0, 0) en estas coordenadas. En general, para hallar las coordenadas del
centro procederemos como se indica a continuacidn.
Sea (a, f, 7) el centro de una superficie de segundo grado. La traslacién

(l’yh 1)= (’ya )=(9y9 )_(Oﬂ,ﬂ,“/)

transforma en (0, 0, 0) y la superficie (3.1) en

0= (Ftoay tp tN= (1, DEV() 1+ () (3.2)
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con ;1 =(1,Yp, 1)ty

0 0 0
V ( )=<6_( )’a_y( )’6_( )>'

La expresion (3.2) puede obtenerse o bien mediante sustitucion en (3.1) o bien observando que
es el desarrollo de Taylor de la funcién ( ,y, )enel punto .Luego esel centrode (3.1) si
V () =1(0,0,0). Asi pues, es la solucidn del sistema

—~

=2a,, tapyta; ta =0

|
g
\S]

+2a,yta +ta,=0

=a;; T any+t22a; +a3=0.

Q)‘Q) Q)|Q) Q)|Q)
<

—

Observar que este sistema de ecuaciones lineales tiene por matriz de coeficientes 2 cuyo de-
terminante es 2 | =8| | = 80 # 0.

EJEMPLO A. eterminarel entroylo ee el ierboloie e na oa eleemlo e
la e inl132: 24+y*+ >—4 —4y+2=0. boar rereentaingr ia
Su centro  satisface el sistema

¢ =2 —4 =0 ¢ =2y—4=0 8—2 -4 =0
a D) 6y y D) a )
de donde deducimos que su centro es = (0, 2, 0).
Los autovalores de la matriz  correspondiente a su parte cuadratica son 4, = 1, A, = — 1,
Ay =3y las direcciones de sus ejes vienen dadas por ~; = (0, 1,0), »,=(1,0,1), 3 =(1,0, — 1),

ya que
L) =Ker( — )={ =0, =0}
LCp) =Ker( + )={ — =0,y=0}
L) =Ker( —3)={ + =0,y=0]}.

Luego los ejes del hiperboloide son las rectas afines

h= +LCp={ =0, =0}
L= +L(y={ - =0y=2}
= +LCy={ + =0,y=2}.

El eje principal es el que no corta el hiperboloide (ver figura 13.10). Puede comprobarse

que en nuestro caso esto sucede con |, ya que al sustituir = ,y = 2 en el hiperboloide se
tiene —2 2 =2.
El plano 7 que contiene a |, y |5 tiene por ecuacién + = 0y su interseccién con el hiper-

boloide produce la elipse
62+ (y—27>=2
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Con estos resultados puede hacerse un esbozo de su representacion grafica (ver figura
13.12). Esta puede completarse hallando la interseccién de la cuddrica con planos perpendicula-
res a l,. La ecuacion de estos planos puede escribirse de la forma + =2, € R. Su inter-
seccion con la cuédrica dada produce

Y H+Q2 - Y -402 - )—4dy+2=0.
Tras simplificar y completar cuadrados se obtiene
6( — Y+ (y—2>=201+ 2,

que son elipses con centro ( , 2, ) en el eje .

i ral3.l2

EJEMPLO B.  eterminarel entroylo ee el ierboloie e o oa eleemlo e
la e inl132:y*+4 +1=0. boar rereentaingr ia.
Su centro  satisface el sistema

6_4_0 6_2_0 a—4—0

a b ay y b a b
y, por tanto, = (0, 0, 0). Los autovalores de la matriz  correspondientes a su parte cuadritica
son 4, = 1, 4, = 2, 13 = —2; las direcciones de sus ejes vienen dadas por

1 =0,L0 , =001 ., 3=00 -0,
ya que
LCp)=Ker( — )={ -2 =0,2 — =0}={ =0, =0}
L(o) =Ker( —2)={ — =0,y=0}
L(Cy) =Ker( +2)={ + =0,y=0}.
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Luego los ejes del hiperboloide son las rectas afines
L= +LCH) . L= +L() . L= +L.

El eje principal es el que corta al hiperboloide (el eje  en la forma canénica dada en el
ejemplo B de la seccién 13.2 (ver figura 13.11)) es el |5 ya que al sustituir = — ,y=0enla
cuddrica dada se obtiene —4 %+ 1 =0, que produce = + 1/2. Observar que los otros dos
ejes, I, y |5, no tienen interseccién con la cuddrica.

Con estos resultados puede hacerse un esbozo de su representacion grafica (ver figura
13.13). Observar que la interseccion del hiperboloide con el plano y = 0 produce la hipérbola

4 = —1, cuyas asintotas son los ejes coordenados
z
\
\\ 13
L .
N
~ N
N, Q \\/\
4 N
NN
- \ ~
; -
=— - \\C = (0,0,0)
~ ~ 1
S N/
D ~ 1 |
/\/\ )\\ :
’ V\ :
\\ ! 11
v
‘I
: y
i ral3.13
k % k

Supongamos ahora que la superficie dada en (3.1) es un araboloi e (A # 0, 6 = 0) (ver
figura 13.14).

i3 Eje principal

i3 Eje principal

Plano
\~ tangente

Plano
tangente

i ral3.l4
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El eje principal del paraboloide tiene la direccién de un autovector  correspondiente al autova-

lor /3 = 0. Los autovectores correspondientes a 4, y 4, determinan el plano tangente al parabo-

loide en el vértice. Si = (a, f3, y) es el vértice del paraboloide, el plano tangente a la superficie
(,Y, )=0en es

I IR IR
a()( o) 0y()(y B 6()( 7) = 0.

Luego la ecuacién V () x = 0, junto con () = 0nos permite hallar el vértice ; en con-
secuencia, también su eje principal | = + L( ) (ver figura 13.14).

EJEMPLO C.  eterminarel v rti e,elee rini alyel lanotangenteenelv rtie el a
raboloi e 24+ 2y*+4y+4 +3=0,ai omo orma an ni a.

Tenemos
1 2 0 0
2 2 00 b2 0
A=0002=8;ﬁ0;6=||=220=0
0 0 O
00 2 3
Como el polinomio caracteristico de es (1) = —A(A* — 31 — 2), se tiene
. 34+ /17 . 3—J17
AL = ? ’ Ay = f s )“3 =

Se trata de un paraboloide hiperbdlico ya que 4, > 0y 4, <0, pues /17 > 3. Como

1 2 1 0 2 0
) = = — 2’
2 2 0 0 0 0
su forma candnica es
3+ /17 2+3—~/17 5 0
2 2 ’
La direccién del eje principal es lade = (0, 0, 1) pues

Ker( )={ +2y=0,2 +2y=0}={ =0,y=0}.
AdemasV (,y, )=2 +4y,4y +4 ,4). Luego
Vx =0 < {4y+4 =0,2 +4y=0} <= { =0,y=0}.

En consecuencia, el vértice del paraboloide es de la forma = (0, 0, y) con ( ) = 0. Como
(0, 0, y) = 0 produce 4y + 3 = 0 se tiene y = — 3/4. Por tanto, el vértice es

A
~(0.0.-3)

El plano tangente en  tiene por ecuacién (V (), " H)=0,1o que da ((0,0,4), ( ,y, +3/4)=0;
es decir, = —3/4.
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13.4. CLASIFICACION DE LAS CUADRICAS SEGUN

SUS INVARIANTES

En la seccién 13.2 estudiamos algunos invariantes de las superficies de segundo grado en R®
(Teorema 13.2.1). Estos son (ver (2.5) y Teorema 13.2.1):
=8 taytay
a;  ap/2
ap/2  axp
o=1 |
A=

a;  a3/2
a;3/2  as;

Ay  Ay/2

, =
3/2 A

4.1)

donde es la matriz de la forma bilineal asociada a la cuddrica dada en (2.1) (ver (2.3))y es
la matriz de la cuddrica (ver (2.2)). Recordar que el polinomio caracteristico de es

WD=| —i|==2+ 22— 0+ 4.2)

Los invariantes dados en (4.1) no nos permitieron dar una clasificacién completa de las cuddri-
cas en la seccion 13.2.

Para hacer esta clasificacion vamos a estudiar distintos casos segin los valores de dos inva-
riantes dados en (4.1).

Casol. A#0 Caso2. A=0
CAsO 1.1: 0 #0 CASO 2.1: 0 #0
CAsO 1.2: 0=0 CASO 2.2: 6 =0
A#0 , 0+#0

Si /4, 45, 45 son los autovalores de  se tiene 0 = A,4,45 # 0 (ver (4.2)). Estamos entonces
en el caso I de la seccion 13.2. Como A # 0 se obtienen elipsoides, hiperboloides de una hoja o
hiperboloides de dos hojas. Su forma canénica es (ver (2.6)):

A
e 2+ﬂvz2+z32+5=0. (4.3)
Para distinguir estas superficies es necesario saber la diferencia en valor absoluto entre el nu-
mero de autovalores positivos y negativos; esto es, la signatura de la forma cuadratica cuya
matriz es  (ver seccién 12.3). Como (4.2) tiene tres raices reales podemos tener

a): Signatura = 3,
b): Signatura = 1.

En el caso a) o bien todos los autovalores son positivos o todos son negativos. En cual-
quiera de los casos, si A > 0, (4.3) no tiene soluciones reales y si A < 0 se tiene un eli 0i e.

En el caso b) hay dos autovalores positivos y uno negativo o viceversa. En cualquiera
de estos casos, si A > 0 se obtiene un i erboloi e e na oaysiA <O0setieneun i erbo
loie e o oa.
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A
Z A
— - >
\SvsZ
x X

Elipsoide Hiperboloide de dos hojas Hiperboloide
de una hoja

i ral3.15

* ok ok

La signatura de una forma cuadratica dada por una matriz  se obtiene sabiendo el niimero
de raices positivas y negativas del polinomio caracteristico de , (1), o completando cuadrados
por el procedimiento descrito en la seccién 12.2 (ver la observacion al final de la seccién 12.2).
Recordar que es simétrica y que (/) tiene todas sus raices reales.

Laregla elo igno e e arte nos proporciona una estimaciéon del ndmero de raices
positivas de un polinomio con coeficientes reales:

()y=a,"+a,, "'+ +a +a,
Si todas las raices de ( ) fueran reales y no nulas laregla elo igno e e arte nosda
Numero de raices positivas de = Var( ( )) 4.4)

donde Var( ( )) es el nimero de cambios de signo de la sucesiéon ordenada de coeficientes del
polinomio, es decir
(an’ an—l’ s al’ a())s

sin tener en cuenta los coeficientes nulos. Luego

Numero de raices negativas de = n — Var( ( ))
y por tanto

signatura( ) = [Var( ( )) — (n — Var( ( )))| =2 Var( ()) —n|. 4.5)

Laregla elo igno e e arte se demuestra para polinomios de grado 3 (este es el caso de
las cuadricas) en la subseccion 2 de la seccién 13.5.

A#0 , 6=0.

Como 0 = A;4,4; = 0 podemos tener uno o dos autovalores nulos. Si hubiera dos autovalo-
res nulos, digamos 4, = 43 = 0, estamos en el caso III de la seccién 13.2 y la forma candnica
seria
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(ver (2.10) y (2.11)). En ambos casos se tendria A = 0. Como A # 0 solo podemos tener un
autovalor no nulo, digamos 4; = 0. Entonces

0 I

) 2 2 A
A Tt T+ [ —4— =0, (4.6)
2

obteniéndose paraboloides elipticos o hiperbdlicos.
Tenemos los casos siguientes:

)y 0
0 0

2

)0
0 0

‘ = /11/12 5& 0

La forma candnica es

a): = }\,1),2 > 0,

En el caso a), los dos autovalores tienen el mismo signo y tenemos un araboloi e
eli ti o.

Enelcaso D), los dos autovalores tienen distinto signo y tenemos un araboloi e i er
b li o.

x
Paraboloide eliptico Paraboloide hiperbdlico

i ral3.l6

A=0 , 0#0

Como 0 = ;4,45 # 0 todos los autovalores de  son no nulos. Puesto que A = 0 su forma
canonica es (ver (2.6)):

I P4, P4 =0 4.7)

Si los tres autovalores tienen el mismo signo, es decir la signatura de la forma cuadratica es
3, se obtiene n nto.

Si hay dos autovalores con un determinado signo y el otro tiene signo contrario, es decir, la
signatura de la forma cuadratica es 1, se obtiene un 0nO.
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Cono

i ral3.17

*k * *k

Para estudiar el caso 2.2, necesitamos un nuevo invariante de la cuadrica (2.1). Este se
enuncia en el siguiente resultado:

/Teorema 1341 \
Si para la superficie de segundo grado dada en (2.1) se tiene A = 0y 0 = 0, la cantidad
Ay A3/2 82 a;  a3/2 /2 a;  ap/2 /2

3= |@3/2 A3 83/2| T (a3/2 A a3/2| T |ap/2 Ay &2
a2 a2 a a,/2 a/2 a a,/2 a/2 a

\es un invariante. /

Observar que el primer determinante que aparece en la definicion de ;5 es el cofactor del
elemento a,; de la matriz  dada en (2.2), el segundo es el de a,, y el tercero el de as;.
La demostracion del Teorema 13.4.1 puede verse en la subseccién 3 de la seccién 13.5.

® ok ok
A=0 , o0=0.

Como 4,/,43 = 0 podemos tener un autovalor nulo solamente, o bien dos o mas autovalores
nulos. El primer caso corresponde a , # 0 y el segundoa , =0

a): 2 ;é O?
b): ,=0.

En el caso a) podemos suponer , = 4,4, # 0 (43 = 0). Estamos entonces en el caso II
de la seccion 13.2 y con A = 0, por lo que su forma candnica es (ver (2.9)):

P+, P= (4.8)
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En este caso se obtienen cilindros elipticos, hiperbdlicos, dos planos que se cortan o una
recta. Para distinguir cada caso necesitamos utilizar el invariante 5 descrito en el Teorema
13.4.1. De (4.8) deducimos

A 0 0 A0 0 A0 0
3:0 0 O +O 0 O +0 /12 0 :)“1/12(_ ):_2.

0 0 - 0 0 - 0o 0 -
Si , = 4;4, > 0 (es decir, ambos autovalores tienen el mismo signo) y 3 # 0, se obtie-
ne un ilin ro eli ti 0 en (4.8) si = — 5/, tiene el mismo signo que 4, y 4, (es decir,

signo( ;) # signo( 3)) y no hay solucién en caso contrario.
Si ,=44,>0y ;=0setendria = 0en (4.8) y tendriamos una recta.
Si , = A4, <0 (es decir ambos autovalores tienen distinto signo) y 3 # O se obtiene un
ilin ro i erb li oen (4.8).
Si ,=2,4,<0y 3=0setiene = 0en (4.8)ycomo 4,y /4, tienen distinto signo tene-
mosun ar e lano e ante .
Nos queda por estudiar el caso b), en el que se tiene A = 0, = 0, , = 0. Estamos en el
caso III de la seccién 13.2.
Hay un autovalor no nulo, digamos A; # 0. (Si los tres autovalores fueran nulos, es decir
; = 0 en este caso, la cuddrica se reduce a un plano).

Si la forma canénica es 4, > — =0( $0)(ver (2.11)) se tiene un ilin ro arab li
0. En este caso se tiene
0 0 — /21 |4 0 0 |4 0 0 »
;=] 0 0 0O |+|0 0 Of+]0 0 —/2=—/IIZ;&O,
- /2 0 0 0 0 O 0o - 2 0
lo que nos permite calcular conociendo 3y | = A,.

Si la forma canénica es 4, *—b=0 tenemos dos lano aralelo (si signo(b)=signo(4,)),
lano oin i ente (si b = 0), o sin solucidn (si signo(b) # signo(/,)). En este caso se tiene

00 0| |4 0 o] |4 0 o0
,=[0 0 o|+]/0 0 o|+]0 0 o|=o0.
00 —b |0 0 —b |0 0 —b

z A
z
h
i) e
A

S

\‘\/
/ \ >~ #
Cilindro eliptico Cilindro parabdlico Cilindro hiperbolico Dos planos que se cortan
i ral3.18

* * *
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[ RESUMEN j

SUPERFICIES DE SEGUNDO GRADO O CUADRICAS
a“x2 + a22y2 + a33z2 tapxytasxz+apnyztax+aytazt+ta=0

ay  ap/2 ap/2 a2
an/2  ap  ay/2 a2
ai/2 ap/2  az; as)2 '
a2 a2 a2 a

apy ap/2 a2 B
A=lap/2 ayp axp/2 ; A=

a;3/2 ay/2  as

( INVARIANTES j

Ay, ay/2
ay/2  as;

ay  ap/2

ai3/2  asy

apg ap/2

A=|Al . 5=IAl . 5=
? ap/2  ay

» 81 =ay tax tas

Si
A=6=0 , s3= |A_11| + |1‘T22| + |1‘T33|

donde A,; es la adjunta del elemento (i, i) de la matriz A.

( AUTOVALORES ]

Los autovalores 4,, ,, 43 de A son las raices de
pax) =|A = M| =—72+ 5% — 5,0 + 0.

S = A dat Ay Sy = dde F Adst Iads s 0= Aiads.

( SIGNATURA j

Signatura(A) = |2 Var(p,(x)) — 3]

Var(p,(x)) = Var(— 1, s;, — 55, 0)

Figura 13.19
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( )
CLASIFICACION DE LAS CUADRICAS SEGUN SUS INVARIANTES
A>0 No hay soluciones
SIGNATURA = 3 reales
A<0 Elipsoide
0#0 A SIGNATURA = 3
Cuddricas WX+ LY+ 27+ 5 0
con centro A>0 Hiperboloide
SIGNATURA =1 de una hoja
A#0
A<O Hiperboloide
SIGNATURA =1 de dos hojas
. Paraboloide
2= iy >0 eliptico
N ) —4A
5:() ;LIX +},2Y i Z=0
S o, Paraboloide
S = M, <0 hiperbolico
SIGNATURA =3 Un punto
5#0 MWXP+ WY+ 2327 =0
SIGNATURA =1 Un cono
Cilindro eliptico
$2>0 (55 - 51 <0)
2, 53
;"IX + }QY + - 0
52 Cilindro
53 #0 5 <0 hiperbélico
A=0
—4s _ Cilindro
WX =+ S ’y =0 parabdlico
5=0 ‘
s, >0 Recta
WXP+L,YP=0
53=0 5, <0 Par de planos
secantes
— Dos planos
WX*=b iz £ g paralelos
l . .
L o coincidentes )

i ral3.20
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( )
A=0,0=0
V4
X
Elipsoide Hiperboloide de una hoja Hiperboloide de dos hojas
X2+Y2+ZZ_1 X* vy’ 22_1 x> vy z |
a b @ b a2 b )
) )
A=0,0=0 A=0,0=0
Az Z
N
X Y
Y
X
Paraboloide eliptico Paraboloide hiperbdlico Cono
X2+Y2_Z Xx? Y2_Z X2+Y2722
a2 b2 - e b2 - ) a2 b2 )
~
A=0,0=0
Z Az 7 A
Z
N | |
]
I \
Ll 1
—/———,k/—}——\—> /:I/. Y
> . Y ; N
b
s 4+L X/ / - v
LD T~ X
Cilindro eliptico Cilindro hiperbélico Cilindro parabdlico Dos planos secantes
X? Y21 X? YZ1 Y= ax? x? Y20
4l = - = =g =
a2 b2 a2 b2 02 b2 )

i ral3.2l
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EJEMPLOA. laiiarla eriie e egnograo
Z—y?— 2—-2y — +3y+3 —2=0.
Encontramos sus invariantes:

1 0 0 —12

! 0 0 0 -1 -1 3/2
o=10 -1 —-1|=0 ; A= 0 -1 —1 3/2=0 ;
0 -1 -1
=172 372 32 -2

=—1-1+(1-1)=-2%#0 ;

‘1 o‘ ‘1 0‘ ‘—1 —1‘
, = + +

o —1 o —1] |-1 -1
1 0 —12 10 —12] |-1 -1 32

,=| 0 -1 32[+| 0 -1 3p2/+|-1 -1 32/=0+0+0=0.
—12 32 2| |-12 32 —2| |12 32 -2

Segtin la tabla de la figura 13.20 se trata de un par de planos secantes.
Para encontrar las ecuaciones de estos planos despejamos en la superficie dada conside-
rando y, como fijas:

1+ /1 —4(-y*— 2—=2y +3y+3 —2) 1 3

Por tanto las ecuaciones de los planos son

=y+ -1 ; =—-y— +2
y la superficie dada puede escribirse de la forma
(+y+ —=2)( —y— +1=0.

*k & *

EJEMPLOB. laiiar, an olatabla ela ig ra13.20, la ria ig iente :
a) 3242y*+32—-2 —2 —4y—2 —5=0.
b) 2+y*+ 2—4 —4y+2=0.
) yY+4 +1=0.
d 2+2y*’+4y+4 +3=0.

En el caso a) tenemos

3 0 -1 -1

30 —1
P e 6= 0 2 ol =16

-1 0 3
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Segun el cuadro de la figura 13.20 ya sabemos que es una cuddrica con centro. Como

30 3 -1 20
=8 = + + =20
! 2‘02“—1 3“03‘
y la sucesién
(71, 1> 2’5):(71’8, 7209 16)
tiene 3 cambios de signo, la signatura es [2(3) — 3| = 3. Como A = —40 < 0, la cudadrica de a)

esuneli 0i e, como ya se obtuvo en el ejemplo  de la seccién 13.1.

En el caso b) ya se obtuvo en el ejemplo A de la seccién 13.2 que A =6 #0,6 = —3 # 0.
Como

r 1 ‘1 —1 r 0
+1 + =

la sucesion

(_1, 1> 2,5)2(_1,3, 1, _3)

tiene dos cambios de signo, por lo que la signatura es [2(2) — 3| = 1. Como A =6 >0, la
cuddrica de b) es un i erboloi e € na 0a, como ya se obtuvo en el ejemplo A de la sec-
cion 13.2.

En el caso ¢) tenemos A = —4, 6 = —4 como ya se obtuvo en el ejemplo B de la sec-
cién 13.2. Tenemos otra conica con centro. Como

0 0o |0 2 1 0
1= 1 . 2 = + + = *4,
0 1 2 00 |0 0
la sucesion
(_1’ 1> 2’6):(_1’ 1a4, _4)
tiene dos cambios de signo, por lo que la signatura es [2(2) — 3| = 1. Como A = —4 <0, la

cuddrica de ¢) esun i erboloi e e 0 0a,como ya se obtuvo en el ejemplo B de la sec-
cion 3.2.

Para el caso d) tenemos A = 8, 6 = 0, como se obtuvo en el ejemplo C de la seccion 13.3.
Como

12 2

2:L 2l "o o fo o

se trata de un araboloi e i erb li o, segin el cuadro de la figura 13.20. Ya se obtuvo este
resultado en el ejemplo C de la Seccién 13.3.

EJEMPLOC. laiiar, an olatabla ela ig ra13.20, la ria ee ain

*+y -2y-3 - +3=0.

Tenemos
1 —1 0o —-312
-1 1 0 0 bobo
A= = , o0=|—1 1 0/=0.
0 0 0o —112
0 0 0

—3/2 0 —12 3
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Como
1 0 0 1 0 —32 e - .
;=10 0 —12[+| o0 0 —12[+| -1 1 0=~ #0
0 —1/2 30 |-32 —12 30 |-32 0 3
y
I e U O/ I VA
2_‘—1 1 ‘0 0 ‘0 0‘_0

se trata de un ilin ro arab li o segin el cuadro de la figura 13.20.

13.5. NOTAS ADICIONALES

1. El hiperboloide de una hoja como superficie reglada

Una superficie se denomina  er i ie regla a si por cada uno de sus puntos pasa al menos una
recta totalmente contenida en la superficie. Ejemplos sencillos de superficies regladas son los
«cilindros» estudiados en la seccién 13.1. Otros ejemplos se obtienen girando una recta, llama-
da generatri , alrededor de otra fija, llamada € €. Si la generatriz es perpendicular al eje se ob-
tiene un lano, si es paralela se obtiene un ilin ro y si corta al eje sin ser perpendicular a él se

obtiene un oble 0no re to con vértice en el punto de interseccién (ver figura 13.21).

I._______________ —

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i S
; (I-—
\

\Z

i ral3.21

Podriamos ahora preguntarnos cudl es la superficie que se obtiene cuando la generatriz no
es paralela ni corta al eje; para tratar de identificar esta superficie encontramos sus ecuaciones
en un caso sencillo. Supongamos que el eje coincide con el eje y que la generatriz pasa por

el punto (a, 0, 0) y tiene como vector director (0, f5, 1) con f§ # 0.
Las ecuaciones paramétricas de la generatriz son

a 0
yl=|0|+t|p| ., teR,
0 1
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y las ecuaciones del giro alrededor del eje vienen dadas por
cosp —sengp O
y |=|sen¢ cosep O]y
' 0 0 1
Por tanto,
! cosp —sengp O a 0 acos @ —fsen ¢
Yy |=|senop cosp O O|+t|p||=|asengp |+1t| [cose ).
' 0 0 1 0 1 0 1
Como ' = t deducimos que

() + (y/)2 = (acos¢p — 'fsen qz))2 + (asen¢ + ‘fcos qz))2 =a’+ /32( 2.

Por tanto, su ecuacién es ( ')* + (y)* — f*( ')* = & que representa un i erboloi e e na o
a
a de semiejes a, a 'y E y de centro el origen de coordenadas.

Este resultado no es debido a una casualidad, sino que es cierto para todo hiperboloide re-
glado; en efecto, para demostrarlo observemos que es suficiente probarlo para un hiperboloide
de ecuacién

2 2

2
+ Lo (5.1)

a b

]

ya que cualquier otro se reduce a este mediante una transformacién ortogonal y una traslacién
en R>. Para el hiperboloide dado en (5.1) podemos tomar la recta

(.Y, )=(0,0)+1t0,b, ) , teR,

22
y hacerla moverse alrededor del origen siguiendo la elipse de ecuacion 2 + e = 1 en el plano

= (. Esto se hace con la transformacion

4 a
cosp — b sengp 0
| =1|Db
y a sen ¢ cos @ ollY (52)
! 0 0 1

cuya comprobacion se deja para el lector. Observar que la recta
(sy’):(avb’o)—i_t(ov_ba) s tER,

también genera el hiperboloide de una hoja dado en (5.1) con la misma transformacién dada
en (5.2).
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\ % 77/
W

Y
W

El hiperboloide de una hoja como superficie reglada

i ral3.22

2. La regla de los signos de Descartes para polinomios
de grado 3

En la seccion 13.4 hemos usado laregla elo igno e e arte para hallar la signatura de
una forma cuadratica dada por una matriz ~ de orden 3, sin necesidad de calcular los autovalo-
res de , ni de utilizar la técnica de completar cuadrados que expusimos en el Capitulo 12.
Recordar que, puesto que es simétrica, el polinomio caracteristico de tiene todas sus raices
reales.

Laregla elo igno e e arte proporciona una acotacion del nimero de raices positi-
vas de un polinomio con coeficientes reales. Cuando todas las raices del polinomio son nime-
ros reales, la regla permite saber el nimero de las que son positivas y no nulas, sin mas que
contar las variaciones de signo de los coeficientes del polinomio.

Dada una sucesiéon ordenada (a,, &, 4, ..., @, 8y = de numeros reales, llamamos
varia i nde al nimero de cambios de signo en la sucesién , y lo denotamos por Var( ). Si
()=a,"+ - +a +a;esunpolinomiocona e R, =0,1,..,n, escribimos Var( ( ))

para denotar la variacién de la sucesién de los coeficientes de (). Cuando alguno de los ele-
mentos de esta sucesion sea cero, se elimina de la sucesion a efectos de encontrar su variacion.
Asi, por ejemplo, si = (2,0, 0, —1) se tiene que Var( ) = 1.

En esta seccion daremos una demostracion elemental de laregla elo igno e e arte
para polinomios de grado 3 con tres raices reales, que es exactamente lo que se necesita en la
seccion 13.4 para la clasificacion de las cuddricas usando sus invariantes.

Sea

()=+a,*+a +a , & a,3eR,

un polinomio con tres raices reales, 4;, 4, 43, iguales o distintas. Supondremos que to-
das son no nulas, es decir a, # 0. Si alguna de ellas lo fuera tendriamos a, = 0 y conside-
rando ( )/ se tendria un polinomio de grado 2, del que es facil saber cuantas de sus raices
son positivas.

Puesto que

=0 = — L),
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igualando coeficientes se tiene
H=—"U tAht+tl)
a = Aidp + A + Aoz (5.3)
g = — A1ols.

/Lema 13.5.1 \

Sea ()= *+a, ?+a, +ay,e gl ]unpolinomio de grado 3 con a, # 0 y tal que
todas sus raices son reales. Entonces,

Pos( ())=0 < Var( () =0,

donde Pos( ( )) es el nimero de raices positivas de ().
o %

Demostracion.
<= Si Var( ())=0 se tiene a, >0, a, =0, a, > 0. Entonces ( ) > 0 para todo
€ (0, o), por lo que () no posee raices positivas.

=) Sean 4,, 4,, 43 las tres raices reales de ( ). Como nuestra hipdtesis es que
Pos( ( )) = 0 se tiene que 4; <0, 4, <0, 43 <0. De las férmulas (5.3) se deduce
que a, >0, a; >0, a, > 0, por lo que Var( ( )) =0.

Nota Sea ()=—>+b,?+Db, +bye gl ] un polinomio de grado 3 con
by # 0 y que tiene todas sus raices reales. Entonces,

Pos( ())=0 < Var( ()) =0.

Esta equivalencia se prueba aplicando el Lema 13.5.1a ()=— ()= *—b, 2 —b, —b,,
ya que las raices positivas de () son las mismas que las raices positivas de () y
Var(l, _b2, _bl, _bo) = Val‘(— 1, b2, b], bo)

Lema 13.5.3

Sea ()= *4+a,?+a, +a,e gl lun polinomio de grado 3 con @, # 0 y con todas
sus raices reales. Se tiene que

Var( (1)) + Var( (- )) =3.

Demostracion. No puede ser a, =0, a, =0 ya que si lo fueran el polinomio
()= ?+ a, solo tendria una raiz real.
Examinaremos por separado los casos siguientes:
i) a,#0, a #0.
i) a&,=0, a #0.
iii) a,#0, a =0.
i) Los distintos signos que pueden tomar a,, a,, a, dan 8 posibilidades. Estudiando cada

una de ellas puede conseguirse el resultado. La tabla de la figura 13.23 explicita uno de estos
casos. Se invita al lector a que compruebe los restantes terminando de rellenar la tabla.
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Signosde () | Var( () | Signosde (=) | Var( (=) |Var( ())+Var( (— )
+ 4+ + + 0 -+ -+ 3 3

+ 4+ -

+ 4+ -+

+ 4+ - -

+ -+ +

+ -+ -

+ - -+

o C

ii) Enestecaso ()= *+4a, + a, Delasférmulas (5.3) deducimos 4, + A, + 13 = 0,
por lo que las tres raices de () no pueden tener el mismo signo. Renumerando, si fuera nece-
sario, tenemos por consiguiente dos casos:

a) 4,>0,1,<0,4;<0.
b) 4,>0,4,>0,4; <0.
En el caso a) escribimos A, = — (4, + 43) y usamos (5.3) para obtener
a, =1 (Jy + A3) + dody = — (g + 23)2 + Jody = — 22 — 23— Jydy < 0.
En el caso b) escribimos 1; = — (4; + A,) y usamos (5.3) para obtener
= dy+ Ay + Ay = Ay — (g + M) = =23 — 13— J,Jp < 0.

En cualquiera de los dos casos, como a; < 0, los signos de los coeficientes no nulos de ()
pueden ser (+, —, +) 6 (+, —, —). En cada uno de estos casos los signos de (— ) son
(—, +, +)y (—, +, —) respectivamente. Se tiene, por tanto, el resultado.

iii) Enestecaso ()= *+a, ?+ a, Distinguiremos dos casos:

a) a,>0.

b) a, <0.

En el caso a) tendria que ser a, < 0. En efecto, si fueraa, >0, ( )>0paratodo € (0, c0)
y, por consiguiente, las tres raices reales de (), 4,, 4,, 45 serfan negativas. Pero entonces, en

(5.3) tendriamos
0=a, =4 + A3+ 4,43 >0

que es una contradiccion. Como a, < 0 y a, > 0 los signos de los coeficientes de ( ) son
(+,—,+)ylosde (— )son(—, —, +),porloque Var( ( )) + Var( (— ))=2+1=3.

En el caso b) tendria que ser a, > 0. En efecto, si fueraa, <0, (— )=— *+a, *+a,<0
para todo € (0, o0) y, por consiguiente, las tres raices reales de (), 4;, 4y, 43, serian positivas.
Pero entonces, en (5.3) tendriamos de nuevo

que es una contradicion. Como a, >0y a, < 0 los signos de los coeficientes de () son (+, +, —)
ylosde (— )son(—, +, —), porloque Var( ( ))+ Var( (— ))=1+2=3.
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Nota Si en el Lema 13.5.3 suponemos que todos los coeficientes de () son no
nulos, estamos en el caso i) de su demostracion, y entonces no es necesario suponer que todas
sus raices son reales para concluir el resultado. Pero, en general, es necesario tener la condicién
de que todas sus raices sean reales para concluir el resultado, como puede comprobarse exami-
nando ()= °*—1.

Nota Sea ()=— *+b,?+b, +bye gl ]conb,# 0y todas sus raices rea-
les.Si ()=— ()= *—by, 2—Db, — by se tiene

Var( ())=Var( ()) y Var( (= )) = Var( (—)).
Usando el Lema 13.5.3 para ( ) se obtiene

Var( ( ))+ Var( (— ))=3
también en este caso.

/

~

Proposicion 13.5.6 (Regla de los signos de Descartes)

Sea ()=a;>+a,?+a +a,e gl ] un polinomio de grado 3 con a, # 0 y con
todas sus raices reales. Entonces,

Pos( () = Var( ())

donde Pos( ( )) es el nimero de raices positivas de ().

- /

Demostracion. Dividiendo por as, si fuera necesario, podemos suponer a; = 1 ya que

1
Var<a— ( )> = Var( ( )). Asi que podemos suponer
3

()= 34+a,?+a, +a, , a,#0.
Si Pos( ( )) = 0, el resultado se deduce del Lema 13.5.1.

Si Pos( ())=1, sea /4, >0 la raiz positiva de ( ), de manera que 4, <0, 43 <O.
De (5.3), a, = — A,4x45 < 0. Tendriamos los siguientes signos de los coeficientes de () y su
variacion si a, # 0, a; # 0:

Signos Var( ())
+ + + - 1
+ 4+ - - 1
+ -+ - 3
+ - = = 1
Si a, =0, a; # 0 tendriamos

Signos Var( ())
+ + - 1

+ - - 1




630 Capitulo 13. Superficies de segundo grado

Si a, # 0, a; = 0 tendriamos

Signos Var( ()
+ o+ - 1
+ - - |

Observar que no puede ser a, = 0, @, = 0 ya que el polinomio ( ) = * + a, solo tiene una
raiz real.

Tenemos que descartar el caso (+, —, +, —) que da Var( ()) =3. Si fuera
Var( ( )) = 3, del Lema 13.5.3 deduciriamos Var( (— )) = 0y por la Nota 13.5.2 tendriamos
Pos( (— )) =0, por lo que Pos( ( )) = 3 y estamos suponiendo Pos( ( )) = 1.

Si Pos( ()) = 2, tendriamos Pos( (— )) = 1. También Pos(— (— )) = 1. Podemos apli-
car ahora el caso anterior para deducir Var( (— )) = Var(— (— )) = 1. Por la Nota 13.5.5,
Var( () =3—-1=2.

Si Pos( ( )) = 3, tendriamos Pos( (— )) = 0. Por la Nota 13.5.2, Var( (— )) = 0. De la
Nota 13.5.5 deducimos Var( ( )) = 3.

3. Demostracion del Teorema 13.4.1

En este apartado realizamos la demostracion del Teorema 13.4.1 que se utiliz6 en la clasifica-
cion de las cuddricas cuando A = 0y § = 0. Recordar que una cuddrica puede escribirse como

(v.)=Cy. .07 |=0 (5.3)

donde es una matriz simétrica de la forma

a  ap/2 a2 a2
/2 Ay a32 )2
a;3/2 a/2 A a2
a2 a/2 a2 a

54

Escribiremos ", para denotar la matriz adjunta del elemento que ocupa el lugar (i, ) en la
matriz , 1 <i, <4.

Proposicién 13.5.7

La cantidad ;=1 ;;| +| 2, + | 33/ permanece invariante mediante transformaciones
ortogonales de R,

Demostracion. Sea la matriz de una transformacién ortogonal en R; la transformacién

que tiene como matriz
C = c|O0
Plo
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es ortogonal en R* y transforma (5.3) en una cuadrica con matriz = ' . Puesto que
— - _ ot t 0~ _
D=1 A= 0 -4 al=l A= -
los coeficientes del polinomio caracteristico de o) = |_ — A |, permanecen invariantes

mediante _transformaciones ortogonales de R*. El término independiente de (1) es
O =] |=A
Para hallar el coeficiente de 2 en -(A) observamos que los tinicos términos con potencia /4
provienen de multiplicar (8;; — 4) por su cofactor y por tanto es

_(|_11| + |_22| + |_33| + |_44|)-
Al mismo resultado se puede llegar observando que el coeficiente de A en (1) e —/17 Oy

aplicar la férmula para derivar un determinante que se pidié demostrar en el ejercicio 6 de la
seccion 2.7.
Ahora bien, como | 4| = § ya sabemos que es un invariante (ver Teorema 13.2.1), se

tiene que 3 =| ;| + | 2| + | 33l tiene que permanecer invariante por transformaciones orto-
gonales.
Lema 13.5.8

Sea = (b;);, -, ., una matriz simétrica de orden n. Si | | =0y | .| = 0, entonces
| nil =0paratodoi=1,2,...n—1.

| inI

Demostracion. Sea =(i)i —=1...n la matriz de los cofactores de , es decir
. =(—D'""] ,|. Como | | =0 se tiene Y= 0 (ver las férmulas que preceden al Teo-
rema 2.4.2).

Sea la matriz de tamafio n X (n — 1) que se obtiene de  eliminando la dltima columna.
Si el rango de  es inferior a n — 1, todos los menores de orden n — 1 de  deben ser nulos;
estos menores coinciden con | | =| i, i=1,2, .., N
Supongamos que el rango de esn — 1. De  '= 0 se deduce el sistema (observar que
o =1 ol =0)
Dyt Dy pp + 0 F bl,nfl nno1=0

Dyy i T Dy o + 0 + b2,n71 nn-1=0

: : : : (5.5)
bnfl,l n1 T bn71,2 not oot bnfl,nfl nn—1 " 0
bn,l n, 1 + bn,2 n,2 + o+ bn,nfl nn—1 0

obtenido al multiplicar las filas de  por la dltima columna de . El sistema (5.5), con incégni-

tas ., 1=1,..,n— 1, tiene n — 1 incognitas y n ecuaciones, siendo la matriz de sus coefi-
cientes. Como tiene rango N — 1y (5.5) es un sistema homogéneo con N — 1 incdgnitas se ha
de tener ,; =0,i=1,..,n— 1, por el teorema de Rouché-Frobenius (Teorema 1.2.4). Esto

finaliza la demostracion del Lema 13.5.8.
Sea
h o
y|=|{yi|+|B (5.6)
1 Y
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la ecuacién de una traslacién en R>. Al aplicar esta traslacién a (5.3) se obtiene

1

-1y
(LY D=CnYn D !
1
1
con
a;;  ap/2 a;3/2 by
-_|an/2 an a2 b ’ (5.7)
a13/2 a;/2 a3 b
b, b, b b
donde
10 1 1 a,
b, :56_(0@ B,y) = a;u +5312ﬂ +Ea137’+5
10 1 1 a,
bzzia_y(fx, B, ) = axnp +Ealzfx +Eaz37’+§
10 1 1 a,
by =Ea*(fx, B, ) = asy 5 A +§a23ﬂ+5
b= (. p. . >-8)
/Lema 13.5.9 N
Sea la matriz (5.7) que se obtiene al aplicar la traslacién (5.6) a la cuddrica (5.3). Se
tiene
|_11| = |_11| + 20‘|_14| + O‘2|_44| > |_22| = |_22| + 2:8|_24| + ﬁ2|_44|’
|_33| = |_33| + 2V|_34| + V2|_44|-

\ /

Demostracion. Demostraremos solamente la primera igualdad. El resto se hace de manera
similar. Tenemos

B Ay a2 b,
| 1l = |as/2  a; by
b, b, b

Multiplicar la primera columna por f3, la segunda por y y restar el resultado de la tercera. Usan-
do (5.8) se tiene

- Ay  A3/2 (@pxt ay/2
| 1l = |as/2 a3 (@x + @3)/2
b, b, b
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con
L1 I 1 1
b = (« B,y — pby —yby=a;a” + 5 apof + 5313017’ taot 5323 + 5 a;y + a

Multiplicar la primera fila por f3, la segunda por y y restar el resultado de la tercera. Se tiene

1
) a3/2 5 (@pe + a)
_ 1
| ul= a3/2 as;3 5 (@3 + a3)
I I ,
5 (alzof + az) 5 (alSOC + a3) a.”OC + al(x + a

Este ultimo determinante puede escribirse como suma de cuatro determinantes (ver la Propie-
dad 2 de los determinantes en la Seccién 2.2) de la forma

1 1
a a /2 a /2 822 a23/2 5 312“ 322 a23/2 5 a12a
22 23 2

- - 3.23/2 ass 3.3/2 1 1

| =1 4l + 1 | a, +las/2  as 5 a0 + | 8y3/2 as; 53_13“
— A0l T A0t — o
2 12 2 13 2 a2 a3 al 1 1 )
2 2 2 x B i 2 a3 apo

-~ - - 2~
=| nl toal al ol ul+ o7 gl
lo que demuestra el resultado.

Con los resultados anteriores puede demostrarse facilmente el Teorema 13.4.1, que volve-
mos a enunciar a continuacién:

Teorema 13.5.10

Si para la cuadrica dada en (2.1) setiene A=| | =0y 6 =| 4| = 0, la cantidad

3= |_11| + |_22| + |_33|

€s un invariante.

Demostracion. La Proposicion 13.5.7 prueba que 5 permanece invariante mediante trans-
formaciones ortogonales de R>. Al considerar las traslaciones, los Lemas 13.5.8 y 13.5.9 mues-
tran que | 14|, | 2|y | 33 permanecen invariantes. Por tanto, ; queda invariante por cualquier
movimiento de R’
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EJERCICIOS CAPITULO 13

1. Hacer un estudio lo mds detallado posible de las superficies de segundo grado que se indi-
can (encontrar tipo, forma canénica, ejes, centro, ...):

a) 224+2+2%+2 —2y—2y =1.
by 22—-6y°—2%2—-2 410 —6y—1=0.
) —2y+ —4y+6 +5=0.
d 22+2*—42—-5y—2 —2y —2 —2y+ =0.
2. Clasificar la cuadrica 3 2+ 2y*+2%+2y +4 +2y—5 +7=0 encontrando sus

ejes, si los tiene.

3. Considerar las cuddricas que admiten por ecuaciones
o+t at—2 42y 42 +1=0

para o real. Estudiar para que valores de « la cuddrica anterior es un paraboloide (eliptico o
hiperbdlico) y encontrar la ecuacion del eje principal.

4. Indicar el tipo y la forma candnica de las cuddricas dadas por las siguientes matrices:

2 1 -2 -1 -2 -1 2 1
1 2 -2 -1 —1 0 2 1
a b
) -2 =2 5 3 ) 2 2 -3 -1
-1 —1 3 2 1 1 —1 0

-1 -1 4 3

-2 -1 2 1 1 0 -1 -1

-1 -2 2 1 0 1 -1 -1
d)

-1 -1 3 2

o o = O
—_— = O O
—_— - O O

9)

—_ o = O
S O = =
- o O O
S = O =

0 -1 2 1
-1 -2 2 1

) 2 2 -4 =2
1 I -2 -1



Ejercicios de repaso

Capitulos 7 a 13.

A continuacion presentamos varios ejercicios que pueden servir para repasar los conceptos in-
troducidos en los Capitulos 7 a 13. Los ejercicios del 1 al 34 estdn ordenados de acuerdo con el
orden de los capitulos de este libro. Del 35 al 44 el grado de dificultad es mayor que en los
anteriores. El resto son problemas que se han propuesto en varias convocatorias a los alumnos
de primer curso de los estudios en Matematicas y Fisicas de la Universidad Auténoma de Ma-
drid.

1.

a) Encontrar la ecuacion del haz de rectas que pasa por el punto = (3, 1).
b) De todas las rectas que pasan por el punto  del apartado anterior, determinar la ecua-
cion cartesiana de aquellas cuya distancia al origen sea 1.

a) Encontrar el punto de interseccion de las rectas
(,y, )=1(0,1,2) +t(1, —1,3),
(.Y, )=304+ (1,1, 4.

b) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta perpendicular a las dos anteriores que pasa
por su punto de interseccidon.

Encontrar la ecuacion cartesiana de la recta que pasa por = (1, 1, 1) y es paralela a los

planos
TCl: + y + = 1,

(LY, )=t 1,2)+ (1, —1, 1).
Sean ,y , las proyecciones ortogonales del punto = (—1, 2, 0) sobre los planos de

ecuaciones
T oy — =2,

(LY, )=, —1,0 +t1,0, 1)+ (1,2,0).

Encontrar ,, ,y el drea del tridngulo | .
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5.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Hallar la distancia entre las rectas

. —y+ =1 y r'y+ =0
"2 +y=3 To—y+ =1

Dado el plano n:5 — 3y +4 = 1, hallar la recta paralela al vector (5, 3, —4), contenida
en 7'y que esté mds préxima al punto (1, 0, 0).

Dados los puntos =2, -1, )y = (0, 1, 2), la recta r de ecuacion
(.Y, )=(1,0,0) +t3, =2, ) yelplanon:2 + — 1 =0, hay exactamente dos pa-
ralelogramos, uno de cuyos lados es el segmento y cuyos dos restantes vértices estan,
respectivamente, en I y . Hallar los vértices de estos paralelogramos y el volumen del
paralelepipedo que los tiene por caras.

Hallar la ecuacion de un plano que contenga alarecta — 1 =Yy = vy diste lo mismo del
origen que del punto = (2,4, —4).

Encontrar la recta  que corta y es perpendicular a las rectas r; y r, dadas por

=—1 =1-t
r:y=2+2t , rqy=3-—-1t
=-2 =-3+t.
Hallar la longitud de la proyeccién ortogonal del segmento  sobre el plano

3 +2 =0,donde =(3,1,2)y =(—5,0,1).

Diagonalizar las matrices dadas mediante un cambio de base ortonormal e indicar el
cambio de base.

720 8 -3 -3
a =(2 6 2 by =(-3 8 -3]|
025 -3 -3 3

Demostrar que todos los autovalores de una aplicacién antisimétrica no singular son ima-
ginarios puros. ( ota: f: — es antisimétrica si (47, y) = — (7, AY).)

Aplicar el proceso de ortogonalizacién en R* con el producto escalar usual a los vectores
=01,2,2,-1) , L,=(1,1,-53) , 3=(@3,2,8 —17).
Encontrar el coseno del dngulo que forman los planos

7, = plano generado por (1, 0, 0) y (0, 1, 1),
7, = plano generado por (1, 1,0) y (1, —1, 1).

Demostrar que la suma de los cuadrados de las diagonales de un paralelogramo coincide
con la suma de los cuadrados de todos sus lados.



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Ejercicios de repaso: Capitulos 7a 13 637

SiT=(1 2 .= YY3) € R’ demostrar que

CY=23y1+ it Y2t 25+ 3y

es un producto escalar en R3: calcular la norma del vector T = (I, =1, —1) con este
producto escalar y el subespacio ortogonal al subespacio generado por .

Sea :R*— R?la transformacién ortogonal que respecto de la base candnica viene dada
por la matriz.

1 22
=-[-2 -1 -2}
2 -2 -1

Decir qué tipo de transformacién ortogonal es.

Encontrar dos subespacios invariantes |y , de la aplicacién : R’ - R’ con matriz

1
3

N o=
~N N
— O W

y tal que dim ; =1,dim , = 2.

Sea la aplicaciéon : R? —» R* que tiene como matriz

11
11
con respecto a la base {7, = (1, 1), ", = (2, —1)}. Encontrar la matriz de la aplicacion

adjunta, ,de con respecto a la base {7;, ~,} cuando en R* se considera el producto
escalar usual.

Sea (7, V)=(;+ ) +V¥)+ Y.+ 3y; un producto escalar en R®, donde
T= 8+ 6+ 38,V =VY8 + V6 + V& y {€, &, €} es una base dada de R*. En-
contrar la proyeccién del vector v = €, + €, + €; sobre el plano n: , + ;=0 con el
producto escalar dado.

Sea ", = (1, 0), ", = (1, 1) una base de R?; decir si la aplicacién lineal :R*— R? tal
que tiene como matriz
(21
0 1

con respecto a la base {7}, *,} es autoadjunta. (Es una matriz ortogonal?

Clasificar el movimiento

o= () (3 5

y encontrar sus elementos geométricos.
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23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Demostrar que el dngulo f es la mitad del arco que abarcan sus lados, es decir f§ = g
(Ver figura adjunta.)

[ geren ia. La composicion o , es un giro de dngulo doble del que forman ry |,
donde ry son las mediatrices de y , respectivamente.]

Hallar las ecuaciones de la simetria en el plano con respecto a larecta +Yy = 3.
Encontrar las ecuaciones de la simetria con respecto al plano +y + = 1.

a) Encontrar las ecuaciones del movimiento  que se obtiene como composicion de la
simetria con respecto al plano 2 —y— =3y la traslacién de vector s=(—2, 1, 3).

b) Decir qué tipo de movimiento es y encontrar sus elementos geométricos.

Determinar los valores de A para los que las formas cuadrdticas dadas son definidas
positivas:

a) 5%“{‘ §+}V§+412_213_223.

by T+43+ 3+20,,+10,;+6, ;.

Encontrar una base ortonormal en la cual la forma cuadrética 3 3 + 3 §+ 4, ,+
+4 , 53— 2, ;3sereduce a su forma candnica y encontrar esta forma candnica.

Clasificar la cénica 16 > —24 y+9y* —30 + 40y =5 y determinar su forma
canoénica.

Demostrar que la cénica 11 2 — 24 y + 4y> + 6 + 8y = — 15 es una hipérbola y deter-
minar su centro y su eje principal.

2

Clasificar la conica = — 2 y + 2y — 2 = 0 indicando su forma candnica.

Reducir a una suma de cuadrados la forma cuadratica 2 y + 2 > mediante una transfor-
macién ortogonal e indicar la transformacion.



33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.
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Determinar los valores de a y b para los cuales la aplicacion bilineal siguiente define un
producto escalar en R* que hace de este espacio un espacio euclideo:

(1 2D, YD) = i tay +(b—2),y +@ +b),y,.

Clasificar la cuddrica —32—2y+4 +4y +2 +2y—2 =0 indicando su forma
canonica.

Los ejercicios siguientes son de mayor dificultad que los anteriores.

Sea = (a); —..nuna matriz real tal que a; >0y a;; +a;, + --- + &, = 1 para todo
i, =1,..., n. Demostrar que todos los autovalores de  son en médulo menor o igual que 1.

Utilizar el problema 12 para demostrar que si  es una matriz antisimétrica, ( + ) es
invertible; demostrar, ademds, que ( + ) '( = ) es una matriz ortogonal con determi-
nante 1.

Utilizar esta construccion para obtener una matriz ortogonal a partir de la matriz

_ 0 tg (0/2)
—tg (a/2) 0o /)

a) Hallar la ecuacién de la superficie que se obtiene al girar alrededor del eje la recta
que pasa por el punto (a, 0, 0) y que tiene como vector director (o, f, 1).

b) Demostrar que si f§ # 0 la superficie anterior es un hiperboloide de una hoja; encon-
trar su centro y sus ejes.

ota. Una superficie con la propiedad de que por cada uno de sus puntos pasa al menos
una recta contenida en la superficie se denomina una  er i ie regla a. ;Qué superficies
regladas conoces?

Demostrar que todos los autovalores de una matriz real simétrica  estdn en el intervalo
[a, b] si y solo si la forma cuadrética con matriz — 4, es definida positiva para todo
Ao < @y definida negativa para todo 4, > b.

a) Sea |l el lugar geométrico de los puntos medios de todas las cuerdas paralelas al eje
de la cénica de ecuacién

a, *tapytayy’+a tayta=0 (D
donde a,; # 0. Demostrar que | estd contenido en una recta y encontrar la ecuacién

de esta recta.

b) Demostrar que si (1) es una cénica on entro, la recta encontrada en a) pasa por el
centro de la cénica. (Esta recta se llama re ta iametral.)

¢) Encontrar la recta diametral de
) 32—-2y+3y°+2 —d4y+1=0.
2) 2-2y+y+4 —6y+1=0.
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40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

Hallar el dngulo que forma la diagonal de un cubo con una de sus aristas. Demostrar que
la proyeccion ortogonal de una arista del cubo sobre una diagonal coincide, en valor abso-
luto, con 1/3 de la longitud de la diagonal.

En A, . »,(R), el conjunto de las matrices cuadradas de orden 2 con elementos reales, de-
mostrar que { , » =traza( ) es un producto escalar. Encontrar una base ortonormal
para el subespacio = { € Jl,.,(R):traza( ) = 0}.

Determinar todos los movimientos en el plano que transforman = (2,0)en ' = (1, 2)
y =1(0,0)en "= (1, 0), precisando tipo, subespacios invariantes y elementos geo-
métricos.

Sea un espacio vectorial euclideo de dimensién finitay Uy  dos subespacios comple-
mentarios de . Probar que la proyeccion sobre  paralelamente a U es autoadjunta si y
solosi Uy  son ortogonales.

En un espacio vectorial euclideo cuyo producto escalar tiene como matriz

1 0 0
0 2 -1
0 -1 2

en la base {7}, 75, 3}, hallar la proyeccién ortogonal de ~5 sobre L(7;, 7).

*k * *

Se consideran los puntos = (1,2, —1), = (0, 1, 2)y los planos w y ' descritos por
las condiciones siguientes: 7 pasa por y es perpendicular a (1, 1, 1) y n’ pasa por y es
perpendicular a . Se designa por r la recta interseccién de 7 y 7'. Determinar las ecua-
ciones cartesianas de la recta que pasa por y es perpendicular a r.

Considerar los puntos = (1,1,0)y =(0, 1, 1).

a) Determinar un punto sobre larectar: (0, 1, 1) + (1,0, 1), cuya distancia a la recta
determinada por 'y sea 2\/5.

b) Determinar un punto  sobre la recta r': (1, 1, 1) + t(0, 1, 0) de tal manera que el
volumen del paralelepipedo determinado por los puntos , , 'y sea4, donde
es la solucién del apartado a) que tiene todas sus coordenadas positivas.

Dados los puntos = (1,2, —1)y =(1, 3,2) y larecta r de ecuacién
. 2 +ty— =6
-yt =1,
Hallar:

a) La proyeccion ortogonal de  sobre .

b) Un punto situado en el plano perpendicular a r por y que esté a la menor distancia
posible de
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49.

50.

51.

52.

53.
54.

55.

56.
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a) Sean =(1,0,1), =(@,1,1)y =(—1,0,1) tres puntos en el espacio; encon-
trar el cuarto vértice  del paralelogramo de la figura adjunta.

b) Encontrar los vértices de las piramides rectas que tengan como base y cuyo
volumen sea 2 (hay 2 vértices).

B

Encontrar las ecuaciones paramétricas y cartesianas de la proyeccién de la recta
2,1, 1)+ t(—1,0,2)sobre el plano2 +y— =0.

Los puntos =1(0,0,0), =@4,3,00y =(0,0,2) son vértices de una cara de un
paralelogramo de volumen 20. Hallar la ecuacion del plano que contiene a la cara opuesta
a la dada.

Determinar de las siguientes formas cuadraticas de R® si son definidas positivas, definidas
negativas, semidefinidas positivas, semidefinidas negativas o indefinidas:

a) Z+y + Z4+2y+4y.

b) 2+6y*+ 24+2y+4y.

) CHYy+ P42y

Clasificar el movimiento  de ecuacion

oS o =

1
y escribirlo en forma candnica si es posible.
Clasificar la cénica 11 *—16 y—y*+2y=0; hallar su forma canénica y su eje principal.

Se consideran las formas cuadréticas de R?, y ,dadas en el sistema canénico de coor-
denadas ( ,Y) por 5 24+ +2yey?—22-8y, respectivamente. Determinar un sis-

tema de coordenadas ( ', y)delaforma "=a +by,y= + y,ab, , eR,enel
que setenga = *+y? =2 ">+ uy? para algunos , u € R que también se deter-
minardn (la solucion estard completa cuando se determinen a, b, , , 4, u € R para los

que se cumpla lo pedido).

¢Existe una transformacién ortogonal o una autoadjunta de R* en R® que transforme
(1,1, 1) en (\/g, 0, 0) y al mismo tiempo (2, —1, —1) en (ﬁ, 1, 0)?

Dada la forma cuadritica (,y, )=352+55y>+42—42y+ 12 — 4y encontrar
una base tal que tenga la expresion

(/,y/, ,):)u /2+'uy/2+v12

y decir si es definida.
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57. Sea el movimiento de R® dado por

~1 3/5 0 4/5
1|+(455 0 =3/5|y]|
0 0 1 0

<
|

a) Determinar el tipo de movimiento.

b) Hallar los subespacios invariantes y determinar los elementos geométricos.
58. Clasificar la cénica de ecuacién
242y 4y —6/2 +6/2y=0
y encontrar su forma candnica y elementos geométricos.
59. Dada la cénica de ecuacién
ai+20y+y*—2 —2y+a=0

determinar los valores del pardmetro o para los cuales representa un par de rectas, y hallar
dichas rectas.



Soluciones

En las pdginas siguientes se encuentran los resultados finales de muchos de los problemas
propuestos en este libro. Esperamos que sirvan al lector como comprobacién de su trabajo dia-
rio. Es necesario observar que aquellos problemas en los que se pide la demostracion de algin
resultado no estdn, por su naturaleza, incluidos en estas soluciones.

Como ya se dijo en el prélogo, la matematica no es un deporte para espectadores. Los inten-
tos repetidos de solucionar un problema pueden producir mayores beneficios que la memoriza-
cion de la teoria. Esperamos que los numerosos ejercicios acumulados al final de casi todas las
secciones de este libro sirvan para que el lector no sea un mero espectador.

Consejo

irar las paginas siguientes solo después de intentar solucionar los problemas propuestos.
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Soluciones

Capitulo 1
1.1

3.8 =1, ,=1, 3=0. b) 5=, ,=—(+ ), ;=3-2.

c) Incompatible. d) ,=-2, ,=1, =4, ,=3.
15—3b+3 11 +17b — 25
e) 1= 3 s 2T 3 B 3=b, 4=
) 1= .,=53=1 9 =-1, ,=0 3=1
2 4 . )
) 155255 37 - i) Incompatible.

) 1:37 2:27 3:1‘

4. a) Compatible indeterminado. b) Compatible indeterminado.
c) Incompatible.

1.2.

a) LD.(2,4)=2(1,2). b)LL ¢) LD.(1,2,3)=(1,3,2) +(0, —1,1).

d) LD.(2,2,4,2)=(2,1,3,1) + (0, 1, 1, 1).
a)2. b)y 1. c¢) 2 d) 3. e 3

4. a) 3. b) 4.
a) Compatible, ;= ,= ;= 1. b) Compatible indeterminado, =15 —
2527 17 2 3% 4= 2
1.3.

1. a) Nada. b) Inyectiva. c) Biyectiva.

Hay seis.

a) sen[3 >+ 16]. b) 3[sen(3 —5)] — 5. ¢) 3[sen( >+ 7)] — 5.

-1

1
5. a) <; (1) (1)> b) 1 2] ¢
2 -3

d) 3, -1, 1.

—_— O O
S = = O



Soluciones

6. a)
T ﬁ
1 2 1
X2
01 0
7. o 8. (COSz Senz>. 9, <1 0 o)
sen COS
X 0 0 1
172
10 C)<21 11 a)(41,_31+ 2,51+32)

b) (71_32, _61+22,_111_92)~

a3 o

1.4

3
3. a2 b)2 c¢)2 d 1. e 4

1 0 0
13 —2/3

4. a) . b)No. o | —11/5 45 1/5].
13 13

—-1/5 —1/5 155

1 0 12 1)2a b0 —a 0
5. a) <_a 1>. b) (a/z _1/2>. c) 8 (1) (1). d) 1/(;

6. @ (12 D=1+ 2= D26, 2= D2+ ).
b) (1 D=+ 2/2,(;— 2)/2)si noesnulo.

1 1 —a _ 1—2a
vo ()
1/4 1/4 —1/4 0
by ~'=|-37/4 —13/4 17/4|, ~=| 40].
11 4 -5 —48

12 —1/6 17/3 5/36
¢ '={ o 13 13|, ~=|-2/18].
0 0 —1 0

2 o —1 _ +2 . 7]0 *]0 _l _l_g
.9 () =cos ; g()—9(cos) 3

0 1/a
l/a 0].
0 0

645
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Capitulo 2

2.1
1. a3 b)l12. ¢)ab-1). d) 1. e —1.
b -1
ab—a ab—a < cos o sena)
2.
—1 1 —sena CoS o
b—1 b—1

a) ,=-1, ,=1. b ,=r2 ,=0. ¢) ;= ,=0.
4. a)1l. b) 0. ¢) ( —y( — ) —y. d) L

COS .

2.2

—

a) 8. b) 2. ¢) —56.

2. a —16. b) 0. c) —14. d) —90.
3. a0. b)4. c) 1. d) —60. e —162.

f) —2+52-3.—-1. g) ( —y— 1.
4. 8.) 1 = — 2. b) 3 = 2 1 + 3 2. C) 2 = 1 + 3.

d 1=2,— 5 € 4= ;1=3(5— o).

0 app a;z Ay
—ap 0 A3 Ay t n

8. a b =|— 1=(=-1" |. ¢) No.

R S NN S R COLNA

,_.
[«5)
N
VRS
|

N =
—_ O
~
Il
N
[« TN
- O
|

[\®]
~_

3)
1 0 1\/1 =2 0\/1 O O0\/1 0O O
b) ({0 1 0]|0 1 0 (0 1 5/7({0 1 0
0 0 1/\0 0 1/\0 O 1/\0 0 1/8
1 0 0\/1 0 O 1 00 1 0 0
-<O —1/7 0]|10 1 O) -3 1 O) =10 1 0).
0 0 1/\1 0 1 0 0 1 0 0 1
1 =2 0\/1 0 0\/0 0 0\/1 0 O 1 0
c) |0 1 0J]{0 1/3 010 1 0oj]f{r 1 0] =10 1]
0 0 1/\0 0 1I/\0 -1 1/\0 O 1 0 0
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It

0
~13 0
0

-2 0\/1
1 0}f{0O
0 1/\0

1
e) |0
0

—1/3
2/3

S O ©

S — O

— O O

S O

S -~ O

— O O

S O

S — O

—_— O -

S O -

S — O

— on O

S o~ —

S — O

— o O

( —n+1). ¢ m—D"'@n—1).

b) ( = D( —2)--

a) 2(— " L

7.

( +2)( —2)7>

11.

(D" 12" %n—1).

—-2( — 1.

12.
13.

2.4

1 o
5[00()].

) | _1:
> ;= lcof ()]

5 —11 -1
3 -5 -1
-3 7 1

a) cof( )

1.

2 —1
-3 )
[cof ( )]

2 -3
-1 2

g

b) cof( )

1
24

—6
6| ; '=
6

-1
5
-3

15
-3
-3

|

cof ()

c)
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-1 0 0 -2
-3 0 0 1 B 1
d) cof( )= e '=—;[cof( N

—-15 20 -5 -—-19

A R U
10 0 0
0 1 0 0
5. a)yb) soninversas entre si. C) 240 210
-b a

aZ+b*> a’+0b?

O =
o — |
[\®]
>—a|O
[\o]
l o o
(o]
c o o
o o o

6. a) :
0O 0 0 0 1 -2
0 0 0 0 0 1
+(—1 —1 —1
n+ ) n+ ) n+ )
—1 +(-1 —1
| @F) @) n+ )
-1 —1 +(—1)
n+) n+ ) n+ )

—1+./7
7. a)a;é—l,;\/. b)a#1+./3 ¢)az#0,b#0,a%1,b#1,a#b.

2
8. “M,y,)=(—2 —2y+3,-y+ ,3 +4y—5).
10. a) ,=5/3, ,=28/3, ;=0.
by ,=-1/5 ,=14/5 ;=6/5.
332 —239 55 1
c) = -

145" 27 145 * 37 58 47 5%
11. m=-5.
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1 0 0

Cosa Sseno COS o sen o
12. a)< > b) |0 coso sena |. C)< >
—sena  CoSsa sen o —COS &
0 —seno cosa
13. ()=272—- +1.
16. | |=a@—1)"""'; esinvertiblesia#0ya# 1.

2.5
I. ar=2. b)r=3 ¢)r=2 d)r=2.
2. r=3paratodaa #3;r=2sia=3.
4. b) ,=8/9, ,=-5/9, ;= ,=0.
C) 1=34 ,=4 3=1—44
5. a) Incompatible. b) ,=11/4, ,=3/2, ;=—11/2.

4+ st —2— 10t 4 - 10t , ,
c) = LY = , = , t =t (indeterminado).
3 3 9
_23+66t _27+2t —7_19tt—t'dt ad
T T e y= & 31 ' (indeterminado).

6. Todas las soluciones son (334 + 17u, 74 + 4u, 4, 0, w).

2.6

1 0 0 2 5 2
d L= 12 1 0], u={o -72 2
—12 -19/7 1 0 0 —4/7

2 1 15
1 1 a (1, 29 3)= _5’_§$5~
0 4

(3,
_ 5 (1’ 2)_ 2’ .

p—

O
N—r
—
Il
— —_
\ |
W - N =
I
AW = O
oS = O O

O
N
—
Il
VOUERS
N —
—_ O
\“_/
cC
Il
N
S N
p—



650

Soluciones
1 0O 0 O 2 4 —1 5
-2 1 0 O 0 3 1 2
L= = ; i i ible.
C) L -3 1 of U 0 0 0 2l Sistema imcompatible
-3 4 0 1 0 0 0 4
1 0 0 2 5 2 49 19
d) L= 1/2 1 0 N U= 0 _7/2 2 5 ( s 2 3)= Z, _3, _I .
—1/2 —19/7 1 0 0 —4/7
1 0 0 2 1 -1 3 |
e) L— l l 0 s U= O 2 _2 5 ( 1> 2 3)=<_Z, 1,5).
-1 =2 1 0 0 2
1 0 O 1 1 -1
fy L= 1 1 0 ,U=10 1 —1[Cy 2 3=(2,2,3).
-2 3 1 0 0 2
1 0 4 1 0 0
3 1/4 1 0 0 15/4 1 0
' 0 4/15 1 0/ 0 0 56/15 1
0 0 15/56 1 0 0 0 209/56
1 0 0O O 2 1 0 0
12 1 0O O 0 32 1 0 4 32 1
4- s U: 5 (]’ 2y 3 4): s s as
0 23 1 0 0 0 43 1 5 53 5
0 0 34 1 0 O 0 54
0 0 1 1 0 O 3 5 1
5. a8 =|0 1 0], L={0 1 0], 0 1 6
1 0 0 0 0 1 0 0 3
0 0 1 1 0 -1 3 1
by =10 1 0|, L=|{0 1 0, U=[0 8 -6
1 0 O 0 1/8 1 0 0 —9/4

6. a) Una factorizacion LU puede ser L

10 2
(i 16

5
! /2> y otra puede ser

20 1 52
L= <1 1>, U= <0 1§2>. En la segunda se ha comenzado dividiendo entre 2 la pri-

mera fila de la matriz

b) La descomposicién es dnica. Escribir

1 0\/a X t ,
= rooar € estas ecuacio-
x 1)\o p)¥Provards Hact

nes determinan o, 8, by de manera dnica.



Soluciones

Capitulo 3

3.1
1. a) 2.016 —920i. b) —1. c) 25.
22— 4

2 @) —i. b) T

¢) (7 — )*/100.

Las partes reales son a> — b?, (&> — b?)/(@> + b*)?% @ — 1 + b»)/@ + b*> —2a + 1).

4. 3+1, -3 -1

Solamente escribimos médulo y argumento.
a) /2, w4 b) 1, —m3. ) 1,706, d) /8, 5n/4.

1 1 1 o1
_l,l,ﬁ‘f'l\/i,\/5 I\/i.

5
3. a) 2,0, b)1,120° ¢) /18, f.

3.3
(=—%)i (2n—%)i e 3,
1. a)\/§e S,ﬁe 8. b) 2e3, —2,2e3 .
Tr. 117,
c) i,es' es6 .
d) 2egi’ 2e(g+§)i’ Ze(g+”)i’ 29(§+37n)i.
e) 3i, —3i.
2.1 e2ni/6 e47ri/6 eni e87ri/6 elOni/G'
3. wy=10w = e2m/3 W, = gmif3,
3.4
1 ﬁ 1 \/5 3 \/5
1. a)1,2,3,4 b) —1,1, ——+~ =i, ———=—i. ¢ —2, -+—i.
) ) 2 2 2 2 ) 2 2
31 . .
d) N A~ _1 e) 3, _3, 4', _4|
2°2

2. Las soluciones son e27/°, g#m/> gom/> g87i/5

4. No lo contradice porque es una ecuacion con coeficientes complejos.

Capitulo 4

41 42 43
a) Si. b) Si.

2. a) Linealmente independientes.

c) Linealmente dependientes.

e) Linealmente independientes.

b) Linealmente dependientes.
d) Linealmente independientes.

651



652  Soluciones

=0, +./2.
a) Si. b) Si. c¢) No.
(0,0, 1, 1), (1, 1,0, 0, (1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1)}.
No.
dim =n?—1.
10 b)5=4",42,—"3—67,.
1. b) "=—=(,+2,+3 3+ -+ -1, +n,).
2. ,={ +1, —1, -1}
15. a#lya#-—2.

© N W

4.4

1. a) No. b) Si,no. c) Si, no.
2. a) No. b) Si.

3. a2 bl

sy o) ren(G )1 (Do o) (o))
(o o=l 3)+lls O

by + .= Plly n ,=L{? =D}

c) L(sent, cost) + L(e_it, e _'t) = L(sent, e't, e 't),
L(sent, cost) nL(e", e ™) = L(cost).

5. a) S, Y@ sl = M, ,(C).
b)Si, @ ={ :[~1,1]1>R}.
0)Si, @ ,=1{:[—1,11>R: (0)=0}.

a) R = {[(t 0)] R}. b) R/ ={[0,0,t):teR}. ¢) &[]1={[t]:teR}.

‘te
2. a) El conjunto 5= {
b) El conjunto , = {

. 1:0’ 2:0, 3:,4:t,,t€R.
4. R’/ ={[Jg;]: 1R}

5. Del ejercicio 3 se deduce que {[&;], [€,]} es una base de R*/

€3, U3} es una base que contiene a los vectores dados.
Vs,

Uy, Uy,
€, €,, U, U} es una base que contiene a los vectores dados.

Capitulo 5

5152 53

1. a) Lineal. b) No lineal. c¢) Lineal. d) Lineal.
e) No lineal. f) Lineal. g) No lineal.



—_— O =
(=

b) L{(1,0, 1), (1,0, 0)}, dim( ,) =
c) L{(0, 1,2)},dim( 3) =

2,dim( ( ) =2.
I,dim( ( 3) = 1.

Soluciones

0
1]. a L{{, =1,0),d, =1, =D}, dim( ;) =2,dim( ( ;) =2.
1

653

0 0 —1 0
2 (1 =1 .0 0 [t o o -1
0 01 —-1) 0 0 0 0/
0 O 1 0
1 00 11 1 1
11 1 01 2 3
b c )
) 1 2 4 ) 0O 01 3
1 39 0 0 0 1
cosoe —sena O 0 1 0
a) | sena cosae 0. b) 0 0 ¢of1 o0 0.
0 0 1 0 0 1 0 0 —1
2/3 1/3 —1/3 —1/3 2/3
d) 13 23 1/3 213 —1/3 2/3 .
—1/3 1/3 2/3 —1/3
° (1, 2 3=(300y "= =0sin>3
°© (1, 2 3= (2 3)
2 1 3 1 2 4
all o 1| b|-1 -1 —1
2 0 1 2 2 3
;1 +2 +2\ , 2 +1 1)
3 3V 73 3 3773
. L2 1 +2 o o1 +2 +1
)y—3 R A )Y 3 R
;2 +2 1 , 1 +1 +2
3 3V 73 3 3Y73 )
IR B )
2 R
1 1 +1
C —_— —_— —
) Y > 2y >
[ _y )




654  Soluciones

1 0 0 -1
0 (2+2 +1H)=1-2 + ?+°3 0 —1 0 1
W -2+ H=3+5 +5*+ (1 0 0 1
0 0 1 0
3 3 .
10. a) ={(@2, 1,0),(3,0,—1)};(1 _1>eslamatrlzde |]conrespectoa y la base

canénica de R?.
b) bervai n: C*y C’ son espacios vectoriales sobre C; la base canénica de C* es
{(1,0), (0, 1)} y la base candnica de Cles {(1,0,0), (0, 1, 0), (0,0, 1)}.
1+
={d, D} [
—1
11. a) {0, 1, 0)}.
b) 2 =2,{(0,0,3, D}; =1, {(1,0,0,0), (0, 1, 0, 0)}.
c) (™) ={(0,0,0)}.
13. a) ( )=L{@ 1, D).
b) ( )=L{@, -1, 1,0, —1, —1}.
14. 1.

54
1. a) Ker( )= {t(1,0, —I):teR},Img( )= {t(1,0,1) + (0,1,0):t, e R}. No inyecti-
va, no suprayectiva.

b) C? se considera como espacio vectorial sobre C. Ker( ) = {(0, 0)}, Img( ) = C*
Inyectiva y suprayectiva.

c) Ker( )= {0,0)}, Img( )={t(1, 1,2, 1)+ (0, 1,0, 2):t, € R}. Inyectiva, no su-
prayectiva.

d) Ker( )= {a2i, =2, 1):a e C}, Img( )={a, (1,0,i) + B0, 1,0):a, € C}. No
inyectiva, no suprayectiva.

1 1 0 0 1 0 ) . .
2. a) Ker —58({(0 0), <1 1>}>, Img = {(0)’ <1>}, no inyectiva, suprayectiva.
b) Ker =% Lo , 01 ,Img =% Lo , 01 ; no inyectiva,
0 1 0 0 0 1 0 0

no suprayectiva.
c) Ker( ) ={0},img( )= {'[ ]; inyectiva, suprayectiva y biyectiva.
d) Ker( )= 2{1},img( )= A=D1 1; no inyectiva, suprayectiva.
n
3. Ker( )= {(ai)i, eMy.n: Y a;= o}; dim(Ker )=n*>—1;Img( ) =1I;
i=1

dim (Img( )) = 1.

5. a) :C->R": (a, +ib,, a, + iby, a; + ibs, a, + ib,, a5 + ibs) =
= (al’ bl, a2’ b2$ a3$ b3’ a4’ b4, a5’ bS)

D) : O[1-C (zai i>=<ao,a1,.--,an>-
i=0
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a b
C) s o(R) > RC: =(@,b, , ,e ).
e
55
(2 D= 27 3 20 23= 37 1 3(n 2 3= 17 21 5

2. (ata, +a,’+ta;d)=a,—a +2a+2a
(g ta +a’ita;d)=
s@ta +ta’tad)
fag+a +a,’+a;”)

3000) 4= gt ot 5 2= o, 3= T o
i) ;,=(0,0,1), ,=(—-1,1,0), 5=(,0, —1).

1
4. Labasees{ o()=1, ()=, 2()=5 2,

Capitulo 6
6.2
1. a1, -2 b)3. c) Nohay. d) —1. e +1. f0,/5 —/5 g) L
)y —1, —2. i) 2.
R o 0 0 0 -1 0 0
2. a)<0 _2>. d)< 0 _1>. Hlo /5 o | )| o -1 o
0 0 -./5 0 0 -2
4. a) 1= =243=—1; (1, =1, —1)con #0.
b) 4, =1y, =,=0; (1,1,Dy (,2,3),con #0.
Q) h=4=1; (0,0,0, 1), #0;i3=2=0;, =0, 1,0,0 + 0, 0, 1, 0),

1270,
1 00 11 1 2 00 I 1 1
5. a0 2 0y =[1 1 0]. b){0O 3 O]y =1 1 0
0 0 2 1 0 -3 0 0 3 1 0 1
1 0 0 0 1 0 0 -1
C)01 0 Oy:Ol—l 0'
00 -1 0 0 1 1 0
0 0 0 -1 1 0 O 1

6. A= 0; polinomios de grado cero no nulos.

7. Si b =0, la matriz ya es diagonal; si b # 0, la matriz es diagonalizable si y solo si
a# —1.

8. No es diagonalizable en ningun caso.

10. Autovalores A =Db, 2= +./a; a= 0 no diagonalizable; a > 0 diagonalizable; a < O:
autovalores complejos y, por tanto, no diagonalizable en forma real.



Soluciones

656

1(2? 1)7 2(_ 17 2)7 1 ;é 0, 2 ;é 0.

:0;

12. L, =1,2,=—1,,1—a),(f, —1 — o). Simetria:

11.

2

0; (o, B), (B, — ). Proyeccién: >

/llzl,j,z:

16. b) 4, =0,,=1.

13.

1
01];
0

-1
-1
1
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-1 0 0 0 32 —J312
3. =0 12 -2, =1 o 0 |
0 V32 12 0 1 0
2 0 0 11 2
=lo 12 —-12), =lo 1 ol
0 12 112 0 —1 1
4' 1 = 55{(2, 2a _1)}9 2 = g{(11 1, 0)}a 3 = ég{(o, 1, 1)}

s =20, 1,0),0, 1, D} 5=2{(2,2, =1, (0, 1, D}

6 =L{(2,2, —1),(1,1,0)}; ;= {0}, ¢ = R
Cualquier subespacio de dimensién 1 generado por o(1, 1, 0) + B0, 1, 1), « #0, f # 0,
o, pelR.

5. 4;=0doble; (—4, %, 0), (—, 0, 0); 4, = 1; (1, v, 7).

6.5

1. a) El polinomio caracteristicoes () = — ( 215 —183).
b) El polinomio caracteristicoes ()=(2—4 +1)(*—11 +2).

¢) El polinomio caracteristicoes ()=2 — )( + 2)%.

0 1
2. La matriz nula y todas las equivalentes a la matriz <O O>'

0

1
3. Todas las de la forma <O _q

> “leon| | #0.

5. El polinomio minimo es (1 — )( 2-2 +2).
6. a) El polinomio minimo es (2 — ). b) El polinomio minimo es (2 — ).
¢) El polinomio minimo es (2 — )°.
7.a) ()=— ( — 17 y dim(Ker( — ) = 1. Luego no es diagonalizable sobre R.
b) ()= * +2)( —2)ydimEer( — 0))=2.Luego es diagonalizable sobre R.

) ()=—( +2)(*+4).Como ?+ 4 es irreducible sobre R, no es diagonalizable
sobre R.

,_‘
D
N
=
+
=

[\v]

Il
L
VRS
%C’

w
O%
w
~——
O
N
p—
+
3
TN
|
—
(@)
[
(@)
~~

4. ¢) =0 A=+1;2=e"" =0,1,..,n—1;2=+1i
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6.8

O >~ —

1 +i
1 —5i

1+i

1+ 5i

3+
1+ 2i

0

0

0 0|0

1

Sia#0,1,

S.

1

1

0 010

Sia=0,1,

010010

0(0/0

Sia=1,

S O — O

S — O O

— o O O



6.9

Soluciones 659

1 0 0 01 0

a =(o o0 ﬁ) 10 0 b) =<1 ﬁ), =<0 2>
0 -3 0 10 -3 Vel O
01 00 01 -1 0

g |10 oo _foo 1 0
00 o0 1/ 1o o of
00 —1 0 00 0 —1

Soluciones a algunos ejercicios de repaso de los Capitulos 1 a 6

12.

= 1400 24.10 R
(19 20 3 4)_ 33 33 € IN.

r=2.
(19 29 35 4 5)2(7’ _la _2, _370)

Sia + b — 2ab # 0, sistema compatible determinado. En este caso:

-ab-1  1-a . 1-b
“@+b —2ab° Y @+b) —2ab  (@a+h) —2ab

Sia+b—2ab=0,a#1yb # 1. Incompatible.
Sia+b—2ab=0,a=1, b= 1. Compatible indetermiando.

=0,y=1-t =tteR

Sia =0y b= 0. Incompatible.

Si #ay #—azx2b,r=4.[ g.: Utlizar tansformaciones elementales.)
Si =a,r=2;si =—a+4+2b,r=2.

Si  # 0 existe inversa y es

3 2 _1
0 3 2
—40 0 3 _ 2
0 0 0 3

[ g.: Utilizar transformaciones elementales.)

(o2 3= (1,0, D+ (0,1,0).

a)a#2 b)5|+25,+105=0. ¢) =14, ,=27+37%, 5= 75— 14.
a,a, - ap.

a) =1, =2+i, =2—1i.
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1 -1 1 1 1
0o 1 -2 3 —4

13. a =[(0 0 1 =3 6] b)7+8 —D+3( —1>+2( —1D*+( —D*
0o 0 0 1 —4
o o0 o0 0 1

14. Dimensién = 3; {(1,0,0, —1), (2, 1,1,0), (1,2,3,4)} esunabase, —y— +t=0.

15. Esté generado por dos vectores: |y , (por ejemplo).

0 0 0 -1 1 1 0 0 O
21. =10 1 1 con = 1 1 0] ; =0 1 O con
0 0 1 1 0 —1 0 0 1
-1 1 -1
= 1 1 0
1 0 1
1 0 0 0O 1 0
22. =0 2 0] ; ‘=10 0f
0 0 -1 0 0 8

23. No. Sus autovalores son 0 y 2 con dim (Ker( )) =1y dim(Ker( —2)) = 1.

11
I 0
24, J, = o =
1
0 ..
1
25. a) — A +42—-51+2.
0 0 O 1 0 0
by(o o 0] ¢ —3(0o 1 o0].
0 0 O 0 0 1
26. a) Autovalores 4, = (n — 1) doble, 4, =n + 2; dim(Ker( ,—(n—1))) = 2.
| n-+1 —1 —1
b)n#1l,n#-2, ;'l=—| -1 n+1 -1
)n# . " (n— 1 +2)
—1 -1 n+1

cgn=1Ker ;={C,y, ): +ty+ =0}, Img( )={(.,o,0): =w=t},
n=—-2,Ker ,={(C,y,): =y= },Img( »)={{(C, ,H: + +t=0]}.
27. 0,1,3".
28. a#1ya#2 Compatible determinado
a=1,b s —1 Incompatible
1:103*1

a=1,b=—1 Compatible indeterminado: .
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3
a=2,b#— 5 Incompatible

l=2/5
2:71/54'23
29. {3+22%+ ,—273—472%+4 1)} es base del nicleo.

{ 2—2, -+ 1} es base de la imagen.

30. a) Si. b) Rectat(2,5, —1)y todas las rectas contenidas en el plano t(—2, 1, 0)+ (0, 0, 1).

3
a=2b=— g Compatible indeterminado: {

31. 5,3y2.
32. a) Nohay. b) L({(2,1, D}). c) R’.
2 —11 6
33. (1 =7 4.
2 -1 0
3. a=1; -7, — L+ ;=0

35. a)< Sl A i%)
—1—5i 1440 1+i
b) Ker( )=L{(#—1i,5—1,0),(1—i,0,5—1i)};Img( )=L{(, D).

36. La matriz es diagonalizable para todo a # — 1.

Capitulo 7
7.1

p—

=1+2t =1+4t
+y—1=0. +4y—-3=0.
a) {y=—2t } y—1=0. b) {y=—3t },3 4-3=0

=-5t—1
c L5y +3 —7=0.
){y=ﬁ+2 } y
3. a) Coinciden. b) Se cortan en (1, 0). ¢) Coinciden.
d) Se cortan en (3/7, —6/7).

=1+2t =2+t =3 =t
O R AR Wb A R s PR W

5. y+ +t=0,teR.

=1+2t =2+t
6. a) {y:t } —2y—1=0. b) {y=2t },2 —y—4=0.

= -2+t

+y+5=0.

C){y=_3_t}, y+5=0

9. a8 +y—2=0. btd —y+ ( +y—5=0t eR
ot + y=0,t eR
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7.2
=12t =1+t =1
1. ay<y=1+3t. b)<y=1 . ) sy=1-t.
=1+t =—1-3t =2t
2. @) Se cruzan. b) Se cortanen (1,4, 3). ) Se cruzan.
—1+t2
3. qy=1+5t72.
=1+t
A 3 +6y+ —11=0}
=4 +6y—-3 —15=0}"
=t—
50 a)y=1+t-3 .5 —y— =0

=—1+4t—2

=1-t+5
by {y=2—t ,3 +17y—5 —22=0.
=3 —4t+3

=10t+5
) y=1+3t+3 7,3 —5y—5 =0.
=—1+3t

=t =2+ 7t ——U3+m

-0 =t+
5 = } b) (y=2+2t+ .

3

9. a)2+

=2/3+1/2 =t =0
6. a)y=-1/3+3t2. b) <y=1-—3t c) y=t
{ =1+t-
=1+ta =1+t
c) y=tb ,a,beR,a-b#0,teR; y=3t

=1+ 3ta =1+3t
=2—t
d3 —3y+ =4 e y=1-t
=1
7.3

1. —3y—1=0. €) —2 —y+5=0.

1 1
a) /5. b) _ﬁ' 0) siﬁ d)
o 13 31 31 6 1
(o3t (5 3) 9 (-53) ) i Jio

2. a) 1,,/19. b)0. ¢) +2=0. d) (1,0,0).



510 5 2 1 4 +3y—11=0
e) 7’ 77 - + - 7’ - 7’ - O . f)
3730 3 333 y+ —1=0

0
9 — +4y+7 —6=0. )—=0. i) (1,0,0).
/6
=2t y=0
3.2 + —1=0. ¢){y=0 {=_2+ /2}
=2+t

Il
—_
+
—

TN
|
3~

N
|
| W
’_“
~~
—

6. Punto de corte (1, 1, 1)

(a7
=1+t ———=+—=
14 /11

m( 2, !

y = —=t—=

14 J11

—1+t< S
\ 14 J1) )

7. —2y+ —6=0.

8. 3 +2y+6 —6=0.
9. 2 —3y—6 +35=0.
10. 2 +4y—3 +18=0.

7.4

2 1 T 7
1- ) 1, Y IR ) 277 .
EERHEES)

Soluciones

663



664

Soluciones

3+./11 1+ . /11 3— /11 1 — /11
T >y< A ) b) ( —2) +y>=6.

=
{2 +_2§ - 2 <0}'
(

1 4 11 1\ 1\ /26
i) (k) ) 5 0 o

1. {y=1+t
=14t

75

1. 8.

25 —3y—144=0

28 +3y+ —8=0.b) " T

}. c) — +2y—5=0.

Capitulo 8
8.1
1. a) No. b) No. ¢) No. d) No. e) Si.

2 +3 +2 +2
2. I = m; cos £, §) = 1Y1 2Y2 1Y2 2Y1

\/2( P+ )P+ %\/2(y1+y2)2+y§.

3. n/2.
4. arccos(l/\/ﬁ).
8.2
2 1 5
1. La matriz del producto escalares |1 1 3 |.
5 3 14

2' yl = (la 0’ 0)’ V2 = (0’ _2, O), y3 = (09 O, 5)

10 -1 1 —19 87 61 —72
4' {(15 27 1’ 3)9 PP _1 |l o P 1o’ 102’ 10z |°
3°3°3 185 185 185" 185

5. a) {(1,1,D}. b) {2, —1,0),(—4, 11, —6)}.

6. %\(\}5, 0, \;E, 0, 0>, <0, \;5, 0, \;5, O), <\}6, 0, \_/é, 0, ﬁ)

1

7. g, (187.55.33, —99).
7 8_ 1
8. ~=-——a+--b+--(762519 1)
175170 17
1 1 12 1 J3
10. I I ) | S ©) B S
a){<ﬁ ﬁ)( ﬁﬁﬁﬂ NG
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110 0y /0 1 0\ /0 O 1 0 0 0
c) «——=|0 O 0,10 0 Of,{0O O O, ({1 O Of,
\/EO -1 0 0 0/ \0 0 0/ \O 0O
11 0 0\ /0 0 0\ /O O 0O\ /O O O
—(0 =2 0,10 O 1[,{0 O Of,{O O O
ﬁO 0 1 0 0 0 1 0 0/ \0O 1 O

8.3

p—

a) t=L{1,1,-D}). by *t=L{1,1,1,1),(3,0,1, D}

1
2. a) (A)=T9[(2 H4 = 3=5 (1,2, =1, =2)+(— ;| — ,+11 3—8 »)(0,0, 1, —1)].

1
b) ()= 19 17 —4,3,3)+ ().

4. g=@3,1, -1, —=2)eLb,, by, =(@2,1, —1,4) LL(b, by).
[Ejercicio 10, seccién 8.2:a) +~=L{(,1, —1)}. b) *t=L{73 2 1}.
1 00
o) t=L<[0 1 0]}]
0 0 1
a) t={ ey R):a, =a, =ay; =0}
11 0 0 3 3 1/2
D O=[0 w0 fmin =YY P B %ﬂ |
0 0 5 st

1
6. (Q)=ﬁ[(5 1 t5:7 31290, L L0+ @2, +2,+45+3 0,02, D]

8. T =2,1, - 1.

8.4

1. Todas las aplicaciones dadas son autoadjuntas.
1 20

2. a) o es autoadjunta, ya que su matriz en la base canénica de R*es (0 1 2
1 1 1
1 2 1

b) i es autoadjunta, ya que su matriz en la base canénica de R*es (2 0 3

1 3 1

SRR R )

01 1 -1 0 0 12 146 1./3
by =(1 0 1]; = o -1 o], =| o —2//6 1//3]
110 0 0 2 —14/2 146 143
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Soluciones
1000 100 O 1 0 0 0
g (00 rol _foro o0 o o2 00 142
0100/ 001 of 0 1//2 0o —1./2]
00 0 1 000 —1 0 o0 -1 0
8.6
1. a) Ortogonal. b) No es ortogonal.
c) No (observar que el determinante de la matriz es —2).
1 1 1
2. Base ortonormal ={ (I, 1, =1, —=1,1,2), —= /3, /3, 0)}.
J3 /6 NG
1 0 0
=lo —12 32
0 —J/32 -1
3. a=y=2,=1.
1 0
8. b) +2y=0. ¢ = .
) y ) <o 1)
10
9. ¢)3 +y=0. d) = .
) y ) <O 0>
11. a) Si. b) No. c) Si.
8.7
S0 X L 1 01 -1 0
2.a)=< >=< >.b)=010,=01
0 2 -1 1
V2 V2 10 0 0 0
L[ 0
3. —[0 V2 0
NEATIE
8.8
12 00 12
1 0 2 00
| a)U—<0 1>,2=<\/0 0s o)’ - o1 0
’ 1M/2 0 —1//2
-1 0 4 0 1 0
— Yy = —
o 0=y 1)==(0 o} (o 1)
2l /5 —1l5 4 0 /3 —2//5
e W00
1/5 25 00 2/ /5 15
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1Je 1 /2 1/3 /o
1 /1 -1
du=| 1/6 -1./2 1/\/3,2(8 (1)) =7<1 1).

2
—2/\@ 0 1/\/5
0 10 0
, 1//2 0 0 1,2
' 132 0 0 —1//2
0 01 0
100 0 0000
01 10 01 10
2710 11 0 S T
0000 0000

1 1
, »=|—=, 0, —= ], es una base ortonormal de Im( );
22> ’ <ﬁ ﬁ>}

> es una base ortonormal de Ker( '); Im( ') = R%

Capitulo 9

L {( 2 3)6([:33 3 =14}

2. a) No. b) Si. c¢) No.

1+ ./3i 0 i+ /—1—12i 0
2
3. b) = ) -6 9 = (2) i—/—1-12i

2 2
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1 1
4. tiene en la base {ﬂl =(0,0,1), ,=—.(,1,0), 3=—~(1, — 1, 0)} la forma diagonal

2 N

-1 0 0
0 i 0
0 0 -—i
X 1 —i
1+i 1 1+i 0 o
5. -: . . =
1 1—i 0 1—i/{1+1 !
2
1 1—i
1 /1+i 0 2
= | — 2 -
[ﬁ(o 1—i>]f1+' 1

2
(La primera es unitaria y la segunda simétrica conjugada.)

b erva ione obreel roblema s

U=<_g 2>con|a|2+|b|2=1y =<l: >conr, e R.

. 1+ 1 a b\/r ) . . .
Escribiendo = _ e igualando, se obtienen varias ecuaciones,

11— -b a
que se van resolviendo hasta obtener el resultado.
6. @A CHi, +i)=COH)+C.O+i—C.H+ . DII=C+it, +i).

b) Se deduce de la propiedad distributiva del producto euclideo.

¢) Se deduce de la propiedad distributiva del producto euclideo.

d C+io, " +inp=C, H+@ o) +il—C, 0+ @ Il =|"|>+ [5]* >0 salvo si
T=71=0.

Capitulo 10

10.1
1. a ;+ ,+3=2.b) ,—,— 3+ ,=6.

2. a) —4/3,5/3). b) | +24,+1=0.

3. () —cosa)* + ( 5+ sena)® =4; centro = (cos o, —sen o).
4 (3,0,0), ,=0,1,0, =0, —1,1), 5=(0,1, 1.
(1+2J2° %

5. —— = 1. Circunferencia.
9 9/4
6. b) Es un plano en R* de ecuaciones implicitas ;, + ,+ ;=1, , = 1. Su dimensién
es 2.

7. a) |+ ,tiene dimension 3. Se tiene que

dim( ; + ,)=dim ; +dim ,+1
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b) , + 5 tiene dimension 3. Se tiene que
dim( ; + ;) =dim | +dim ;.
8. ¢)m= .y, ,HeR':y=1/22 +2 =1};dim(n, + )=4.

10.2

2 0 -1 0
) ( oG)|y|=|1]+]1 0 0fly],
1 0 0 1
1 0 -1 0
(Go )|y |=|0|+]|1 0 0]ly].
1 0 0 1
3. Todos los puntos del plano 2 +y + = 2 son puntos fijos. La aplicacion es una simetria

con respecto a este plano.

10.4

1. El centro de giro es el punto de interseccidn de los ejes. El dngulo de giro es el doble del
dngulo que forman las rectas.

2. Lacomposicion de dos simetrias de ejes paralelos es una traslacién de vector 20, donde v es
un vector perpendicular a las rectas y |[v]| = (r, I), siendo r y | los ejes de simetria.

3. El eje de la simetria deslizante es paralelo a la recta

5. (o o .esunasimetria con respecto a la recta I, que es bisectriz del angulo <C( , t) y uno
de cuyos lados es I.

10.5
o (e 0 )
' -2 J22 =22 1 —4/5 35 )
, J32 Nak - /32
K (—1/2—ﬁ> (ﬁ/z 112 >
12/5 + ./2/10 . ~J2/10 7/2/10
(1/5—7ﬁ/10> <7ﬁ/10 \/5/10>'
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Soluciones

, J3 1
2. a) Giro de dngulo n/3 y centro ={ —1 — ER —\/g + 5 )
2
b) Simetria deslizante: Eje (2 — \/5) 1= \/E 5+ \/7> =0.
ﬁ \/5 1
Vector: [ ~——, —~—— + ).
ector < 1 1 2>
3. El giro de dngulo n/2 y centro (1, 1) y la simetria deslizante de eje , = 1/2 y vector de
traslacion (1, 0).
4. Traslaciones de vector U paralelo al eje de simetria.
Giros de dngulo 7 y centro en cualquier punto del eje de simetria.
Simetrias respecto a rectas perpendiculares al eje.
5. @) Traslaciones; simetrias respecto de rectas con vector director ~; simetrias deslizantes
respecto de rectas con vector director .
b) Giros de centro ; simetrias respecto de rectas que pasan por .
10.6
3. La longitud del vector de traslacion es el doble de la distancia entre ambos planos.
5. La longitud del vector de traslacion es el doble de la distancia entre los centros de si-
metria.
a) El eje de giro es perpendicular al plano determinado por las rectas secantes.
La identidad o la simetria con respecto al plano = { + 2y —2 =1} que es el que
contiene a los puntos , 'y
9. O bien es una simetria con respecto al plano 7 = { =y} o bien es un giro de 270° res-
pectoalarectar={ =1,y =1, =t} orientada con el vector (0, 0, 1).
10. b) z={ =y}, ' ={y =0} es un ejemplo (pero hay otros muchos).
11. a) Simetria deslizante con plano de simetria 7; y vector de traslaciéon © = (2, 0, 0).
b) Simetria rotatoria con plano de simetria ', y giro de 180° respecto a la recta
y={ =ty=1, =1}
¢) Traslacién de vector @ = (—2, —2, 0).
12. a) El centro de simetria es el punto de interseccion de los tres planos.
b) Es una simetria rotatoria con plano de simetria n y giro respecto a la recta
7
y={ =—-1+2t,y=1—-1t, =t} ZAchonéngulodegiroocZ2arccos\/?.
10.8 10.9
1 3 -2 3 —6
1.a)Sny=; -1+ 3.6 2 (ly
2 -6 2 3
2 0 -1

0
b) yl=-2|+|—-1 0 0fly])
0 0 0 -1
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0 0 1 0
c) Gly|=[1]+ 00 —1]ly]|
1 -1 0 0
| 15 -3 -6 -2
d)ony=§ —17 |+ 2 -3 61|y
-2 6 —2 -3
1+ /2
a) Simetria deslizante respecto al plano m: — \/Ey - = f, con vector de desli-

2

zamiento i 3 - \/5, \/E -2, \/5 + 1).

1
b) Movimiento helicoidal: r: ( ,y, )= 3 (1,0, 1) + A(1, 1, —1); giro & = 120° en el sen-
tido del sacacorchos para que avance en la direccion (1, 1, —1); vector de deslizamien-

1
to- (2,2, —2).
05 ( )

€) Movimiento helicoidal: r: { =1, = 1}; giro o« = —90° (el sentido de giro positivo es
el del sacacorchos para que avance en la direccion (0, 1, 0)); vector de deslizamiento
0, 1, 0).

d) ;o ,esun movimiento helicoidal: r: {y = 1/2, = 3/2}, giro « = 90° en el sentido
del sacacorchos para que avance en la direccidon de (1, 0, 0); vector de deslizamiento:
(2,0, 0).

,© 5 es un movimiento helicoidal: r: { = 3/2,y = —1/2}, giro & = —90° (el senti-
do de giro positivo es el del sacacorchos para que avance en la direccion de (0, 0, 1));
vector de deslizamiento: (0, 0, —2).

Todos los movimientos que llevan puntos del plano = 0 en puntos del mismo plano.
1 1 0 1 0
y|= L|+|[(0]+ 0 0 -1y
-1 1 -1 0 0
3 1 0 0
a) y|l=13]+[{0 1 0]|y]; vector de traslacioén (3, 3, 0).
0 0 0 1

b) Vector de traslacion: 20, donde ¥ es un vector normal a los planos, que va de uno de los
planos al otro.

473 13 —253 23 _,
a) lyl=[43|+-23 13 23]yl r:{ ; _3}.
103/ \-23 -253 —153 Y=

Giro o = arccos (—1/3) en el sentido del sacacorchos para que avance en la direccion
(—1,1,0.

b) El eje es la interseccion de los dos planos.

¢) El dangulo de giro es el doble del dngulo que forman los planos.
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Capitulo 11
11.2 11.3 114

Loy = 1= |1 1ll, = centro;
Iyl = || 1l o = vértice; b = H 1l
2. 4 I = —1 I 1 1, = centro; las asintotas son las rectas de pendiente + \/j
e —

que pasan por

11.5

2. V=6 +2y+4=0;y+2y+6 —20=0.
3. 32—4y—4=0.

4. 249y’ +8 —36y+43=0.

5. 202 —5y*— 10y — 41 =0.

6. 64 2416y + 76y* — 393 — 87y + 596 = 0.

11.7 11.8 11.9 11.10

1. Parabola: = % (1, 5); forma candnica 2= ﬁ; eje: +y=3.
) 127 1872 ) 2
2. Hipérbola: :8 (1, —2); forma candnica - 5 =1; ejes; y=2 — g,
1

2y + + 5= 0.

Dos rectas paralelas: —y—1=0, —y+5=0.
4. Unpunto (—1, 1).
5. Elipse: Zi'5—2+£= l'gzi' 21(1 2);ejes: +2y —1=0,y=2.

J3 1z 12 NC 50777 ’

6. Tipo parabdlico: dos rectas coincidentes ( + 2y — 3)> =0

2 2
7. Hipérbola equilatera: = (—1, 3); 573 =1.
8. Tipo hiperbdlico; dos rectas —2y +3 =0, +y—1=0.
, _ 42 47 1 1
9. Hipérbola equildtera: — — — = 1; asintotas —y+—-=0, +y+-=0.
5 5 2 2
10. Eli '2+ 2—1' —1*31"' = +1 __ !
. Elipse: = 5~k —8( » Diejesty = » Y= 4

11. No tiene soluciones reales.
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2 2

12. Elipse:g-i-B:l;ejes: —y=—1, +y=-7, =(—4, =3);

focos: (=5 + \/g —4 + \/g)y(—S —\/5, —4 —\ﬁ).

13. Pardbola: 2 2= /2 .

Py O SEL N\ WV Y G

-y ENVI DY TSEL N 75V s T Ts)
-3 -2

15. @) =(0,0);¢je: 4 =3y. b) =<,>;eje:4 = 3y.

11.11
. a)424+9+12+ )y—(@2 +64) —(5 +96)y+220+10 =0, eR.

b) 42+9y*—10y—20 + 14y =0, para la que A=-396#0, 6=11>0 y
= 13 > 0; luego se trata de una elipse.

2.8 — 42+ ( +DHy+3 —1) -3 +5y+3=0, eR.

b) *+2y*—4 —2y+ 3 =0;elipse.
3. Laelipse2 >+ 4y*—3y—2 —2y=0.
4. Son dos rectas coincidentes: (2y — )*=0y una pardbola: 25 2+4y*+20 y—48 —48y=0.
5. Las conicas buscadas son las de ecuacién

Y+ (-2 y+ Q22— ) F( —2y+1— =0

para € (0, 4).

6. Las conicas buscadas son las de ecuacién

— 24+ (+ DYy —( +Qy+1=0

con > —1.
Capitulo 12
2 =32 3 6 —3 —3 0ol
1. a) | —32 4 0. by-{-3 6 3| ¢ " 2777
3 0 0 —3 -3 6 g ==y 0.
11 2 2 2 2 2 2 2 2
4. a) _? 1 +t2y1+ 1. b) 5—y. ¢ 14y — T

5.a) 273y b) 67+ -5h 0 T3

1 1 1 1
d) Ey%—iyi"‘iyg_iyi

6. 2 22 1 122\ /2 12 32?02
. a‘ 7’77_7’ _7’7’7’ 7’_7’7 b .
3’3 3 3°3°3)°\3° 3’3 1O !
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1 1 1 N N )
b) (2’_13_1)77(13290)’7(27_1’5) ’_21+4y1+4l'

s N

{1 1 1
c) <—(1,1,0), — —

(1, =1, =1, (1, —1, 2)}, Tty -

ﬁ \/3 \/8 1 1 1
7. & ,—Vy,+ ;indice de inercia positivo = 2; negativo = 1; signatura = 1.
b) |, +vy, — |;indice de inercia positivo = 2; negativo = 1; signatura = 1.
c) 1—vyi+ 1 indice de inercia positivo = 2; negativo = 1; signatura = 1.

1:2 7y+
yi=(y+ )2
1= )2

8. Ningun valor.

9. fe(—ow, —1).

10. {(.y, )eR*:| [<1,y#0}.

11. a) En = —1,y =0 hay un minimo relativo.

b) En (2, —2) y (—2, —2) hay maximos relativos.
c) En (1, —1) hay un minimo relativo.

13. a)O<a<ﬁ. b) Nunca.
1 4 6
4. =71+ 3 . (.OH=471-23; =—< >
\/5 -1 -1

Capitulo 13
1. a) Elipsoide: 24+ 244 %2=1;centro = (0,0, 0).

1
b) Hiperboloide de dos hojas con eje en la direccién de  ; centro = <—2, - -, 1>.

2
. . . . 1, 2
¢) Hiperboloide de una hoja coneje  ; —2 +5 —5 = —T;,centro=(—6, — 1, 0);
ges { =—6, =0} {y=—1 = —6L.{y=—1 =— —6).
99, 2T
d) Paraboloide hiperbdlico: 3 3 i; =0.

4. a) No tiene soluciones reales.

1
b) Hiperboloide de una hoja: — %+ (3 + \/8) 2+ 33— \/8) 2 = 3

11
¢) Hiperboloide de una hoja: — % — /17 >+ /17 *=— 17

5 /17 5 J17 |
d) Elipsoide: 2+<+> 2+<_> »_ 1

2 2 2 2 2
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e) Hiperboloide de una hoja.

f) El punto (0, 0, —1).
1+\/§ 2+1—\/5 2o _,
2 2 B '

g) Paraboloide hiperbdlico:

) Un cono.

Soluciones a los ejercicios de repaso de los Capitulos 7 a 13
. a(,9=@G1+t@al),teR,aecR. b)3 —4y—-5=0.

2 218 b _c-¥yrl_ 8
-1 y—-1 -1
3' = =
-3 5 -2
21 -5 717 =2\ . 5
4 ==, -, — = —-—=-.— —) Area=—_./2
1 <3937 3>a 2 < 9,9, > rca \/
5. 1//138.
6 56 8 + (5,3, —4
25°25 25 .3, =4).
. 13 42 58 4 1109\ /9 6 11
“\7 o 7r2)\ v o)\ )\ 177
]2 2 1
Vol=— |13 —11 —12
49
-5 1 —18

8. —4 +y+3 +4=0.
9. (LY, )=0(0,2, —2) + 12, 1,3).

300 ! 1 -2 2 2 0 O
11. =10 6 0| con :g -2 1 2 ; =10 11 O con
0 0 9 2 2 1 0O 0 11
L ﬁ Vil
Vel s

12. 0<A-, A)=—C, AA)=—(C, A7) =—22C,7) = —22>0 (las igualda-
des anteriores son ciertas si A es un autovalor real de ~ # 0).

13 & =(1,22 —1,&=(23, -3,2,8=@2, —1, -1, —2).
4. —12/3.

16. ||5H=\ﬁ§ 1= Yi— 1 =0

17. Simetria con respecto a larecta = —y = .
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Soluciones
18. 1:{(aya)€R3: :y: } 5 2:{(’ya)€R3:y:O}'
1/4 8
19. =- .
? 3 <1 2>
20. (0 =1(2,0,0.
21. Si es autoadjunta. No es ortogonal.
1 (5-5 > 2
22. Girode centro —= y dngulo de giro ¢ concosp=—=,senp = — 1/./5.
10-4./5 <5 -35 J5 V3
' 3 0 —1
()G 0)l)
y —1 y
' 2/3 13 —2/3 =273
25. |y |=1(2/3 -2/3 173 =273y
' 2/3 —-2/3 —=2/3 1/3
' 0 1 -1 2 2
260 a) [y |=(0|+ 3 2 4 —1||ly]| b) Simetria deslizante.
' 2 2 -1 4
27. a) Paratodo A > 2. b) Para ningin /.

28.

29.

30.

32.

33.
34.
37.
39.

40.

Forma candnica 4y + 4y3 — 2y§ en la base {ﬁl =

1
== (—2,1,1);.

2
Parébola; forma canénica 25 2 = ﬁ /875 .

1,0,2), " (2,5 —1,

1 1
NE SINE

34

Cent
enro(5 5

> eje principal 4 = 3y.

0 14/2 1,/2
224 2= 2 ¢ |y|={0 1/2 -1/ /2
1

a=b—-2a>—-2.

Hiperboloide de dos hojas; 25 * —5 >—5 ?=1.
a) 2+y*—(*+ pH?—2an =a’

a) 2a;, tapy+ta=0.

c)1.3 —y+1=0. 2. —-y+2=0.

1
arc cos ——.

NG
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.
51.

52.

53.

54.

N

Soluciones 677

' 1 0 -1 ) 11
= + : giro de 90° alrededor del punto | =, = |.
y' 0 1 0/\y 2°2

' 1 0 1
= + : simetria deslizante respecto a la recta — Yy = 1/2, con vec-
y 0 1 0/\y

tor de traslacion <1, 1>.
2°2
(T3) = —2/2.
-1 y-2 +1
-1 -1 2
a =@, 1,3, ,=(=2,1,—-D. b)) ,=(1,2,1), ,=(1,0,1.

77 1
11 11
a) = (O, 1, 1). b) = <5, 5, 4> y = <5, 5, —2>.

©, —1, —1) + t(1 24)-2 Tyt =2
C oMy by — =0 |

3 —dy=1063 —4y=—10.

a) No es definida. b) Definida positiva. €) Semidefinida positiva.

0
Simetria deslizante; plano de simetria — y = 1; vector de traslacion o = | O |.
1

2 2
Hipérbola: — = 1; eje focal 2 —y = 1/15.

() (i)

, 2 1 . . =2 +y
= es la matriz del cambio; esto es, | s A=—1,u=2.
y I —1)\y y= -Y
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Movimientos en el plano

-

~

T|>0
\_ IT|

T rd—T) |rd —TJ|A) Movimiento P’ = A + T(P)
1 0 0 Identidad
IT| >0 1 Traslacion
Simetria respecto 1 1 Simetria respecto de la recta de puntos fijos.
a una recta: 2 Simetria deslizante: composicion de simetria y
T <0 traslacion paralela al eje de simetria.
Giro o rotacién: 2 2 Giro en torno al punto fijo.

i ral0.32

Movimientos en el espacio

\_

/ T rd—T) |rd—T|A) Movimiento P = A + T(P) \
I 0 0 Identidad
171 =1 1 Traslacion
Simetria respecto 1 1 Simetria respecto a un plano de puntos fijos.
a un plano: 2 Simetria deslizante: composicién de simetria y
T|=—1 traslacion paralela al plano de simetria.
Giro o rotacién: 2 2 Giro en torno a un eje de puntos fijos.
7| =1 3 Movimiento helicoidal: composicion de giro y
traslacion paralela al eje de giro.
Simetria o Giro: 3 3 Simetria rotatoria: composicion de un giro y
7| =—1 una simetria; el eje de giro y el plano de

simetria son perpendiculares. /

i ral0.55
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Obtencion de la forma de Jordan compleja de una matriz
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A A
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1y

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Dada una aplicacién lineal se comienza calculando los autovalores; sean estos
Ay ooy Ar € C, con multiplicidades 4, ..., , respectivamente, con | + --- + ,=n
(n = dimension del espacio vectorial en el que estd definida ).

Para cada autovalor / se calcula la cadena de subespacios

DF D)F - F wd= pna(l)=--

donde (A)=Ker( — 1), =1,2,...Lasecuencia anterior se estabiliza después
de un cierto niimero de pasos m (el subespacio (1) se denomina a toe aiom i

mo asociado a 4). El valor de m puede obtenerse sabiendo que dim ,(4) = multipli-
cidadde Zen ().

Nota. Es conveniente ahora observar la figura 6.3.

Elegir Uy, 4, ..., Oy, €n p(4) tales que
{Em,l + mfl(/l)’ oo Bm, m + mfl(/l)}

seauna base de (1)) - 1D ( n=dim (1) —dim _,(4)). Estos vectores for-
man la primera fila de la tabla de la figura 6.3.
Hallar

Em—l,l =( —4 )Em,lv ooy Em—l, " =( —4 )6m, n

que son los |, primeros vectores de la segunda fila de la tabla de la figura 6.3. Com-
pletar esta fila de la tabla con vectores Up, | 4y, cor Uy—y, ., €0 (/) tales que

{Un1, + mo2(D} Y

seauna basede (1)) n_2(A)( poy=dim (1) —dim ,_,(1)).

Continuar el proceso anterior hasta obtener los elementos v y, ..., Uy, , Uy, 415 -

Uy, oo U1, 41> = Uy, de (A) que estan en la dltima fila. Si fuera necesario

estos elementos se completan con los vectores 0, , ..., Uy, , de manera que todos

ellos sean una base de (4).

Escribir la base  en el siguiente orden: por columnas de izquierda a derecha y en

cada columna de abajo hacia arriba (ver figura 6.3). La matrizde | ;) enlabase

estard formada por matrices elementales de Jordan de la forma (4) descritas al co-

mienzo de la seccién 6.7.

Repetir los pasos 2) a 6) para cada autovalor 4;, i = 1, ..., r; por el Corolario 6.7.7,
= , V.U , eslabasedeJordande y en estabasela matrizde es suforma

de Jordan .

i ra64d
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Clasificacion de las curvas de segundo grado

[ RESUMEN ]

CURVAS DE SEGUNDO GRADO O CONICAS

ayx* + apxy + any’ + ax +ay +a=0

[ INVARIANTES ]

apy ap/2  ay/2
s A=lap/2 ay a2
a2 a2 a

ap  ap/2

s=a”+a12,5=|A|=a 2 a
12 2

[ AUTOVALORES ]

pA(/ﬂL):|A—/~J|:i2—S/~L+5 N S:;Ll+}~2,6:}~1;b2.

r
CLASIFICACION DE LAS CONICAS SEGUN SUS INVARIANTES
0>0
Elipse
A A-s <0
5#0 )b1X2+,12Y2+3=0
A#0Q 0<0 Hipérbola
2 —4A p
0=0 Y =+ X Parédbola
s
0>0 Un punto
5#0 WXP+ LY?P=0
5<0 Par de rectas
A=0 secantes
5=0 LY +e=0 Rect?jts paralelas' o coincidentes
L (si hay soluciones reales)
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Clasificacion de las superficies de sequndo grado

[ RESUMEN ]

SUPERFICIES DE SEGUNDO GRADO O CUADRICAS

a”xz + a22y2 + a33zz tapxy tapsxzt+apnyztax+ay+azta=0

ay  ap/2 ap/2 a2
an/2  an  ay/2 a2
a;3/2 ay/2  aym o ay2|
a2 a2 ay/2 a

ap ap/2 a2 3
A=lap/2 ay ay/2 ; A=

aiz/2 ap/2  asy

( INVARIANTES ]

Ay, ay/2
a/2  as;

ay  a;3/2

ai3/2  asy

ap ap/2

A=Al . 5=1Al . 5=
? ap/2  axy

» 81 =ay taxy Tt as

Si
A=6=0 , s3= A+ |Axn| + |As]

donde A,; es la adjunta del elemento (i, i) de la matriz A.

( AUTOVALORES j

Los autovalores 4,, 4,, 43 de A son las raices de
pax)=A—|=—-2+s5%— 5\ + 0.

S = A dat Ay Sy = dde F Adst Jads s 0= Aiiads.

( SIGNATURA j

Signatura(A) = |2 Var(p,(x)) — 3]

Var(p,(x)) = Var(—1, s, —s,, 0)

Figura 13.19
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( )
CLASIFICACION DE LAS CUADRICAS SEGUN SUS INVARIANTES
A>0 No hay soluciones
SIGNATURA = 3 reales
A<0 Elipsoide
0#0 A SIGNATURA = 3
Cuddricas WX+ LY+ 27+ 5 0
con centro A>0 Hiperboloide
SIGNATURA =1 de una hoja
A#0
A<O Hiperboloide
SIGNATURA =1 de dos hojas
2= i > 0 Passbloide
) ) —4A
5:() ;LIX +},2Y i Z=0
S o, Paraboloide
S = M, <0 hiperbolico
SIGNATURA =3 Un punto
5#0 MWXP+ WY+ 2327 =0
SIGNATURA =1 Un cono
Cilindro eliptico
$2>0 (55 - 5 <0)
2, 53
;"IX + }QY + - 0
52 Cilindro
53 #0 5 <0 hiperbdlico
A=0
—4s _ Cilindro
WX =+ S ’y =0 parabdlico
=0 ‘
s, >0 Recta
WXP+L,YP=0
53=0 5, <0 Par de planos
secantes
— Dos planos
WX*=b iz 4 g paralelos
l . .
L o coincidentes )

i ral3.20
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( )
A=0,0=0
V4
X
Elipsoide Hiperboloide de una hoja Hiperboloide de dos hojas
X2+Y2+ZZ_1 X* vy’ 22_1 x> vy z |
a b @ b a2 b )
) )
A=0,6=0 A=0,0=0
Az Z
N
X Y
Y
X
Paraboloide eliptico Paraboloide hiperbdlico Cono
X2+Y2_Z Xx? Y2_Z X2+Y2722
a2 b2 - e b2 - ) a2 b2 )
~
A=0,0=0
zZ Az ZA
Z
N | |
]
I \
Ll 1
—/———,k/—}——\—> /:I/. Y
> . Y 7‘\
b
s 4+L X/ / - v
LD T~ X
Cilindro eliptico Cilindro hiperbélico Cilindro parabdlico Dos planos secantes
X? Y21 X? YZ1 Y= ax? x? Y20
Tl = - = =g =
a2 b2 a2 b2 02 b2 )

i ral3.2l
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